Kontextfreie Sprachen

Von Grammatiken zu PDAs

Konstruktion

Sei G = (V,%,S, P) eine kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform.
Konstruiere den PDA Mg = (Z,%,1,1,9, #):

® 7 ={u} ... es gibt nur einen Zustand

e [ =V ... die Nichtterminale der Grammatik bilden das

Kelleralphabet
® 5(L,3,A) — {(L,Bl...Bk) | (A—>aBl...Bk) < P}
firae X, AeV
d(t,e,A) =0 fiir A€ V ... es gibt keine e-Transitionen

o # =25 ... das Kellerinitialisierungssymbol ist das Startsymbol der
Grammatik

Ziel
L(M¢) = L(G) ]
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Kontextfreie Sprachen

Beispiel: G hat die Regeln

S — 0SES | 0ES | 0SE | OF und E — 1

Linksableitung PDA-Berechnung
S = O0SE (¢,001011,S) + (¢ 01011, SE)

(S — 0SE) € P, also (¢, SE) € 6(¢,0,5)
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Kontextfreie Sprachen

Beispiel: G hat die Regeln

S — 0SES | 0ES | 0SE | OF und E — 1

Linksableitung PDA-Berechnung
S = O0SE (¢,001011,S) + (¢ 01011, SE)
=¢ O00ESE = (¢, 1011, ESE)

(S — 0ES) € P, also (¢, ES) € 6(¢,0,5)
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Kontextfreie Sprachen

Beispiel: G hat die Regeln

S — 0SES | 0ES | 0SE | OF und E — 1

Linksableitung PDA-Berechnung
S = O0SE (¢,001011,S) + (¢ 01011, SE)
=¢ O00ESE = (¢, 1011, ESE)
=¢ O001SE = (¢,011, SE)

(E — 1) € P, also (t,¢) € 6(¢,1, E)
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Kontextfreie Sprachen

Beispiel: G hat die Regeln

S — 0SES | 0ES | 0SE | OF und E — 1

Linksableitung PDA-Berechnung
S = O0SE (¢,001011,S) + (¢ 01011, SE)
=¢ O00ESE = (¢, 1011, ESE)
=¢ O001SE = (¢,011, SE)
=¢ O0010EE = (¢, 11, EE)

(S — 0E) € P, also (¢, E) € 6(¢,0,5)
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Kontextfreie Sprachen

Beispiel: G hat die Regeln

S — 0SES | 0ES | 0SE | OF und E — 1

Linksableitung PDA-Berechnung
S = O0SE (¢,001011,S) + (¢ 01011, SE)
=¢ O00ESE = (¢, 1011, ESE)
=¢ O001SE = (¢,011, SE)
=¢ O0010EE = (¢, 11, EE)
=¢ 00101E = (v, 1, E)

(E — 1) € P, also (t,¢) € 6(¢,1, E)
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Kontextfreie Sprachen

Beispiel: G hat die Regeln

S — 0SES | 0ES | 0SE | OF und E — 1

Linksableitung PDA-Berechnung

S =¢ OSE (:,001011,5) F

(:,01011, SE)

—c O0ESE ~  (1,1011, ESE)
—~¢ O001SE ~ (4,011, SE)
—¢ O010EE ~ (1,11, EE)
—¢ O00101E - (1, 1,E)
=¢ 001011 = (,8,¢)
(E — 1) € P, also (t,¢) € 6(¢,1, E)
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Kontextfreie Sprachen

Lemma
L(G) C L(Mg). J

Beweis:

Sei w € L(G). Dann hat w eine Linksableitung
S=ayg=>ca1=>¢c " =>car=Ww.

Da G in Greibach-Normalform ist, haben alle Regeln die Form

A — aBj - -- Bi. Also existieren aj,a,...,a: € Z und 7g,...,7: € V* mit
aj =aiax---a;jy firalle 0 < i <t.

Insbesondere gelten also S =ag=eypund a;---ar 7t =ar =w € ¥,
also v =S5, w=a;---a; und 7 = €.
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Kontextfreie Sprachen

Behauptung: Fiir alle 0 </ < t gilt

(t,@i41 - ae, Vi) F (¢, ai42 -+ @, Yig1) -

Beweis der Behauptung:

ay---ai%i = Q ==>G Qj+1 = a1 Ai+17i+1

ist Schritt in einer Linksableitung. Also existieren (A — aj11B1---Bk) € P
und N € V* mit vi = An); und Yi+1 = By - - Binj. Also g”t
(¢,B1---Bx) € d(¢,air1,A) und damit

(¢,aix1---ae,vi) = (v, a1 ae, Anj)
(¢,@i42---a¢, Br--- Bkmi)

— (La dj42 at,7i+1)-

-

g.e.d.
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Kontextfreie Sprachen

Da die Behauptung fiir alle 0 </ < t gilt, erhalten wir

(¢, w,S)

T T

und damit w € L(Mg).

WS 20/21

(¢,a1...at,70) nach Folie 13.3 unten
(¢ya2...ar,71)

(1,33 .. 36, 72)

([/75771“)
(¢,€,¢) nach Folie 13.3 unten
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Kontextfreie Sprachen

Lemma
L(Mg) C L(G). J

Beweis:

Sei w € L(Mg). Dann existieren t € N und Konfigurationen (¢, w;, ;) fir
0<i<t, sodaB

¢ (La WO?VO) — (La W, S)'

o (L, W,',’y,') = (L, W,'+1,’y,'_|_1) fur alle 0 < i < t und

¢ (La Wtafyt) — ([/7575)'
Da der PDA M keine e-Transitionen hat, existieren Buchstaben
ai,...,ar € X mit w; = a; 1 1wjy1, also insbesondere w = wy = a1a» - - - a.
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Kontextfreie Sprachen

Behauptung: Fiir alle 0 </ < t gilt

aiaz---ajYi =G ai1a2 - - ajr17i+1 -

Beweis der Behauptung:
Es gilt

(¢ @it1witn, vi) = (6 wiyvi) B (6 wiga, vig1) -
Also existieren n; € V* und A, Bi,...,Bx € V mit
vi = Ani, (¢, Bi--- Bk) € 6(¢, ai+1,A) und 11 = B1--- Bimi
Damit haben wir aber (A — a;11Bjy - -+ Bx) € P. Hieraus folgt

ai---ajyi = ai---ajAn;

=G ar---ajajr1B1--- Byn;

= a1 adi417i+1

g.e.d.
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Kontextfreie Sprachen

Da die Behauptung fiir alle 0 </ < t gilt, erhalten wir

und damit w € L(G)
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S

= 7o nach Folie 13.6
=G a1mn
=G d1a27?2

=G d1...dtVt
— w nach Folie 13.6
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Kontextfreie Sprachen

Proposition

Jede kontextfreie Sprache L ist Sprache eines PDA M mit nur einem
Zustand. Gilt € ¢ L, so werden keine e-Transitionen benétigt.

Beweis:

Sei L kontextfrei. Dann existiert eine Grammatik G = (V, X, S, P) in
Greibach-Normalform mit L(G) = L\ {¢}. Nach den beiden gezeigten
Lemmata existiert ein PDA M mit einem Zustand, ohne e-Transitionen und
mit L(M) = L(G) = L\ {e}. Gilt ¢ € L, so ist Proposition bewiesen.

Angenommen, € € L.
Wir kénnen o.E. annehmen, dals S auf keiner rechten Seite einer Regel aus
G vorkommt. Dann wird der Kellerautomat M¢ das
Kellerinitialisierungssymbol S im ersten Schritt auf dem Keller ersetzen und
niemals wieder auf den Keller schreiben. Fiigt man die Transition

0(t,€,5) = {(t,€)} zu Mg hinzu, so erhdlt man einen PDA M mit
L(Mg) =L(Mg)U{e} =L(G)u{e} =L\{e}u{e} =L ]
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Kontextfreie Sprachen

Beispiel: G hat die Regeln
S — 0SES |0ES |0SE |0E und E — 1

PDA-Berechnung Ableitungsbaum
(¢,001011, S) S
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Kontextfreie Sprachen

Beispiel: G hat die Regeln

S — 0SES | 0ES | 0SE | OF und E — 1

PDA-Berechnung Ableitungsbaum
(¢,001011,S) S
= (¢,01011, SE) O/g\E
(S—0SE)e P
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Kontextfreie Sprachen

Beispiel: G hat die Regeln
S — 0SES |0ES |0SE |0E und E — 1

PDA-Berechnung Ableitungsbaum

(¢,001011, S)
- (1,01011, SE) / \
/ \

- (¢, 1011, ESE)

(S —0ES)e P
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Kontextfreie Sprachen

Beispiel: G hat die Regeln

S — 0SES | 0ES | 0SE | OF und E — 1

PDA-Berechnung
(¢,001011, S)
- (¢,01011, SE)
- (¢, 1011, ESE)
- (¢,011, SE)

(E—1)eP
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Ableitungsbaum

o/
O/
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Kontextfreie Sprachen

Beispiel: G hat die Regeln

S — 0SES | 0ES | 0SE | OF und E — 1

PDA-Berechnung
(¢,001011, S)
- (¢,01011, SE)
- (¢, 1011, ESE)
— (¢, 011 SE)
- (¢, 11, EE)

(S—0E)eP

WS 20/21

Ableitungsbaum

o/
e
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Kontextfreie Sprachen

Beispiel: G hat die Regeln

S — 0SES | 0ES | 0SE | OF und E — 1

PDA-Berechnung
(¢,001011, S)
- (¢,01011, SE)
- (¢, 1011, ESE)
- (¢,011 SE)
- (¢, 11, EE)
= (

(E—1)eP
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Ableitungsbaum

o/
e
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Kontextfreie Sprachen

Beispiel: G hat die Regeln

S — 0SES | 0ES | 0SE | OF und E — 1

PDA-Berechnung Ableitungsbaum
(1,001011, S) S
- (1,01011, SE) P
0 S E
- (L, 1011, ESE) / | \ |
~ (¢,011, SE) 0 E S 1
| / \
- (1,11, EE) L
= (¢,1, E) |
= (¢,e,¢€) 1
(E—-1)eP
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Kontextfreie Sprachen

Bemerkungen:

e vorgestellte Methode heillt LL-Parsing: Berechnungen des PDA
entsprechen Linksableitungen und Wort wird von links nach rechts
gelesen
oder Top-Down-Parsing: Ableitungsbaum wird an der Wurzel
beginnend erzeugt.

® Aus Grammatik-Regeln A — aU | aV entsteht der Nichtdeterminismus
(¢, U),(t, V) € d(e,a,A). LL(1)-Grammatiken enthalten keine solche
Regeln, so dall Mg deterministisch wird - und erlauben, die Frage
Wird das Wort w von der Grammatik G erzeugt?” in linearer Zeit zu
beantworten.

® allgemeiner: in LL(k)-Grammatiken legen die ndchsten k zu lesenden
Buchstaben fest, welche Regel angewandt wird - auch dann kann man
deterministischen PDAs konstruieren.

® | R-Parsing oder Bottom-Up-Parsing sind alternative Methoden, einen
PDA aus einer kontextfreien Grammatik zu konstruieren, auch
LR(k)-Grammatiken fiihren zu deterministischen PDAs.
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Kontextfreie Sprachen

Von PDAs zu Grammatiken

Beispiel:
PDA M:

a,X|AX a,X|e a,X|AA a,X|e
b,X|BX b,X|e b,X|BB b,X|e

a,#|A a,Ale a,X|AX a,Ale
b,#|B b,Ble b,X|BX b,Ble
—(1) Y, Y, Y, N

eine akzeptierende Berechnung:

(1, aabbabbbaa, #) F (2,abbabbbaa, A) + (2, bbabbbaa, AA)
- (2, babbbaa, BAA) | (3, abbbaa, AA)
- (4, bbbaa, AAA) | (4, bbaa, BBAA)
- (5, baa, BAA) ~ (5, aa, AA)
- (5, a,A) = (5,¢,¢)
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Kontextfreie Sprachen

die akzeptierende Berechnung nochmal anders hingeschrieben:

a b b a b b b a a
4Bs
B3 4As | |5B5 | | 5B5
2As | |3As5 | [3A5 | |5A5 | [5A5 | |5A5 | |5A5
17#5| |2A5 | |5A5 | [5A5 | |5A5 | [5A5 | |5A5 | |5A5 | |5A5 | |5A5
1 2 2 2 3 4 4 5 5 5 b

Bedeutung von

° X ...

° /..

° ..

WS 20/21

Kellersymbol
. dieses Symbol wird im Zustand i/ ersetzt werden

sobald der Keller das erste Mal echt kiirzer sein wird, befindet
der PDA sich im Zustand j
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Kontextfreie Sprachen

Ableitung der Grammatik:

S = |1#s
= a|2As
= aa|2As5 || 5A5
= aab|»>B3 ||3A5 || 5A5
= aabb|3As5 || 5A5
= aabba| 4As5 || 5A5 || 5A5
— aabbab| 4Bs || 5Bs5 || 5 A5 || 5A5
= aabbabb|s5Bs || 5 As || 5 A5
= aabbabbb| 5As || 5 As

— aabbabbba| 5As
= aabbabbbaa
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Kontextfreie Sprachen

Ziel [ Idee

kontextfreie Grammatik G, so dald fur alle w € X*:

(i,w,A) " (J,e,¢) gdw. | jAj |=¢c w

Konstruktion (,, Tripel-Konstruktion™)

Sei M = (Z,%,1,0,t,#) ein PDA. Konstruiere die kontextfreie Grammatik
Gy =(V,L,P,S):

o V={S}U(ZxTlxZ2)
® Wir haben die folgenden Produktionen:
® S— (1, #,z) firalle ze Z

¢ (ZQ,A,Zk+1) — a(zl, 81,22) (22, 82,23) - (Zk, Bk,Zk_|_1) fur alle
zoeZ, Ael,aec 2 U {8} (Zl, BB, ... Bk) S 5(20,8,/4) und
2o, .., Zk11 € 2L

WS 20/21 Automaten, Sprachen, Komplexitat 13.15




Kontextfreie Sprachen

Lemma
Firalle z,zZ/ € Z, AeT und w € £* gilt

(z,w,A) " (Z',e,e) = (2,A,Z') =g, w.

Beweis: per Induktion iiber die Lange der Berechnung.

IA Gelte (z, w, A) F (Z',e,¢). Dann gelten w € ¥ U {¢} und
(Z',e) € 0(z,w, A). Also ist (z, A, z') — w eine Regel der Grammatik Gy,
womit (z,A, z') = ~w folgt.

IV (z,w,A) ' (Z,e,e) = (z,A,72) =%, W furalle i <n.

IS Gelte (z,w, A) F"T1 (¢, ¢).
Dann existiert eine Konfiguration (z, v,~) mit

(z,w,A) F (z1,v,y) F" (Z,¢e,€).
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Kontextfreie Sprachen

Wegen (z,w,A) - (z1, v, ) existieren a € X U {e} und By,...,Bx € [ mit

w=av, (z21,B1...Bx) € 6(z,a,A) und v = B; ... By. (2)

Nach der Tripel-Konstruktion und (2) ist dann
(z,A,Z') — a(z1, B1, 2)(20, Bs, z3) .. . (z«, Bk, Z') (3)

eine Produktion von Gy.
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Kontextfreie Sprachen

Spalte die Berechnung (z1, v,v) F" (Z/, ¢, €) wie folgt auf:

(Zl,V,’y) — (zl,ul,Bl...Bk) -1 (ZQ,UQ,BQ...Bk)
|_n2 (23, us, B3 .« e Bk)

FM-1 (zp, ug,e) = (2, ¢, €)
wobei fur alle 1 </ < k

(zi+1, Uiy1, Biy1 ... Bk)

die erste Konfiguration ist, bei der nur kK — i + 1 viele Symbole auf dem
Keller stehen. Dann folgt

(zi, ui, Bj) " (ziy1, Uiy1,€) (4)
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Kontextfreie Sprachen

Dann existieren Worter vy, ..., v, € Z* mit u; = vju;yq fir alle 1 <7 < k,
insbes. also v =y; = viw ... v. Aus (4) folgt

(zi, vi, Bi) " (zit1,€,€)
woraus die IV wegen n; < n fiir alle 1 < < k liefert:

(Z,'7 B,’, Z,'_|_1) :>Z~M V. (5)

WS 20/21 Automaten, Sprachen, Komplexitat 13.19



Kontextfreie Sprachen

Wir erhalten damit

(3)

(z,A, ") =g, a(z1,B1,2)...(2«, Bk, 2')
(5)
éZM avl(zz, Bz, 23) “e (Zk, Bk, Z/)
(5)

:>Z~M avi V2(237 B37 24) et (Zk? Bk’ Z/)

(5) (2) _
=G, aViV2...vk=av=w L]
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Kontextfreie Sprachen

Proposition
Ist M = (Z,%,1,0,t,7) ein PDA, so ist L(M) kontextfrei. J

Beweis: Wir zeigen zunachst L(M) C L(Gp): Sei w € L(M). Dann
existiert z/ € Z mit (¢, w,#) F* (Z/,¢,¢). Wir erhalten

S =y, (L#,7) (nach Konstruktion von Gy)
=G, W (nach Lemma auf Folie 13.16).

Also gilt w € L(GM), d.h. L(M) C L(GM)
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Kontextfreie Sprachen

Es bleibt die Inklusion L(M) O L(Gp) zu zeigen:

Man zeigt zunachst analog zum Lemma auf Folie 13.16: Fiir alle z, 2/ € Z,
AcTlT und w e X gilt

(Z,A,Z,) :>ZM w — (27 WaA) a (2/7576) y (6)
Sei nun w € L(Gpy). Dann gilt S = w. Nach der Tripel-Konstruktion
von Gy existiert z/ € Z mit
S =g, (t,#,2) =G, W -

Mit (6) ergibt sich
(v, w, #)F* (Z,¢,¢)
und damit w € L(M). Also gilt L(Gp) C L(M). ]
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Kontextfreie Sprachen

Satz

Sei L eine Sprache. Dann sind dquivalent:

@ L ist kontextfrei.

@ Es gibt einen PDA M mit L(M) = L.

@ Es gibt einen PDA M mit nur einem Zustand und L(M) = L.
Gilt € ¢ L, so sind diese Aussagen aquivalent zu

@ Es gibt einen PDA M mit nur einem Zustand und ohne e-Transitionen,
so dall L(M) = L gilt.

v

Beweis:

(1)=(3) bzw. (4): Proposition auf Folie 13.9

(4)=(3)=(2) : trivial

(2)=(1): Proposition auf Folie 13.21 ]
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