Kontextfreie Sprachen

PDAs mit Endzustanden

Definition
Ein Kellerautomat mit Endzustanden oder PDAE ist ein 7-Tupel
M= (Z,%L,T,¢,0,#, E), wobei

® (Z,%,I,1,0,7#) ein PDA und

e £ C Z eine Menge von Endzustanden ist.

Definition
Sei M = (Z,%,I,.,6,#, E) ein PDAE. Die von M akzeptierte Sprache ist

L(M)={weX*| esgibtec Eund vy e ™ mit (s, w,#) F* (e,e,7)}.

PDAEs akzeptieren also so, wie es NFAs tun: Der Inhalt des Kellers nach
dem kompletten Lesen der Eingabe ist irrelevant, es kommt nur auf den
erreichten Zustand an.
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Lemma J

Jede kontextfreie Sprache wird von einem PDAE akzeptiert.

Beweisidee: Sei M = (Z,%,1,¢,0,#) ein PDA.
® Fiihre ein neues Kellerinitialisierungszeichen $ ein und ersetze im
1. Schritt einer Berechnung mithilfe einer e-Transition $ durch #3$.

® Simuliere dann den PDA M.

® Wenn (nur) $ auf dem Keller steht, wechsele mit einer e-Transition in
einen akzeptierenden Zustand.

Vooe, | #8| ¢ %1% Zake

z
—0 O ~O—>

M
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etwas genauer: Wir betrachten den folgenden PDAE:

M’ = (Z ® {Lla Zakz}7 Za W {$}7 [’/7 5/7 $7 {Zakz})

wobei fir z € ZW{/, zak,}, a€ L und A € T U {$} gilt:

§(z,a,A) =

8 (z,e,A) =

WS 20/21

)

Y/

(6(z,a,A) falszeZ AeT
U sonst
(5(z,e,A) fallsze Z,AeT

{(Zaks,$)}  falls z€ Z,A=$
{(1, #3)}  falls z =1/, A=$

\@ sonst.
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Dann haben die akzeptierenden Berechnungen von M’ folgende Form:

(s w,$) b (e, w, #8) Frp (2,6, %) Far (zakss €, 9)

wobei
(¢, w,#) Fy (z,6,¢€)
gilt. Also haben wir

w € L(M) (e, w, #) By (2,8, ¢)
(L/, w, $) 724/ (Za,km &, $)

w e L(M")

11
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Lemma
Ist M ein PDAE, so wird L(M) von einem PDA akzeptiert, ist also
kontextfrei.

Beweisidee:
® Fiihre ein neues Kellerinitialisierungszeichen $ ein und ersetze im
1. Schritt einer Berechnung mithilfe einer e-Transition $ durch #8$.
® Simuliere dann den PDAE M.

® Aus jedem Endzustand kann mittels e-Transition in einen Zustand
gewechselt werden, der den Keller leert.

e | #$| ¢ g,A | A Zjeer
—0 O E =8—>
M e, Ale
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genauer: Sei M = (Z,%,1,¢,0,#, E) ein PDAE. Betrachte den PDA
M = (Z W, Zjeer }, L, T W {$}, 0, ¥, $)

wobei fir z € ZU{!, zjger }, a € X und A € T gilt:

‘ A)  fall Z,AeT
§(2.2.A) — <(5(2,5), ) fallsze Z, A€

U sonst

(1, #9)} falls z = /. A=$

A fall Z\ E
§(z.0.A) = i(z,e,A) alls z € Z'\
0(z,e,A) U {(Zjeer,A)} fallszeE
\ {(z/eer, 5)} falls z = Zjeer

WS 20/21 Automaten, Sprachen, Komplexitit

14.6



Kontextfreie Sprachen

Dann haben die akzeptierenden Berechnungen von M’ folgende Form:

([//7 w, $) |_M’ ([/7 w, #$) ﬂ/;/l’ (27877$) l_M’ (Z/eer7€7,y$) |_>/|§/I/ (Z/ee”&‘,&‘)

wobei
(e, w,#) Fp (z,e,7)und z € E

gelten. Also haben wir

welL(M) < (,w,#)Fy(z,e,7) mitzeE
< (L/, W,$) 7;4/ (Zleeragag)
— welM)
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Diese zwei Lemmata zeigen

Satz

Eine Sprache L ist genau dann kontextfrei, wenn sie von einem PDAE
akzeptiert wird.

Wir werden diesen Satz nun verwenden, um zu zeigen, dals der Schnitt
einer kontextfreien und einer reguldren Sprache wieder kontextfrei ist (der
Schnitt zweiter kontextfreier Sprachen ist i.a. nicht kontextfrei, siehe
Folie ca. 15.27).
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Satz

Seien L eine kontextfreie und R eine reguldre Sprache. Dannist LN R
kontextfrei.

Beweis: (analog der Kreuzprodukt-Konstruktion fiir NFAs)
Sei M = (Z1,%,T, 11,01, 4, E1) ein PDAE mit L(M) = L.
Sei A = (2, %, 12,02, E») ein DFA mit L(A) = R.
Konstruktion eines PDAE M’ fiir L N R:

M = (Zl X ZQ,Z, F, (Ll,Lg),5,#, Eq % E2) .

Hierbei ist die Uberfiihrungsfunktion § wie folgt definiert:
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((z1,25), B1...Bk) € 6((z1, ), a,A) gdw.
(z{,B1...Bx) € 01(z1,a,A) und z5 = 95(2, a)

Man zeigt dann per Induktion iiber die Lange der Ableitung:

Fiir alle w € %, 7,7 € T*, z1,2] € 21, 20,25 € 2 gilt

((21722)7W77) ﬂliﬂ’ ((21725)7577,)
= (z1,w,7) Iy (Zh,2,7) und 2 = 52(20, W)

Mit (z1,22) = (1,¢2) und (21, 25) € E1 x Ep erhilt man hieraus
welLMNLA)=LNR < weL(M).
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Deterministisch kontextfreie Sprachen

Definition
Ein deterministischer Kellerautomat oder DPDA ist ein PDAE
M=(Z,L,T,.,0,#,E), sodal firalle ze Z, ac€ X und Ac T gilt

6(z,a,A)| + |(z,e,A)| < 1.

Ein PDAE ist also ein DPDA, wenn fiir alle Konfigurationen gilt

(z,w,7) F (z1,wi,71) und
(z,w,7) F (22, w2,72)

} — (217 Wlafyl) — (227 W27/y2)
Definition

Eine Sprache L ist deterministisch kontextfrei, wenn es einen
deterministischen Kellerautomaten M gibt mit L(M) = L.
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Ziel
Ist L C >* deterministisch kontextfrei, so auch ¥* \ L. J

Beweisidee: vertausche die akzeptierenden und die nichtakzeptierenden
Zustande.

Problem: es kann Worter w geben, die vom DPDA M nicht vollstandig
gelesen werden. Diese wiirden auch vom , Komplementarautomaten” M’
nicht bis zum Ende gelesen werden. Also w ¢ L(M) und w ¢ L(M’), d.h.
L(M'") ist nicht das Komplement von L(M).

Dies kann aus drei Griinden geschehen:
® Der Keller ist leer, bevor das Eingabewort vollstandig gelesen wurde.

® Es gibt keine passende Anweisung (d.h. M gerat in eine Konfiguration
(z,aw’, Avy) mit §(z,a,A) = d(z,¢,A) =0).

® M gerat in eine endlose Folge von e-Transitionen, ohne dals das Wort
bereits zu Ende gelesen wurde.
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vorlaufiges Ziel
Konstruiere aus DPDA M einen aquivalenten DPDA M’, so daf3
@ M’ den Keller niemals leert.

@ M’ niemals blockiert, d.h. fiir alle (z,a,A) € Z x & x T gilt
§(z,a,A)Ud(z,e,A) £ 0.

© M’ erlaubt keine endlosen Folgen von e-Transitionen.
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Lemma
Sei M = (Z,%,1,1,0,7, E) ein DPDA. Dann existiert ein DPDA M; mit
L(M) = L(My), so dall M; den Keller nie vollstandig leert.

Beweis: Fiige neues Kellerinitialisierungssymbol ein, wird dieses gesehen,
so blockiere:

eS| #9
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Wir setzen also My = (ZU{/}, X, T U{$},/,61,$, E) mit

(6(z,a,A) fallsze Z,acxXtu{e},AcT
01(z,a,A) = ¢ {(e,#9)} fallsz=1,a=¢,A=3$

U sonst

Dann gelten (Beweis per Induktion liber die Lange der Berechnung):

° (/,w,9)Fy, (z,w',y) = yeT*$
insbes. hat M; immer ein nichtleeres Wort aus % auf dem Keller

° (L,w,#) by (2w ) = (/,w,$)y, (z,w,79)
d.h. My simuliert M

Also: My ist DPDA mit L(M) = L(My), der den Keller nie leert. ]
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Lemma

Zu jedem DPDA M existiert ein DPDA M’ mit L(M) = L(M'), so dak M’
jedes Wort w bis zum Ende liest.

Beweis: Sei M = (Z,%,1,1,0,#, E). O.E. leert M den Keller nie.
Ist w € 2%, so kann es zwei Griinde geben, warum M dieses Wort nicht bis
zum Ende liest:

® Es gibt keine passende Anweisung (d.h. M gerat in eine Konfiguration
(z,aw’, Ay) mit §(z,a,A) = d(z,¢,A) = 0).

® M gerat in eine endlose Folge von e-Transitionen, ohne dals das Wort
bereits zu Ende gelesen wurde.
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LOosung: Fiige neue Zustande z,, und z,, - hinzu.

® \Wenn sich neuer DPDA M’ in Zustand z,;,; befindet, so liest er Wort
zu Ende und akzeptiert nicht.

e Wenn sich M in Zustand z,, - befindet, so liest er Wort zu Ende. Ist
das restliche Wort ¢, so akzeptiert er, ist es nicht &, so wechselt er in
Z.b1 (und akzeptiert also nicht).
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Z3 z3
O O -

87A ‘ A Zakz e

* 5(21,8,/4) = 5(21, a,A) =

® Die Konfiguration (z,¢, A) ist Beginn einer unendlichen Berechnung,
die nie einen Endzustand aus E trifft.

® Die Konfiguration (z3,¢, A) ist Beginn einer unendlichen Berechnung,
die einen Endzustand aus E enthilt.
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Der neue DPDA M’ wechselt wie folgt in einen der neuen Zustinde z,, -
bzw. zy}:
® §(z,a,A) = {(zabl,A)} falls 6(z, a, A) = 6(z,¢,A) =0
® §'(z,e,A) = {(zaks ¢, A) } falls es unendliche Folge von
Konfigurationen (z;, €,~;) gibt mit
° (Z,&‘,A) — (2175771)'
¢ (Z,',é‘,’y,') - (Z,'_|_1,€,’y,'+1) fur alle 1 > 1 und
® z.c E fureini>1.
® §'(z,e,A) = {(zan1, A)} falls es unendliche Folge von Konfigurationen
(Ziagafyi) glbt mit
° (ngaA) — (21787/71)'
® (zi,e,7vi) F(zi11,€,7vix1) fur alle i > 1 und
® z; ¢ E fiir alle j > 1.

Dann liest M’ jedes Wort w bis zum Ende und akzeptiert genau dann,
wenn M akzeptiert.
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Bemerkung

Der Beweis zeigt die Existenz von M’. Ob wir §'(z,¢, A) = {(zaks <, A) }
oder ¢'(z,&, A) = {(zab1, A) } setzen miissen, haben wir nicht algorithmisch
festgestellt.

Ein vollstindiger Beweis incl. einer algorithmischen Konstruktion von M’
steht im Buch Dexter Kozen: Automata and Computability. Springer 1997,
Seiten 176 ff. (das ich uneingeschrankt empfehle).

Jedenfalls ist damit das vorlaufige Ziel von Folie 14.13 erreicht, wir haben
einen aquivalenten DPDA konstruiert, der den Keller nie leert, seine
Eingabe vollstandig liest und keine unendlichen Folgen von e-Transitionen

hat.
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Satz
Ist L C >* deterministisch kontextfrei, so auch ¥* \ L. J

Beweis: Sei M = (Z,%,1,¢,0,#, E) DPDA mit L(M) = L. O.E. liest M
jedes Wort bis zum Ende (insbes. gibt es keine unendlichen Folgen von
e-Transitionen). Dann kannes w € ¥*, e € E und z € Z \ E geben mit

(e, w,#) F* (e,e,7) FT (z,¢,7).
Setzt man M' = (Z,%,T,.,6,#,Z \ E), so gilt also
we LM)n LM,

d.h. L(M") ist nicht das Komplement von L(M).

Losung: M’ merkt sich, ob wahrend der letzten Folge von e-Transitionen
nur Zustande aus Z \ E gesehen wurden.
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M
a,Al~ a,Aly
O >Q/ O >/ .
Z1 Z Vip) 2y
__>O
L
g,A | g,A |y
@ =C)/ O =/ .
Z3 Z3 Z4 Z4
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& Ay Ay [/
O > O >
(237 2) (Zév 2) (247 2) (Zélb 2)
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Definiere zunachst eine Funktion f: Z — {1,2} gemal

f(z) = 1 fallsz¢ E
2 fallsze E

Wir konstruieren DPDA M’ mit Zustandsmenge Z' = Z x {1,2,3} so, daf
gilt: Wenn
(6, w,7) P (2,€,7) (7)

gilt und M in der Konfiguration (z, e,~) keine Transition mehr ausfiihren
kann, dann erhalten wir

o ((L7 f(e)), w, #) =1 ((z,3),€,7) falls unter letzten e-Transitionen in
(7) kein Zustand aus E vorkommt.
N ((,,, f(1)),w, #) =1 ((2,2),e,7) falls unter letzten e-Transitionen in

(7) ein Zustand aus E vorkommt.
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Setze dann M’ = (Z x {1,2,3}, .1, (¢, (1)), 8, #, Z X {3}) wobei ¢’

die Transitionen aus ¢ simuliert:

{(@ A7)} falls i =1,8(z,,A) = {(Z,7)}
§'((z.1).e,A) = <{((2,2).7)} falls i = 2,8(z,,A) = {(z',7)}
\{((2,3),/4)} falls i =1,6(z,¢,A) =
5 ((2.1). 2. A {é 2 f(2')) } erl]ssti £1,6(z,a,A) = {(Z,7)}
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Effekt: Betrachte die folgende maximale Berechnung des DPDA M:
(La w, #) — (217 Wlaf)/l) I_M (227 W2, 72) |_/\/l T (Zm Whn, ’yn) — (Zna g, ,yn)
Aus maximalen Teilstiicken

(zi, w',vi) Fm (Zig1, Wi yis1) Bam - - (27, W/, 7j) von e-Transitionen wird
(@ f@) W) F (2 max{f(2), F(zi1)}), Wi
- ((Zi+2> max{f(z;), f(zi+1), f(z,-+2)}), w', ’7i+2)
= ((zomax{f(z),. . F(z)}), w',)

<1 ((2172) WJ) falls z, € E firein i < k <
((ZJ7 3) 9 71) sonst

Aus Schritten (z;, aw’,~;) Fuv (zj11, W/, yi11) wird
((Zi72)7 awlafyi) - ((Zi—|—17 f(Zi—l—l))a WlaWi—I—l)

bzw. <(Zi7 3)7 QWI, %) - ((Zi—|—17 f(Zi—l—l))7 Wla 7i+1)
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insgesamt wird aus
(Lv W, #) — (217 W1771) l_M (227 W2772) l_M T (Zm Wnaﬁyn) — (Zn,é‘,’yn)

also
((L, F()), w, #) 5 ((zns 1), €, 7) mit i € {2,3}.

Dabei gilt i = 3 gdw. wenn unter den letzten e-Transitionen kein Zustand
aus E war.

Also: X*\ L(M) C L(M").
Analoge Uberlegungen zeigen L(M') C X*\ L(M). ]
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Der Beweis zeigt die Existenz von M’ (da wir nur die Existenz des DPDA,
der jedes Wort bis zum Ende liest, gezeigt haben).

Da aber dieser DPDA algorithmisch konstruiert werden kann (siehe z.B.
Kozens Buch), gilt sogar:

Satz
Aus einem DPDA M kann ein DPDA M’ berechnet werden mit
LMY =X*\ L(M).
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