Berechenbarkeit

Die zentrale Frage der Berechenbarkeitstheorie

Welche Funktionen N — N konnen von einem Algorithmus berechnet
werden?

Gilt das vielleicht fur alle Funktionen?

vorweggenommene Antwort: nein

Fiir welche Sprachen L kann das Wortproblem (,,w € L?") von einem
Algorithmus gelost werden?

Gilt das vielleicht fiir alle Sprachen?

vorweggenommene Antwort: nein

Zunachst: Wie zeigt man diese negativen Resultate?
Was heillt tiberhaupt ,die Funktion f: N — N kann von einem Algorithmus

berechnet werden™ bzw. ,, das Wortproblem kann von einem Algorithmus
gelost werden™?
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Berechenbarkeit

Intuitiver Berechenbarkeitsbegriff

Eine Funktion f: NX — N ist intuitiv berechenbar, wenn es einen
Algorithmus gibt, der f berechnet, d.h.

® das Verfahren erhilt (ny, ..., ng) als Eingabe,
® terminiert nach endlich vielen Schritten

® und gibt f(ny,..., nk) aus.
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Berechenbarkeit

Behauptung
Es gibt eine totale Funktion f: N — N, die nicht intuitiv berechenbar ist. J

Begriindung:
Wir nehmen zusatzlich an, dall es ein Alphabet I gibt, so dal jeder
Algorithmus als Wort iiber I beschrieben werden kann.

Sei P C I'* die Menge der syntaktisch korrekten Algorithmenbeschreibungen.
Worter aus ['* \ P fassen wir als ,,Algorithmenbeschreibungen mit syntakti-
schen Fehlern” auf.

Fiir w € I'* definieren wir eine Funktion [w]: N — N wie folgt:

Gilt w € P, so ist [w]: N — N die von der Algorithmenbeschreibung w
berechnete Funktion.
Andernfalls setze [w](n) = 0 fiir alle n € N.
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Berechenbarkeit

Wir nehmen o.E. ' = {0,1,...,b— 1} an.

Fiir w = agax_1...a1a0 € " sei (w)p = b*T1 + Y k> i>0 a;b' — 1.
Dann ist w — (w),, eine Bijection von '™ auf N; sei w: N — [* die
Umkehrabbildung, d.h. w(n) ist die ,,n-te Algorithmenbeschreibung (u.U.
mit syntaktischen Fehlern)”.

Wir definieren die Funktion f: N — N gemaR
F(n) = [w(n)](n) + 1.
Sei jetzt w € [*. Mit n = (w),, gilt w = w(n). Dann haben wir
[wl(n) # [w](n) + 1 = [w(n)](n) +1=£(n),

also [w] # f. Die Funktion f ist also keine der Funktionen [w],
insbesondere wird sie von keinem der Algorithmen mit Beschreibung in P
berechnet. []
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Berechenbarkeit

Veranschaulichung: trage in eine Tabelle die Funktionen [w] fir w € T'*

€in

Zum Beispiel:

n || [w(0)](n) [w(D)I(n) [w(2)I(n) [w(3)](n) [w(4)](n)---
07 20 33 0 12
1| 12 33 94 2 17
2 || 99 101 17 11 22
3| 2 0 14 99 42
4 | 17 5 77 7 11
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Berechenbarkeit

Veranschaulichung: trage in eine Tabelle die Funktionen [w] fir w € T'*
ein

Zum Beispiel: Alle Zahlen auf der Diagonale um eins erhéhen. Dadurch erhalt
man f.

[w(0)](n) [w(DI(n) [w(2)](n) [w(3)](n) [w(4)](n) ---

n
0|l 78 20 33 0 12

1| 12 33 34 94 2 17

2 || 99 101 17 18 11 22

31 2 0 14 99 100 42

4 || 17 5 I I 11 12
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Berechenbarkeit

Veranschaulichung: trage in eine Tabelle die Funktionen [w] fir w € T'*
ein

Die Funktion f kann aber aufgrund dieser Konstruktion mit keiner der ande-
ren Funktionen tbereinstimmen.

[w(0)](n) [w(DI(n) [w(2)](n) [w(3)](n) [w(4)](n) ---

n
0|l 78 20 33 0 12
1| 12 33 34 94 2 17
2 || 99 101 17 18 11 22
31 2 0 14 99 100 42
4 || 17 5 I I 11 12

Dies ist wieder ein Diagonalisierungsbeweis (vgl. Beweis des Satzes auf
Folie 6.4).
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Berechenbarkeit

Zentrale Frage (vgl. Folien 17.2): Was kann man berechnen?

Welche Funktionen N — N konnen von einem Algorithmus berechnet
werden?

Gilt das vielleicht fur alle Funktionen?
Antwort: nein v

Fiir welche Sprachen L kann das Wortproblem (,,w € L?") von einem
Algorithmus gelost werden?

Gilt das vielleicht fiir alle Sprachen?
Antwort: nein (Beweis analog) ./

Aber:
e Kann vielleicht jede ,interessante” bzw. ,natiirliche” Funktion von
einem Algorithmus berechnet werden?
® Wie kann man von einer konkreten Funktion zeigen, dal sie nicht von
einem Algorithmus berechnet werden kann? Was heilst es eigentlich
von einem Algorithmus berechnet? Was ist ein Algorithmus genau?
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Berechenbarkeit

Loop-Berechenbarkeit

Wir betrachten eine einfache Programmiersprache.

® Die Programme haben Variablen, die mit natiirlichen Zahlen belegt
sind. Diesen Variablen diirfen arithmetische Ausdriicke (mit
Konstanten, Variablen, Inkrementierungen und Dekrementierungen)

zugewiesen werden.
® AulBerdem enthalten die Programme ein Schleifenkonstrukt.
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Berechenbarkeit

Syntaktische Komponenten fiir Loop-Programme

Variablen: x1,x2,x3,... Konstanten: 0 und 1
Trennsymbole: ; und := Schliisselworter: 1oop, do, end
Operatorsymbole: +, —

Definition
Ein Loop-Programm ist von der Form
* xj:=c¢,xii=xj+c¢ xp:=x;i-cmitce{0,1} und i j>1
(Wertzuweisung) oder

® Pi; Py, wobei P; und P, Loop-Programme sind (sequentielle
Komposition) oder

® loop x; do P end, wobei P ein Loop-Programm ist und / > 1.
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Berechenbarkeit

Informelle Beschreibung der Semantik

® Ein Loop-Programm, das eine k-stellige Funktion berechnen soll,

startet mit den Parametern in den Variablen xq, ..., x. Alle anderen
Variablen haben den Startwert 0. Das Ergebnis liegt bei Terminierung
In X1 .-

® |nterpretation der Wertzuweisungen:
® Xx; = C, X; := Xxj + ¢ — wie {blich
® x; 1= x; — ¢ — modifizierte Subtraktion: falls ¢ > x;, so ist das Resultat
gleich 0, sonst x; — ¢

e Sequentielle Komposition P;; P>: erst P, dann P> ausfiihren.

® loop x; do P end: das Programm P wird so oft ausgefiihrt, wie die
Variable x; zu Beginn angibt.

Definition
Die modifizierte Subtraktion — ist definiert durch
~: N2 = N: (m, n) — max(0, m — n)
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Berechenbarkeit

Definition
Fiir jedes Loop-Programm P, in dem keine Variable x; mit i > k

vorkommt, definieren wir zunichst eine Funktion [P],: N¥ — N* durch
Induktion tiber den Aufbau von P:

® [xi:=c]x(n,...,ng) = (m1,..., my) genau dann, wenn
(i) m; = ¢ und (ii) my = ny fiir £ £ |.
® [xi :=x; + c]k(n,...,nk) = (m1,..., mg) genau dann, wenn

(i) mi = nj + c und (ii) my = ny fiir £ # 1.

® [xi :=xj = clk(n,...,nk) = (m,..., my) genau dann, wenn
(i) mi = nj = c und (ii) my = ny fiir £ # 1.

o [[Pl; Pz]]k(nl, ceey nk) — [[Pz]]k([[Pl]]k(nl, ceey nk))

® [loop x; do P end]«(ni,..., nk)
= [PTk (m1, - - i)

— [[P]]k(- - ([PI(PLe(nss - - 7)) )
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Berechenbarkeit
Sei im folgenden 7/ : N* — N: (ny,...,ns) — n; (Projektionsfunktion).

Definition
Eine Funktion f: N¥ — N (mit k > 0) heiRt loop-berechenbar, falls es ein

¢ > k und ein Loop-Programm P, in dem hochstens die Variablen
X1, ...,X; vorkommen, gibt mit:

Vni,...,ng € N: f(nl,...,nk):ﬂf([[P]]g(nl,...,nk,O,...,O)).

Beispiel

Sei ¢ € N. Dann ist die Funktion f: N® — N: () — ¢ loop-berechenbar. J

Beweis: Setze k = 0, £ = 1 und betrachte das Loop-Programm

x1=x1+1l:xgx=x1+1...:xx:=x1+ 1. []
c\n:al
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Berechenbarkeit

Geschichtlicher Hintergrund

Diophant von Alexandria (um 250 n. Chr.) untersuchte ganzzahlige
multivariate Polynome auf die Existenz von ganzzahligen Nullstellen.

Seitdem hat dieses Problem viele Mathematiker beschaftigt. Typische
Ergebnisse lauten: Wenn das Polynom p so und so aussieht, dann kann
man so und so feststellen, ob es eine ganzzahlige Nullstelle hat.

Im Jahr 1900 stellte David Hilbert (1862-1943) u.a. das folgende

10. Hilbertsche Problem':
,Eine Diophantische Gleichung mit irgend welchen Unbekannten
und mit ganzen rationalen Zahlencoefficienten sei vorgelegt: man
soll ein Vlerfahren angeben, nach welchem sich mittelst einer end-
lichen Anzahl von Operationen entscheiden 1dBt, ob die Gleichung
in ganzen rationalen Zahlen IGsbar ist.”
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Berechenbarkeit

in heutigem Deutsch:
.Man gebe ein Verfahren an, das fiir ein beliebiges ganzzahliges
multivariates Polynom entscheidet, ob es eine ganzzahlige Null-
stelle hat.”

Mit der Zeit kam man auf die Idee, daB es vielleicht ein solches Verfahren
nicht gibt. Um diese Nicht-Existenz zu zeigen, mull zunichst genau gesagt
werden, was denn ein ,Verfahren" ist, d.h., wann eine Funktion als
berechenbar gelten soll.

Loop-Vermutung

Eine Funktion N¥ — N mit k > 0 ist genau dann intuitiv berechenbar,
wenn sie loop-berechenbar ist.
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Berechenbarkeit

Dies ist keine mathematische, sonderen eine erkenntnistheoretische
Vermutung, denn der Begriff ,intuitiv berechenbar” ist nicht genau definiert.
Natiirlich ist jede loop-berechenbare Funktion auch intuitiv berechenbar.

Folgende Argumente kdnnen mich davon iiberzeugen, dal3 die
Loop-Vermutung falsch ist, d.h. dal§ es intuitiv berechenbare Funktionen
gibt, die nicht loop-berechenbar sind:

(K™) Gib eine konkrete Funktion an, liberzeuge mich, dals sie intuitiv
berechenbar ist, und beweise, dal} sie nicht loop-berechenbar ist.

(A7) Gib AbschluReigenschaften an, liberzeuge mich, dalk die Klasse der
intuitiv berechenbaren Funktionen sie erfullt, und beweise, dall die
Klasse der loop-berechenbaren Funktionen sie nicht erfiillt.

WS 20/21 Automaten, Sprachen, Komplexitat 17.15



Berechenbarkeit

Umgekehrt kann die Loop-Vermutung nur gestiitzt werden, wie z.B.
physikalische Gesetze gestiitzt werden:

Versuche, die Loop-Vermutung zu widerlegen, und scheitere dabei.
Mit anderen Worten:

(K™) Beweise von vielen Funktionen, daB sie loop-berechenbar sind.

(AT) Beweise von vielen AbschluBeigenschaften, dall die Klasse der
loop-berechenbaren Funktionen sie erfiillt.
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Berechenbarkeit

(K™) Viele loop-berechenbare Fktn. (vgl. Folie 17.15 f.)

Loop-Programme konnen gewisse Programmkonstrukte simulieren, die in
der Syntax nicht enthalten sind.

® Simulation von if x; = 0 then A end (x, sei neue Variable)
Xp :=1; loop x; do x, := 0 end; loop x, do A end

® Simulation von if x; # 0 then A end (x, sei neue Variable)
Xp :=0; loop x; do x, :=1 end; loop x, do A end

® Simulation von x; := xj + xi (X, sei neue Variable)
Xpn = Xj; loop X) do X, 1= X, + 1 end; x; := x,

® Simulation von x; := x; — xi (X, sei neue Variable)
Xp = Xj; loop Xk do X, := x, — 1 end; x; := X,

® Simulation von x; := X - x¢ (X, sei neue Variable)
Xp := 0; loop xx do x, := x, + Xj end; X; 1= Xj

WS 20/21 Automaten, Sprachen, Komplexitat 17.17



Berechenbarkeit

® Simulation von if x; < x; then A end (X, sei neue Variable)
Xp = X; — Xj; if x, = 0 then A end
® Simulation von x; := x; div xx (x, ist neue Variable)
Xp = 0;
loop x; do if X, - X, < X; then X, ;= X, + 1 end end;
X1 = Xxp — 1

Bemerkung: Die Simulation von div verwendet, dall x; eine obere
Schranke fiir das Ergebnis ist. Sie stellt einen Spezialfall des auf Folie 17.21
betrachteten ,beschrankten min-Operators™ dar.
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Berechenbarkeit

(A™) Viele AbschluReigenschaften (vgl. Folie 17.15 f.)

Lemma

Sind f: N - Nund g;: N = Nfiiralle 1 <i < k (mit k,¢ > 0)
loop-berechenbar, so auch die Funktion

fol(gly -.,8k): N 5 N: A= (n1,...,ng) — f(gl(ﬁ),gz(ﬁ),-.-,gk(ﬁ))

y

Die Abbildung (f, g1,&2,.-.,8«) — fo(gi,...,&q«) wird als Substitution
bezeichnet. Das Lemma sagt also, dal} die Klasse der loop-berechenbaren
Funktionen unter der Substitution abgeschlossen ist.

Beweis Seien F und G; Loop-Programme, die die Funktionen f bzw. g;
berechnen (fiir 1 </ < k). Dann berechnet das Loop-Programm auf der
folgenden Folie die Funktion f o (g1,...,gk).
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Berechenbarkeit

V1= X1 ... Ve = Xy (sichern der Argumente)
G;

71 1= x1; (jetzt gilt z1 = g1(x1, - .., x¢))
X1 = V1. X0 = Vo (rekonstruieren der Argumente)
Go;

7> 1= X{; (jetzt g”t Z1 = gQ(Xl, . ,Xg))
X1 = Vi, .. X0 = Vi (rekonstruieren der Argumente)
Gy

Z) = X1, (jetzt gilt z, = gk(Xl, . ,Xg))
X| = Z1) ... Xk 1= Z; (jetzt gilt x; = gi(x1,...,x¢))
F [ ]
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Berechenbarkeit

Lemma

st die Funktion f: N¥ — N mit k > 1 loop-berechenbar, so auch die
Funktion g: N¥ — N mit

(min{x < x | f(x,x,...,x¢) =0} falls diese Menge
g(X1, .y Xk) = 4 nicht leer ist
0 sonst

\

Die Abbildung f — g wird als beschrankter min-Operator bezeichnet. Das
Lemma sagt also, dall die Klasse der loop-berechenbaren Funktionen unter
dem beschrankten min-Operator abgeschlossen ist.

Beweis: x, :=0;

loop x1 if f(Xn,XQ, - ,Xk) #+ 0 then X, := x, + 1 end end;
if f(xp,Xx2,...,%xx) # 0 then x, := 0 end,
X1 := Xp
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Berechenbarkeit

Definition
Seien k > 0, g N* — N und h: N¥t2 — N. Die Funktion f: NA*1 s N
mit

f(O,na,....nkr1) = g(no, ..., Nky1) und

f(m+1,n,...,nk11) = h(f(m, Ny, ...,Nki1), M N, ..., nk+1)

entsteht aus g und h mittels Rekursion.

Anschaulich: bei der Rekursion wird die Definition von f(m+1,...)
zuriickgefiihrt auf f(m,...) (und die von f(0,...) auf die von g(...)). Das
bedeutet, dall die Rekursion immer terminiert und wohldefiniert ist. Sind g
und h intuitiv berechenbar, so sicher auch f. Also sollte auch die Klasse der
loop-berechenbaren Funktionen unter Rekursion abgeschlossen sein.
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Berechenbarkeit

Lemma

Sind k >0, g: N = N und h: N*t2 — N loop-berechenbar und geht
f: N1 5 N durch Rekursion aus g und h hervor, so ist auch f
loop-berechenbar.

Beweis: Die Funktion f |8t sich dann durch das folgende (Pseudocode-)
Loop-Programm berechnen (wobei wir die Rekursion als Iteration
implementieren):

y :=g(x2, .., xkx1); m:=0;
loop X7 do
y:=h(y,mxy, ..., xgx1);m:=m-+1
end
X1 = Xp

Unter Verwendung von Loop-Programmen fiir g und h sowie
Zwischenspeicherung dhnlich zum Beweis des Lemmas auf Folie 17.19 kann
dieser Pseudocode in ein Loop-Programm fiir f umgesetzt werden. []
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Berechenbarkeit

/wischenbilanz Loop-Programme

Damit haben wir Argumente der Form (K™) und (A™) fiir die
Loop-Vermutung vorgebracht. Wir haben also gute Griinde, von ihrer
Giltigkeit tiberzeugt zu sein.
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Berechenbarkeit

Ein bifchen Geschichte (vgl. Folie 17.13)

Hilbert, der an der Frage interessiert war, was ein ,Verfahren” sei, kannte
keine Loop-Programme, sondern formulierte die folgende Vermutung:

Hilberts Vermutung (1926)

Eine Funktion N¥ — N mit k > 0 ist genau dann intuitiv berechenbar,
wenn sie primitiv rekursiv ist.

Wir werden zeigen, dall Hilberts Vermutung aquivalent zur
Loop-Vermutung (Folie 17.14) ist (fiir deren Giiltigkeit wir ja gute Griinde

haben).
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Berechenbarkeit

Primitiv-rekursive Funktionen

Loop-Programme sind vereinfachte imperative Programme und stehen fiir
imperative Programmiersprachen, bei denen Programme als Folgen von
Befehlen aufgefallt werden.

Parallel dazu gibt es jedoch auch funktionale Programme, deren
Hauptbestandteil die rekursive Definition von Funktionen ist. Es gibt auch
Berechnungsbegriffe, die sich eher an funktionalen Programmen orientieren.
Zum Beispiel die hier behandelten primitiv rekursiven Funktionen.
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Definition
Die primitiv rekursiven Funktionen sind induktiv wie folgt definiert:

e Alle konstanten Funktionen der Form k.: N® — N: () + ¢ (fiir ein
festes ¢ € N) sind primitiv rekursiv.

e Alle Projektionen der Form 7%: N — N: (ny, ..., nk) — n; (mit
1 < i < k) sind primitiv rekursiv.

® Die Nachfolgerfunktion s: N — N: n+— n+ 1 ist primitiv rekursiv.

® Wenn f: N¥ - Nund g1,...,8¢: N® = N (mit k,£ > 0) primitiv
rekursiv sind, dann ist auch die Funktion f o (g1,...,g¢): N* = N
primitiv rekursiv (Substitution, vgl. Folie 17.19).

* Sind g: N¥ = N und h: Nk*2 — N primitiv rekursiv (mit k > 0) und
entsteht £: N¥1 — N aus g und h mittels Rekursion (vgl.
Folie 17.22), so ist auch f primitiv rekursiv (Rekursion).

WS 20/21 Automaten, Sprachen, Komplexitat 17.27




Berechenbarkeit

Beispiel
Die Funktion add: N? — N: (m, n) = m + n ist primitiv rekursiv. J

Beweis: Es gelten
add(0,n) = n und add(m + 1, n) = s(add(m, n)).

Betrachte k = 1, h: Nkt2 5 N: (n1, n2,n3) — n1 + 1 und

g: N¥ — N: ny — ny. Wegen h(nq, no, n3) = s(m) = s(m3(m, n2, n3))

und g = 71 sind h und g primitiv rekursiv.
Aullerdem gilt

add(0,n) = g(n)
add(m+1,n) = h(add(m,n), m,n).

D.h. add geht durch Rekursion aus g und h hervor, ist also primitiv
rekursiv. []
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Beispiel
Die Funktion mult: N> — N: (m, n) — m - n ist primitiv rekursiv. J

Beweis: Es gelten
mult(0, n) = 0 und mult(m + 1, n) = add(mult(m, n), n) .
Betrachte kK = 1 und die primitiv rekursiven Funktionen

g:N—=>N:n—0= W%(ko(),ﬂ'%(nl)) und
h: N3 — N: (nl, ny, n3) = n + N3 = add(wf(nl, no, n3),7r§(n1, no, n3)) :
Dann gelten
mult(0,n) = g(n)
mult(m+1,n) = h(mult(m, n), m, n).

Also geht mult durch Rekursion aus g und h hervor und ist damit selbst
primitiv rekursiv. ]
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Berechenbarkeit

Beispiel
Die Funktion dec: N — N: n+> n =1 ist primitiv rekursiv. J

Beweis: Es gelten

dec(0) = 0= ko() und
dec(m + 1)

m = 75 (dec(m), m)

Also geht dec durch Rekursion aus g = ko und 75 hervor und ist damit
selbst primitiv rekursiv. ]
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Beispiel
Die Funktion sub: N> — N: (m, n) — m = n ist primitiv rekursiv. J

Beweis: Die folgende Hilfsfunktion sub’: N> — N: (m, n) — n = m ist
primitiv rekursiv (da sie durch Rekursion aus den primitiv rekursiven
Funktionen 71 und dec o 73 hervorgeht):

sub'(0,n) = n=mxi(n)
sub'(m+1,n) = dec(sub'(m,n))

= dec (Wf (sub’(m, n), m, n))

Die Behauptung folgt dann aus

sub(m, n) = sub’(n, m) = sub'(75(m, n), 77(m, n)) .
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