Berechenbarkeit

Hilberts Vermutung = Loop-Vermutung

Lemma
Jede primitiv rekursive Funktion F: N" — N ist loop-berechenbar. J

Beweis: Durch Induktion tiber den Aufbau von F zeigen wir, dals F
loop-berechenbar ist.

Fall 1: F ist eine der Basisfunktionen (konstante Funktionen, Projektionen,
Nachfolgerfunktion).
Dann ist F offensichtlich loop-berechenbar.

Fall 2: Es gibt primitiv rekursive Funktionen f, gy, ..., gk mit

F=fol(gt. .. 8k)
Nach Induktionsvoraussetzung sind f und g; loop-berechenbar.

Nach dem Lemma auf Folie 17.19 ist also F loop-berechenbar.
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Berechenbarkeit

Fall 3: Es gibt primitiv rekursive Funktionen g und h, so dall F mittels
Rekursion aus g und h hervorgeht.
Nach Induktionsvoraussetzung sind g und h loop-berechenbar.

Nach dem Lemma auf Folie 17.23 ist also F loop-berechenbar. ]
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Berechenbarkeit

Hilberts Vermutung <= Loop-Vermutung

Zunachst zeigt man das Folgende:

@ Geht g: N1 — N durch den beschrinkten min-Operator aus der
primitiv rekursiven Funktion f: N¥*1 — N hervor (Definition auf
Folie 17.21)), so ist auch g primitiv rekursiv.

@ Fiir alle kK > 1 existiert eine primitiv rekursive Bijektion
(---): Nk N,
Damit konnen wir k-Tupel natiirlicher Zahlen als eine natiirliche Zahl
kodieren.

© Firalle k > 1 und alle 1 </ < k existiert eine primitiv rekursive
Funktion d;: N — N mit

Vni,...,n, € N: d,-((nl,ng,...,nk>):n,-.

Damit konnen wir die Kodierung eines k-Tupels natiirlicher Zahlen als
eine natiirliche Zahl wieder dekodieren.
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Berechenbarkeit

Lemma

Seien f, g: N*t1 — N Funktionen, so daf g durch den beschrinkten
min-Operator aus f hervorgeht (vgl. Folie 17.21). Ist f primitiv rekursiv, so
auch g.

y

Beweis: In diesem Beweis sei 1 = (no, ..., nk11) € N¥ ein beliebiges
k-Tupel natiirlicher Zahlen. Wir zeigen zunachst, dal die folgende
Hilfsfunktion g’: N**1 — N primitiv rekursiv ist:

min{i < m | f(i,n) =0} + 1 falls diese Menge # (

0 sonst

g'(m,n) = {
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Berechenbarkeit

Es gilt

g'(0,n) = 1-=f(0,n) und
g(m+1,7) = g'(mn)+ (1=-g'(mn))-(1=Ff(m+1,7) - (m+1).

Also geht g’ mittels Rekursion aus den primitiv rekursiven Funktionen

n — 1-=1f(0,n) und
(6,m7A) — L+(1=0)-(1=f(m+1,7)) - (m+1)

hervor, ist also selbst primitiv rekursiv.

Wegen g(m,n) = g’'(m,n) = 1 ist auch g primitiv rekursiv. []
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Berechenbarkeit

Definition

Seien f, g: N1 — N Funktionen mit

1 falls3i < m:f(i,n)>1

0O sonst

g(m,n) = {

fiir alle m € NX. Wir sagen, g geht durch den beschrinkten Existenzquantor
aus f hervor. )
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Berechenbarkeit

Lemma

Ist f: N*t! & N eine primitiv rekursiv Funktion und geht g durch den
beschrankten Existenzquantor aus f hervor, so ist auch g primitiv rekursiv.

y

Beweis: Die Hilfsfunktion g’: N*t1 — N mit

g(mm) = !min{i <m|1=f(i,n)=0}+1 falls diese Menge # 0
0 sonst
_ Jmin{i <m|f(i,i)>1}+1 falls diese Menge # )
o sonst
ist primitiv-rekursiv und es gilt g(m,7) = 1= (1 = g’(m,7)). ]
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Berechenbarkeit

Beispiel
Die Funktion (;): N — N: n (7) ist primitiv rekursiv. J

Beweis: Wir verwenden wieder eine primitiv rekursive Hilfsfunktion f:
f(O, n) = 0= ko(n)
f(m+1,n) = f(mn)+ m= add(ﬂf(f(m, n), m, n),wg(f(m, n), m, n))

Die Behauptung folgt dann aus
n—1

(g) - n(n2— 1) _ > i=f(n,n)=f(xf(n),1(n)).

Lemma

Durch Substitution folgt, dall auch die folgende Funktion ¢ primitiv

rekursiv ist:

c: N* - N: (m,n)Hm+(m+2n+1)
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Berechenbarkeit

Die Funktion ¢: N? — N:

m=0] 1 3| 4

n=20 0 2 | 519 |14
1 1 4 1 8 | 13|19

2 3 7 | 12118 | 25

3 6 11 | 17 | 24 | 32

4 10 16 | 23 | 31 | 40

Die Funktion c ist eine Bijektion von N2 nach N (Paarungsfunktion).

Beispiel
Es seien /: N — N und r: N — N die eindeutigen Funktionen mit:

Vm,n € N: ¢(c(m,n)) = mund r(c(m,n)) =n

Die Funktionen £ und r sind primitiv rekursiv.
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Berechenbarkeit

Beweis: Betrachte die Funktion C: N3 — {0,1} mit C(x,y,z) = 1 gdw.
c(x,y) = z. Die Funktion C ist primitiv rekursiv:

C(x,y,z) = (1 =~ (c(x,y) = z)) : (1 =~ (z = C(X,y))).

Deshalb sind auch die folgenden Funktionen ¢ und r’ primitiv rekursiv (vgl.
Lemma auf Folie 18.4):

V'(k,m,n) = mm{x<k|§|y<m C(x,y,n) =1}
r'(k,m,n) = mln{ygk}ﬂxgm.C(x,y, =1}
Schliellich gilt £(n) = ¢'(n, n, n) und r(n) = r'(n, n, n). O
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Berechenbarkeit

Die Funktion ¢ kann verwendet werden, um k-Tupel natirlicher Zahlen
durch eine Zahl zu kodieren:

(n1,no,...,ngy = c(ny,c(nz, c(...,c(ng,0)...)))

Die Funktion (n1, na, ..., nk) — (n1, na, ..., ng) ist dann auch primitiv
rekursiv.

Mit den Funktionen ¢ und r lassen sich dann auch primitiv rekursive
Dekodierfunktionen fiir kodierte k-Tupel definieren, die

d,'(<l71, ny, ..., nk>) — Ny erfiillen:

dl(n) — B(n)
dh(n) = L(r(n))

dk(n)

E(rk_l(n))
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Berechenbarkeit

Lemma J

Jede loop-berechenbare Funktion f: N” — N ist primitiv rekursiv.

Beweis:
Es gibt kK > r und ein Loop-Programm P, in dem keine Variable x; mit

I > k vorkommt, mit

Vni,...,n € N: f(ny,....n) = a5 ([Ple(m,...,n.0,...,0)).

Definiere die Funktion gp: N — N mit
Vni,...,n € N: gp(<n1, e nk>> = <[[P]]k(n1, e nk)> :
bzw. Vn € N:  gp(n) = <[[P]]k(d1(n), o dk(n))> .
Wir werden zeigen, dall gp primitiv rekursiv ist.

Wegen f(ny,...,n,) = di (gp(<n1, ...,n,0,... ,O>)) ist dann auch f

primitiv rekursiv.
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Berechenbarkeit

Fall 1. P = (x; := ¢):

gp(n) = <d1(n), e o vy d,-_l(n), kc(), d,-+1(n), e o vy dk(n)>

Fall 2. P = (x; := x; £ ¢):

gp(n) = (di(n),...,di—1(n), di(n) £ kc(), dix1(n), ..., d(n))

Fall 3. P = (Q; R):
gr(n) = gr(ga(n))-
Fall 4. P = (Loop x; do @ end):

Definiere zunachst die primitiv rekursive Funktion h durch

h(0,n) = n
h(m+1,n) = gQ(h(m, n))
Dann gilt also h(m, n) = g&(n) und somit gp(n) = h(d;(n), n). []
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Berechenbarkeit

/wischenbilanz

intuitiv berechenbar

’%Q/ // Folie |8.I \\ \\ O@
% //

® zwei aquivalente Vorschlage, den Begriff ,intuitiv berechenbar” zu
formalisieren: loop-berechenbar und primitiv rekursiv

(K™) viele Funktionen sind loop-berechenbar bzw. primitiv rekursiv
(AT) die beiden Klassen erfiillen viele AbschluReigenschaften

Damit haben wir gute Griinde, der Loop-Vermutung (Folie 17.14) bzw. der
Hilbertschen Vermutung (Folie 17.25) zuzustimmen.
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Berechenbarkeit

Argument (K™) gegen die Loop-Vermutung

Behauptung

Es gibt eine intuitiv berechenbare Funktion N — N, die nicht
loop-berechenbar (und damit auch nicht primitiv rekursiv) ist.

Damit sind die Loop- und die Hilbertsche Vermutung zu verwerfen.

Wir geben zwei Begriindungen hierfiir an:

® die erste (und vielleicht einfachere) konstruiert eine , kiinstliche”
Funktion durch Diagonalisierung

® die zweite (und historisch interessantere) konstruiert eine Funktion, die
zu schnell wachst”
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Berechenbarkeit

Diagonalisierungsbegriindung der Behauptung von Folie 18.15:

1. Schritt: Wir sehen Loop-Programme als Worter iiber einem endlichen
Alphabet I (bestehend aus den Zeichen :=, +, =, loop, x, 0,1 ...) an
(die Variable x19 wird dann geschrieben als x10). Damit kann man sie
langen-lexikographisch anordnen und erhalt eine Aufzihlung aller
Loop-Programme.

2. Schritt: Die Funktion p, die einer natiirlichen Zahl n das n-te
Loop-Programm in dieser Aufzahlung zuordnet, ist intuitiv berechenbar.
Beispielsweise kann man nacheinander alle Worter aus '*
langen-lexikographisch geordnet aufzihlen, iiberpriifen, ob sie giiltige
Loop-Programme sind und das n-te giiltige Programm ausgeben.
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Berechenbarkeit

3. Schritt: Wir definieren eine Funktion g: N — N, die bei Eingabe von n
folgende Berechnungsschritte durchfiihrt

® Das Loop-Programm p(n) wird mit n als Eingabe, d.h. nin der
Variablen xq, alle anderen Variablen mit 0 belegt, gestartet.

® Der bei Terminierung in der Variablen x; befindliche Wert wird um
eins inkrementiert und ist dann der Funktionswert g(n). Das heift
g(n) = w5 ([p(n)]k(n,1,...,0)) + 1 (wobei die Variablen x; fiir i > k
in P nicht vorkommen).
Diese Funktion ist wohldefiniert, da jedes Loop-Programm terminiert.
Sie ist auch intuitiv berechenbar.
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Berechenbarkeit

4. Schritt: Wir zeigen nun, dall g nicht loop-berechenbar sein kann.
Angenommen, es gibt ein Loop-Programm P, das g berechnet. Sei i/ der

Index von P in der Aufzidhlung, d.h. P = p(i). Es gilt aufgrund der Wahl
von P und der Definition von g:

mr ([PI«(/,0,...,0)) = g(/)
= 71 ([p(N]«(i,0,...,0)) + 1
= 7% ([P](i,0 ,...,0))+1

Das ist jedoch ein Widerspruch! []
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Berechenbarkeit

Die Ackermann-Funktion

Wilhelm Ackermann (1886-1962) konstruierte 1928 eine Funktion, die

intuitiv berechenbar ist, und zeigte, dal sie nicht primitiv-rekursiv (d.h.
loop-berechenbar) ist.

Résza Péter (1905-1977) vereinfachte 1955 Ackermanns Funktion zur
+Ackermann-Péter-Funktion” (die heute ,,Ackermann-Funktion” heifst).
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Berechenbarkeit

Grundidee: Die folgenden Funktionen sind loop-berechenbar:
Q@ (mnmr—m+1
Q@ (mnr—m+n=m+1+1---+1

NV
n mal

@ (mn)—m-n=m+m---+m
n;al

© (m’n)|—>m”:[nmnl

n mal

O (m.n) s e }n mal

© usw. usf.

Loop-berechenbare Funktionen konnen also sehr schnell wachsen, die
Ackermann-Funktion wachst aber noch schneller!
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Berechenbarkeit

Konstruktion
® Fiir f: N— Nsei F(f) =g: N — N definiert durch

[ f(1) falls y =0
gly) = {f(g(y ~1)) fallsy >0

Also ist F: NN — NYN Funktion, die numerische Funktionen auf
numerische Funktionen abbildet.

Wir definieren nun eine Folge von Funktionen ack,: N — N fiir x € N:
® ackp: N—=N:y—y+1
® ack,.1 = F(acky), d.h.

ke (y) acky (1) falls y =0
ack, =
Y ack, (ackx+1(y — 1)) falls y > 0
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Berechenbarkeit

0 1 2 3 y
ackg 1 2 3 4 y+1
acky 2 3 4 5 y + 2
acko 3 5 I 9 2y + 3
acks 5 13 29 61 2y+3 _ 3
acky | 13 65533 205536 _ 3 02°°%-6 _ 3
acks | 65533

2
I
aCk4(y) _ 22 }y+3 Ma _3
Definition

Die Funktion ack: N2 — N mit ack(x, y) = ack,(y) heift
Ackermann-Funktion.

WS 20/21

Automaten, Sprachen, Komplexitat

18.22




Berechenbarkeit

Lemma
Ist x >0 und y € N, so gilt ack,(y) = (ack,_1)’"(1). J

Beweis siehe z.B. Uwe Schoning: Theoretische Informatik - kurzgefasst.
Spektrum 2001, Seiten 116 ff.

Behauptung
Die Ackermann-Funktion ack ist intuitiv berechenbar. J

Begriindung:
der folgende rekursive Algorithmus tut es:
function A(x,y: integer): integer

if x = 0 then return y + 1;

h.=1;

for (i :=1,i<=y+1,i++) do
h:=A(x —1,h);

return h;
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Berechenbarkeit

Monotonielemma
Fir alle x,y,x,y e Nmit x < x', y <y’ und (x,y) # (X', y') gilt
acky(y) < ack, (y').

Beweis siehe z.B. Uwe Schoning: Theoretische Informatik - kurzgefasst.
Spektrum 2001, Seiten 116 ff.

Definition
Sei P Loop-Programm mit Variablen x1, x2, ..., xp.

Fiir Anfangswerte (n;)1<j<¢ seien (n})1<i<¢ die Werte der Variablen bei
Programmende.

fp:N—>N:n|—>max{Z n,

1<i</
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Berechenbarkeit

Beschrankungslemma

Sei P ein Loop-Programm. Es gibt kK € N, so dals fiir alle n € N gilt:
fp(n) < ackg(n).

Beweis: Induktion tiber Aufbau von P
® P hat Form x; := c oder x; := x; = ¢ mit ¢ € {0, 1}
dann gilt f,(n) < n+n+1<2n+ 3 = acky(n). Also setze k = 2.
® P hat Form Pq; P> und es gibt ki, k» € N, so dal} fiir alle n € N gilt:
fp, (n) < acky,(n) und fp,(n) < acky,(n). Setze k = max(ky, ko) + 2.

Dann gilt
fP(n) < fP2(fP1(n)) < aCkkz(fpl(n))
< acky, (acky, (n)) nach Monotonielemma
< ackg_o (ackk_l(n)) nach Monotonielemma
= ackk_1(n+1)
< ackg(n) nach Schoning, Lemma C in Kap. 2.5
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Berechenbarkeit

® P hat Form , loop x; do Q end” und es gibt h € N, so dal fiir alle
n € N gilt: fo(n) < ackp(n). Um fp(n) zu berechnen, interessieren wir
uns fiir die Ablaufe von P, in denen insbesondere die Schleife
hochstens n mal durchlaufen wird.

fe(n) < fo(n) < ackjy(n)

= ackz_l(ackh(n)) < ack™! (ackpt1(n))
nach Monotonielemma
= ack]? (ackh (ackh+1(n))) = ack™? (ackpy1(n+ 1))
= ackpi1(2n—1)
< ackpt1(ackpso(n — 1)) nach Monotonielemma
= ackpio(n)
Mit k = h+ 2 gilt also fp(n) < ackg(n) fir alle n € N N
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Satz (vgl. Behauptung auf Folie 18.15)
Die Ackermann-Funktion ist nicht loop-berechenbar. J

Beweis: Indirekt: Angenommen, P ware Loop-Programm, das ack
berechnet.

betrachte das Loop-Programm @ = (Xz = X1; P)
es berechnet die Funktion N — N: n +— ack,(n).
—> fo(n) > acky(n) fir alle ne N

nach Beschrankungslemma existiert k € N mit fo(m) < acky(m) f.a.
m & N

damit: acky(k) < fo(k) < ackk(k), ein Widerspruch. ]
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Berechenbarkeit

/usammentassung Loop-Programme

intuitiv berechenbar

v -
W& 0 %
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%@\/ - Folie 181 "%

Folie 18.12

® zwei aquivalente Vorschlage, den Begriff ,intuitiv berechenbar” zu
formalisieren: loop-berechenbar und primitiv rekursiv

(K™) viele Funktionen sind loop-berechenbar bzw. primitiv rekursiv
(AT) die beiden Klassen erfiillen viele AbschluReigenschaften

(K™) es gibt intuitiv berechenbare Funktionen, die nicht
loop-berechenbar sind.
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Berechenbarkeit

Damit sind die Loop- (Folie 17.14) und die Hilbertsche Vermutung
(Folie 17.25) widerlegt.

Wir werden daher als nachstes die Loop-Programme erweitern.
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