
Berechenbarkeit

While-Programme

Syntaktische Komponenten für While-Programme
wie für Loop-Programme, nur Schlüsselwort loop durch while ersetzt

Definition
Ein While-Programm ist von der Form

• xi := c , xi := xj + c , xi := xj
.� c mit c 2 {0, 1} und i , j � 1

(Wertzuweisung) oder
• P1;P2, wobei P1 und P2 bereits While-Programme sind (sequentielle

Komposition) oder
• while xi 6= 0 do P end, wobei P ein While-Programm ist und i � 1.

Intuition: Programm P wird so oft ausgeführt, bis der Wert von xi
gleich 0 ist.
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Berechenbarkeit

Da while-Schleifen nicht unbedingt terminieren, berechnen
While-Programme i.a. keine totalen, sondern nur partielle Funktionen:

Definition
Seien r 2 N und D ✓ Nr . Eine Funktion f : D ! N heißt partielle Funktion
von Nr nach N. Wir schreiben hierfür f : Nr 99K N.

WS 20/21 Automaten, Sprachen, Komplexität 19.2



Berechenbarkeit

Definition
Wie bei Loop-Programmen definieren wir zunächst für jedes
While-Programm P , in dem keine Variable xi mit i > k vorkommt, induktiv
eine partielle Abbildung [[P]]k : Nk 99K Nk . Hierfür sei n 2 Nk .

• [[xi := c]]k(n1, . . . , nk) = (m1, . . . ,mk) genau dann, wenn
(i) mi = c und (ii) m` = n` für ` 6= i (vgl. Folie 17.11).

• [[xi := xj + / .� c]]k(n1, . . . , nk) = (m1, . . . ,mk) genau dann, wenn
(i) mi = nj + / .� c und (ii) m` = n` für ` 6= i (vgl. Folie 17.11).

• [[P1;P2]]k(n) ist genau dann definiert, wenn m = [[P1]]k(n) 2 Nk und
[[P2]]k(m) definiert sind.

In diesem Falle gilt [[P1;P2]]k(n) = [[P2]]k
�
[[P1]]k(n)

�
.

Ansonsten ist [[P1;P2]]k(n) also undefiniert.
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Berechenbarkeit

• Sei nun P = while xi 6= 0 do A end (i  k).

Es gibt zwei Fälle:
1 Es gibt eine Zahl ⌧ mit ⇡k

i

�
[[A]]⌧k (n)

�
= 0.

Dann sei t die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft und
[[P]]k(n) = [[A]]tk(n).

2 Es gibt keine solche Zahl.
Dann ist [[P]]k(n) undefiniert.
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Berechenbarkeit

Definition
Eine partielle Funktion f : Nk 99K N heißt while-berechenbar, falls es ein
` � k und ein While-Programm P , in dem höchstens die Variablen
x1, . . . , x` vorkommen, gibt, so daß für alle n1, . . . , nk 2 N gilt:

• f (n1, . . . , nk) definiert () [[P]]`(n1, . . . , nk , 0, . . . , 0) definiert
• Falls f (n1, . . . , nk) definiert ist, gilt

f (n1, . . . , nk) = ⇡`
1
�
[[P]]`(n1, . . . , nk , 0, . . . , 0)

�
.

Beachte: Eine loop-Schleife
loop x do P end

ohne die Variable y kann simuliert werden durch
y := x ; while y 6= 0 do y := y .� 1;P end

Lemma
Jede loop-berechenbare Funktion ist auch while-berechenbar.
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Berechenbarkeit

Ein bißchen Hintergrund

Die While-Vermutung
Eine partielle Funktion Nk 99K N ist genau dann intuitiv berechenbar, wenn
sie while-berechenbar ist.

Da jede loop-berechenbare Funktion auch while-berechenbar ist, haben wir
schon „viele“ while-berechenbare Funktionen. Außerdem kann man zeigen,
daß die Ackermann-Funktion while-berechenbar ist.
Es ist auch möglich, die Lemmata von Folien 17.21 und 17.23 auf
while-berechenbare Funktionen zu verallgemeinern.
Wir haben also Argumente der Form (K+) und (A+) (vgl. Folie 17.15) und
damit gute Gründe, der While-Vermutung zu trauen.
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Berechenbarkeit

Ein bißchen Geschichte (vgl. Folie 17.13)

Kurt Gödel, der ebenso wie Hilbert an der Frage interessiert war, was ein
„Verfahren“ sei, kannte keine While-Programme, sondern formulierte die
folgende Vermutung:

Gödels Vermutung (ca. 1934)
Eine partielle Funktion Nk 99K N ist genau dann intuitiv berechenbar, wenn
sie µ-rekursiv ist.

Wir werden zeigen, daß Gödels Vermutung äquivalent zur
While-Vermutung ist (für deren Gültigkeit wir ja gute Gründe haben).
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Berechenbarkeit

µ-rekursive Funktionen

Definition
Sei f : Nk+1 99K N eine partielle Funktion. Dann ist µf : Nk 99K N definiert
durch

µf (n1, . . . , nk) = min
�
m
�� f (m, n1, . . . , nk) = 0 und
8x < m : f (x , n1, . . . , nk) definiert

 

Dabei ist min ; undefiniert.
Wir sagen, daß die Funktion µf aus f durch den µ-Operator hervorgeht.
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Berechenbarkeit

Beispiel
Sei f : N1+k ! N gegeben durch f (m, c1, . . . , ck) =

P
1ik ci ·mi .

Definieren g : N1+2k ! N durch

g(m, c , d) =
�
f (m, c) .� f (m, d)

�
+
�
f (m, d) .� f (m, c)

�
.

µg(c , d) ist also die kleinste natürliche Nullstelle des Polynoms
f (x , c)� f (x , d) (falls diese existiert). Diese ist nur durch Probieren
berechenbar.

Die partielle Funktion µg : N2k 99K N ist also intuitiv berechenbar, „nicht
definiert“ bedeutet „ich probiere ewig aus“.
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Berechenbarkeit

Behauptung
Die Klasse der intuitiv berechenbaren partiellen Funktionen ist unter dem
µ-Operator abgeschlossen.

Begründung: Sei f : Nk+1 99K N intuitiv berechenbar. Um µf (n) (mit
n 2 Nk) zu berechnen, gehen wir wie folgt vor:
berechne f (0, n), f (1, n), . . . bis ein m gefunden wird mit f (m, n) = 0. In
diesem Augenblick gib m als Funktionswert zurück.
Dieser Algorithmus terminiert nicht, falls

• f (m, n) undefiniert ist (ohne daß vorher einmal der Funktionswert
gleich 0 war) oder

• der Funktionswert 0 nie erreicht wird.
In diesem Fall ist µf (n) undefiniert.
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Berechenbarkeit

Definition
Die Klasse der µ-rekursiven Funktionen ist rekursiv definiert:

• Alle konstanten Funktionen km : N0 ! N : () 7! m, alle Projektionen
⇡k
i : Nk ! N : (n1, . . . , nk) 7! ni und die Nachfolgerfunktion

s : N ! N : n 7! n + 1 sind µ-rekursiv.
• Sind f : Nk 99K N und g1, . . . , gk : Nr 99K N µ-rekursiv, so auch

F : Nr 99K N mit F (n) = f
�
g1(n), . . . , gk(n)

�

(wobei F (n) genau dann definiert ist, wenn gi (n) für alle i definiert ist
und wenn f auf diesen Werten definiert ist).

• Jede partielle Funktion f , die durch Rekursion aus µ-rekursiven
Funktionen entsteht, ist µ-rekursiv.

• Ist f µ-rekursiv, so auch µf .
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Berechenbarkeit

Durch den µ-Operator können nun auch echt partielle Funktionen erzeugt
werden.

Beispiel
Die partielle Funktion ⌦ : N 99K N mit ⌦(n) undefiniert für alle n 2 N ist
µ-rekursiv.

Beweis:
Die Hilfsfunktion f : N2 ! N : (m, n) 7! m + 1 ist µ-rekursiv, denn
f (m, n) = s

�
⇡2

1(m, n)
�

für alle m, n 2 N.
Dann gilt ⌦ = µf . Also ist ⌦ µ-rekursiv.
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Berechenbarkeit

Beispiel
Die Funktion sqrt : N ! N mit sqrt(n) =

⌃p
n
⌥

ist µ-rekursiv.
(Dabei rundet d. . . e eine reelle Zahl auf die nächstgrößere (oder gleiche)
ganze Zahl auf.)

Beweis: Betrachte die Hilfsfunktion f : N2 ! N : (m, n) 7! n .�m ·m. Sie
ist primitiv rekursiv und daher auch µ-rekursiv.
Dann gilt sqrt = µf .

Diese Funktion ist jedoch auch primitiv rekursiv. (Intuition: bei Berechnung
von sqrt(n) sind immer höchstens n Iterationen notwendig.)
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Berechenbarkeit

Lemma
Jede while-berechenbare partielle Funktion ist µ-rekursiv.

Beweis:

Es genügt, den Beweis des Lemmas auf Folie 18.12 um die while-Schleife
zu erweitern.

Sei also P = (while xi 6= 0 do Q end) ein While-Programm, in dem die
Variablen xj für j > k nicht vorkommen.

Wir müssen zeigen, daß
gP : N 99K N : hn1, n2, . . . , nki 7!

⌦
[[P]]k(n, . . . , nk)

↵
µ-rekursiv ist (vgl.

Folie 18.12).

Nach Induktion ist dies für gQ bereits der Fall.
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Berechenbarkeit

Die Funktion h : N2 99K N : (m, n) 7! gm
Q (n) ist µ-rekursiv (vgl. Beweis des

Lemmas auf Folie 18.12 (Fall 4))

Dann ist auch k : N2 99K N : (m, n) 7! di
�
h(m, n)

�
µ-rekursiv

und es gilt gP(n) = h
�
µk(n), n

�
, d.h. auch gP ist µ-rekursiv.
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Berechenbarkeit

Lemma
Jede µ-rekursive Funktion ist while-berechenbar.

Beweis: Hierzu müssen wir den Beweis des Lemmas auf Folie 18.1 um den
µ-Operator erweitern.
Sei also f = µg : Nr 99K N für eine µ-rekursive Funktion g : Nr+1 99K N.

Dann kann f durch das folgende (Pseudocode-) While-Programm
berechnet werden:

x1 := 0; y := g(x1, . . . , xr+1);
while y 6= 0 do

x1 := x1 + 1; y := g(x1, . . . , xr+1);
end

Unter Verwendung eines While-Programms für g kann dieser Pseudocode
in ein While-Programm für f umgesetzt werden.
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Berechenbarkeit

Zwischenbilanz

intuitiv berechenbar

µ rekursiv while-berechenbar

kla
r klar

Gö
de

ls Ve
rm

utu
ng While-VermutungFolie 19.16

Folie 19.15

• zwei äquivalente Vorschläge, den Begriff „intuitiv berechenbar“ zu
formalisieren: while-berechenbar und µ-rekursiv

(K+) viele Funktionen sind while-berechenbar bzw. µ-rekursiv
(A+) die beiden Klassen erfüllen viele Abschlußeigenschaften
Damit haben wir gute Gründe, der While-Vermutung (Folie 19.6) bzw.
Gödels Vermutung (Folie 19.7) zuzustimmen, oder?
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Berechenbarkeit

Goto-Programme

• Die While-Programme abstrahieren strukturierte („höhere“)
Programmiersprachen, d.h. while-berechenbare Funktionen sind durch
Programme einer „höheren“ Programmiersprache berechenbar.

• µ-rekursive Funktionen sind durch Programme einer funktionalen
Programmiersprache berechenbar.

Frage
Können Assembler- oder Maschinensprachen vielleicht mehr Funktionen
berechnen?
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Berechenbarkeit

Definition
Ein Goto-Programm ist eine endliche nichtleere Folge P = A1;A2; . . . ;Am

von Anweisungen Ai der folgenden Form:
• xi := c , xi := xj + c , xi := xj

.� c mit c 2 {0, 1} und i , j � 1
(Wertzuweisung)

• goto ` mit 0  `  m (unbedingter Sprung)
• if xi = 0 then ` mit i � 1 und 0  `  m (bedingter Sprung)

Definition
Sei P = A1;A2; . . . ;Am ein Goto-Programm, in dem keine Variable xi mit
i > k vorkommt.
Eine Konfiguration von P ist ein (k + 1)-Tupel
(n1, n2, . . . , nk , p) 2 Nk ⇥ {0, 1, . . . ,m}, wobei ni die Belegung der
Variablen xi und p den Wert des Programmzählers beschreibt.
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Berechenbarkeit

Definition
Seien P = A1;A2; . . . ;Am ein Goto-Programm und (n, p), (n0, p0) zwei
Konfigurationen. Wir setzen (n, p) `P (n0, p0), falls p > 0 und eine der
folgenden Bedingungen gilt:

• Ap = (xi := c), n0i = c , n0` = n` für ` 6= i und p0 = p + 1
• Ap = (xi := xj + c), n0i = nj + c , n0` = n` für ` 6= i und p0 = p + 1
• Ap = (xi := xj

.� c), n0i = nj
.� c , n0` = n` für ` 6= i und p0 = p + 1

• Ap = (goto `), n0 = n und p0 = `

• Ap = (if xi = 0 then `), ni = 0, n0 = n, p0 = `

• Ap = (if xi = 0 then `), ni 6= 0, n0 = n, p0 = p + 1
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Berechenbarkeit

Definition
Für jedes Goto-Programm P = A1;A2; . . . ;Am, in dem keine Variable xi
mit i > k vorkommt, definieren wir zunächst eine partielle Funktion
[[P]]k : Nk 99K Nk : Sei n 2 Nk .

[[P]]k(n) ist definiert, falls es n0 2 Nk gibt mit (n, 1) `⇤
P (n0, 0).

In diesem Fall gilt [[P]]k(n) = n0.

Definition
Eine partielle Funktion f : Nk 99K N heißt goto-berechenbar, falls es ein
` � k und ein Goto-Programm P , in dem keine Variable xi mit i > `
vorkommt, gibt, so daß für alle n 2 Nk gilt:

• f (n) definiert () [[P]]`(n, 0, . . . , 0) definiert
• Falls f (n) definiert ist, gilt f (n) = ⇡`

1
�
[[P]]`(n, 0, . . . , 0)

�
.
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Berechenbarkeit

Lemma
Jede while-berechenbare Funktion ist goto-berechenbar.

Beweisidee:
Eine while-Schleife

while x 6= 0 do P end

kann simuliert werden durch das Goto-Programm-Stück

Ap = (if x = 0 then q + 1)
... Übersetzung des While-Programms P

Aq = goto p

... Übersetzung des restlichen While-Programms
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Berechenbarkeit

Lemma
Jede goto-berechenbare Funktion ist while-berechenbar.

Beweis:

Sei P = (A1; . . .Am) ein Goto-Programm.

Wir simulieren P durch das folgende While-Programm Q mit nur einer
while-Schleife:

count := 1;
while count 6= 0 do

if count = 1 then A0
1 end;

if count = 2 then A0
2 end;

...
if count = m then A0

m end;
end
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Berechenbarkeit

Hierbei ist das While-Programm A0
i in Abhängigkeit von Ai wie folgt

definiert:
• A0

i = (xj := c ; count := count + 1) falls Ai = (xj := c)

• A0
i = (xj := x` + c ; count := count + 1) falls Ai = (xj := x` + c)

• A0
i = (xj := x`

.� c ; count := count + 1) falls Ai = (xj := x`
.� c)

• A0
i = (count := k) falls Ai = (goto k)

• A0
i = (if xj = 0 then count := ` end;

if xj 6= 0 then count := count + 1 end)
falls Ai = (if xj = 0 then `)
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Berechenbarkeit

Ein kleiner Ausflug - Kleenesche Normalform

Die Simulation von Goto-Programmen durch While-Programme verwendet
nur eine while-Schleife (falls man if ... then als elementares Konstrukt
erlaubt).

Das bedeutet: Ein While-Programm kann durch Umwandlung in ein
Goto-Programm und Zurückumwandlung in ein While-Programm in ein
äquivalentes While-Programm mit nur einer While-Schleife umgewandelt
werden (Kleenesche Normalform für While- Programme).

Die analoge Aussage für Loop-Programme gilt nicht (siehe Beweis, daß die
Ackermann-Funktion nicht loop-berechenbar ist).
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Berechenbarkeit

Zwischenbilanz

while-berechenbar

intuitiv berechenbar

µ rekursiv goto-berechenbar

kla
r klar

Gö
de

ls
Ve

rm
utu

ng
„Goto-Vermutung“

W
hile-Verm

utung

kl
ar

Folie 19.16

Folie 19.15

Folie 19.22

Folie 19.23
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Berechenbarkeit

• drei äquivalente Vorschläge, den Begriff „intuitiv berechenbar“ zu
formalisieren: while-berechenbar, µ-rekursiv und goto-berechenbar

(K+) viele Funktionen sind while-berechenbar, µ-rekursiv bzw.
goto-berechenbar

(A+) die drei Klassen erfüllen viele Abschlußeigenschaften

Damit haben wir gute Gründe, der While-Vermutung (Folie 19.6), Gödels
Vermutung (Folie 19.7) bzw. der „Goto-Vermutung“ zuzustimmen, oder?

In der kommenden Vorlesung werden wir noch ein völlig neues Argument
für diese Vermutungen behandeln . . .

WS 20/21 Automaten, Sprachen, Komplexität 19.27


