Berechenbarkeit

Turing-Berechenbarkeit

In dieser Vorlesung werden wir noch ein vollig neues Argument fiir die
While-Vermutung behandeln: Wir werden das intuitive Berechnen
analysieren, dies durch einen weiteren Algorithmenbegriff modellieren und
dann zeigen, dals dieser neue Algorithmenbegriff dquivalent zur
While-Berechenbarkeit ist.
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Berechenbarkeit

Bei der Analyse des intuitiven Berechnens ging Alan Turing von den
folgenden Beobachtungen aus (1936, d.h. bevor Computer gebaut wurden):

Ein , Rechnender” kann
® sich Notizen machen auf beliebig viel Papier,
® sich endlich viel merken,

® nur einen begrenzten Teil seiner Notizen auf einmal liberblicken und
sich nur blatternd durch seine Notizen bewegen.

o Aulerdem arbeitet er mechanisch.
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Berechenbarkeit

Es ergibt sich das folgende Schema einer ,, Turingmaschine™

WS 20/21

Koptf kann sich in beide

Richtungen bewegen

\

4

E

\

G

A

B

E| --- Arbeitsband

Lese- und Schreibkopf

Automat mit
endlich vielen

Zustanden

O

Automaten, Sprachen, Komplexitit

Signal fiir Akzeptanz
bzw. Nicht-Akzeptanz

20.3



Berechenbarkeit

Eigenschaften von Turingmaschinen:

® Wie endliche bzw. Kellerautomaten lesen Turingmaschinen eine
Eingabe von einem Band und haben endlich viele Zustande.
® Im Unterschied zu endlichen und Kellerautomaten

® kann der Lese- und Schreibkopf sich nach links und rechts bewegen,
® Zeichen tiberschreiben und
® das Band aullerhalb der Eingabe verwenden.
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Berechenbarkeit

Entsprechung ,,Rechnender” < Turingmaschine:

Ein , Rechnender” kann

® sich Notizen machen auf beliebig viel Papier, das linear angeordnet
gedacht wird (= das Band),

® sich endlich viel merken (= endlich viele Zustande),

® nur einen begrenzten Teil seiner Notizen auf einmal iiberblicken (= der
Lese- und Schreibkopf befindet sich immer auf genau einem Feld)
und sich nur blatternd durch seine Notizen bewegen (= der Lese- und
Schreibkopf bewegt sich hochstens einen Schritt nach rechts bzw.
links).

® Aulerdem arbeitet er mechanisch.
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Berechenbarkeit

Ein bilchen Geschichte (vgl. Folie 17.13)

Alonzo Church und Alan Turing, die ebenso wie Hilbert und Godel an der
Frage interessiert waren, was ein ,Verfahren” sei, kannten keine While- oder
Goto-Programme, sondern formulierten die folgende Vermutung:

Church-Turing-These (1936)

Eine partielle Funktion N --» N ist genau dann intuitiv berechenbar, wenn
sie Turing-berechenbar ist.

y
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Berechenbarkeit

/usammenfassung

Intuitiv
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Berechenbarkeit

Wir werden zeigen, dal} die Church-Turing-These aquivalent zur
While-Vermutung (Folie 19.6) und damit zu Gédels Vermutung und zur
,Goto-Vermutung ist (fiir deren Giiltigkeit wir ja gute Griinde haben).

Fiir die Giiltigkeit der Church-Turing-These spricht zusatzlich, dals der

Begriff ,, Turing-berechenbar” aus einer Analyse der Aktivitaten eines
Rechnenden abgeleitet und nicht ad hoc definiert ist.
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Berechenbarkeit

1. Beispiel einer Turingmaschine (intuitiv)

Turingmaschine, die eine Binarzahl auf dem Band um eins inkrementiert.

Idee:

e Kopf der Turingmaschine steht zunachst auf dem am weitesten links
befindlichen (héchstwertigen) Bit der Binarzahl.

® Kopf nach rechts laufen lassen, bis ein Leerzeichen gefunden wird.

® Dann wieder nach links laufen und jede 1 durch O ersetzen, solange bis
eine 0 oder ein Leerzeichen auftaucht.

® Dieses Zeichen dann durch 1 ersetzen, bis zum Zahlanfang laufen und
in einen Endzustand iibergehen.
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Simulation

Berechenbarkeit

Oj1)0j1j1|1

Zustand: zg
(Zahlenende finden)

J: Leerzeichen auf dem Band
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Simulation

Berechenbarkeit

O|1j0)1j1|1

Zustand: zg
(Zahlenende finden)

J: Leerzeichen auf dem Band
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Simulation

Berechenbarkeit

O1(0)1)1|1

Zustand: zg
(Zahlenende finden)

J: Leerzeichen auf dem Band
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Simulation

Berechenbarkeit

O1(0]1)1)1

Zustand: zg
(Zahlenende finden)

J: Leerzeichen auf dem Band
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Simulation

Berechenbarkeit

O1(0j1 11

Zustand: zg
(Zahlenende finden)

J: Leerzeichen auf dem Band
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Simulation

Berechenbarkeit

O;1j0j1}j1]1

Zustand: zg
(Zahlenende finden)

J: Leerzeichen auf dem Band
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Berechenbarkeit

Simulation
01110 []
Zustand: z;

(1 und O vertauschen) < >

J: Leerzeichen auf dem Band
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Berechenbarkeit

Simulation
01110 []
Zustand: z;

(1 und O vertauschen) < >

J: Leerzeichen auf dem Band
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Berechenbarkeit

Simulation
01110 []
Zustand: z;

(1 und O vertauschen) < >

J: Leerzeichen auf dem Band
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Berechenbarkeit

Simulation
O( 10 []
Zustand: z;

(1 und O vertauschen) < >

J: Leerzeichen auf dem Band
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Simulation

Berechenbarkeit

[

1
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J: Leerzeichen auf dem Band
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Simulation

Berechenbarkeit

[

1

Zustand: z

(zuriick zum Zahlanfang) 4@

J: Leerzeichen auf dem Band
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Berechenbarkeit

Simulation
O 11 [l
Zustand: z.
(Ende)

J: Leerzeichen auf dem Band
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Berechenbarkeit

Turingmaschine: Definition

Definition
Eine Turingmaschine ist ein 7-Tupel M = (Z,%,T,9, z9, 0, E), wobei
e / die endliche Menge der Zustande,
® > das Eingabealphabet,
e [mitlI DX und N Z = () das Arbeits- oder Bandalphabet,
® 7o € Z der Startzustand,
® §: ZxT — (ZxT x{L N,R}) die Uberfihrungsfunktion,
e O € N'\X das Leerzeichen oder Blank und
e £ C Z die Menge der Endzustande ist.

Abkiirzung: TM
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Berechenbarkeit

Berechnungsschritt einer Turingmaschine: intuitiv

ein Berechnungsschritt: Falls der Lesekopf der TM im Zustand z auf
dem Symbol a steht, so

@ schliagt die TM die Anweisung (Z’, b, x) = §(z, a) in ihrer ,Tabelle"
nach

@ und fiihrt die folgenden Schritte aus:

® sie wechselt in den Zustand Z/,
® sie liberschreibt a durch b und
® sie fiihrt die folgende Kopfbewegung aus:

® Kopf einen Schritt nach links, falls x = L,
® Kopf bleibt stehen, falls x = N und
® Kopf einen Schritt nach rechts, falls x = R.
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Berechenbarkeit

1. Beispiel einer Turingmaschine (formal)

TM zur Inkrementierung einer Binarzahl

M = ({207 21, 22, Ze}7 {Oa 1}7 {07 17 D}) 57 Zp, L, {Ze}) mit

folgender Uberfiihrungsfunktion:

Zo: Zahlende finden
0(20,0) = (20,0, R), 6(z0,1) = (20,1, R) und 6(z9,0) = (21, 0, L)

z1: 1 und O vertauschen
0(z1,0) = (z,1,L), 6(z1,1) = (21,0,L) und §(z,0) = (ze, 1, N)

7y zuriick zum Zahlanfang

0(z2,0) = (22,0,L), 0(z2,1) = (22,1, L) und 6(z,0) = (2,0, R)

Ze: Endzustandsregeln
0(ze,0) = (2e,0,N), 0(ze,1) = (ze,1, N) und 6(ze,0) = (2o, 0, N)
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Berechenbarkeit

2. Beispiel einer Turingmaschine

Turingmaschine zur Berechnung einer charakteristischen Funktion

Wir suchen eine TM, die die charakteristische Funktion der (nicht
kontextfreien) Sprache L = {0%" | n > 0} berechnet.

Idee:
e Kopf steht zunachst am Beginn der Folge von Nullen.
® Rechts neben die Folge von Nullen # 0 aufs Band schreiben.

® Wiederholt die am weitesten links stehende Null [6schen (d.h. durch O
ersetzen), nach rechts zum Zahler laufen und diesen um eins
inkrementieren.

® Sobald alle Nullen verschwunden sind (vor # steht O0), tiberpriifen, ob
der Zahler die Form 10---0 hat.

e Z3hler und # l6schen, 1 bzw. 0 aufs Band schreiben und akzeptierend
halten.
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Berechenbarkeit

Berechnungsschritt einer Turingmaschine

Wie bei anderen Maschinenmodellen gibt es auch bei Turingmaschinen den
Begriff einer Konfiguration, d.h., einer Momentaufnahme einer
Turingmaschinen-Berechnung

Definition

Eine Konfiguration einer Turingmaschine ist ein Wort

ker*zr+.

Bedeutung: kK = uzv
e y c [* ist der Abschnitt des Bandes vor der Kopfposition, der bereits
besucht wurde.
® 7z ¢ / ist der aktuelle Zustand.
® v c T ist der Abschnitt des Bandes ab der Kopfposition, der bereits
besucht wurde oder im Bereich des Eingabewortes liegt. Der Kopf
steht auf dem ersten Zeichen von v.
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Berechenbarkeit

Definition einer Ubergangsrelation -, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Keine Bewegung
Es g”t: ai---amzbiby---b,Fp ar--- amz’cbg -+ bp,
falls (z/,c, N) =d(z,b1) (m>0, n>1).

a "'a”?‘ bil byl -1 b,

Zustand: z 4@
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Berechenbarkeit

Definition einer Ubergangsrelation -, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Keine Bewegung
Es g”t: ai---amzbiby---b,Fp ar--- amz’cbg -+ bp,
falls (z/,c, N) =d(z,b1) (m>0, n>1).

a1 "'a”.V‘C byl --1{ b,

Zustand: 7/ 4@
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Berechenbarkeit

Definition einer Ubergangsrelation -, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Schritt nach links
Es gilt: ai---amzbiby---b,bp ay--- Z/amez -+« by,
falls (z/,c,L) =6(z,b1) (m,n>1).

a ”'a".V‘ bl bs| -1 b,

Zustand: z 4@
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Berechenbarkeit

Definition einer Ubergangsrelation -, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Schritt nach links
Es gilt: ai---amzbiby---b,bp ay--- Z/amez -+« by,
falls (z/,c,L) =6(z,b1) (m,n>1).

a]_ o« o am C b2 o o o bn

Zustand: 7/ 4@

WS 20/21 Automaten, Sprachen, Komplexitit 20.16(4)




Berechenbarkeit

Definition einer Ubergangsrelation -, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Schritt nach links am linken Bandende
Es gilt: zbiby -+ - b, Fpm Z/DCbz - b,
falls (z/,c,L) = 6(z,b1) (n>1).

Ol byl bo| - -1 by

Zustand: z 4@
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Berechenbarkeit

Definition einer Ubergangsrelation -, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Schritt nach links am linken Bandende
Es gilt: zbiby -+ - b, Fpm Z/DCbz - b,
falls (z/,c,L) = 6(z,b1) (n>1).

O c| b2 -1 bn

Zustand: 7/ 4@
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Berechenbarkeit

Definition einer Ubergangsrelation -, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Schritt nach rechts
Es gilt: ai---amzbiby---b,bp ay--- amcz’b2 -+ bp,
falls (z/,c,R) =6(z,b1) (m >0, n>2).

a ”'a".V‘ bl bs| -1 b,

Zustand: z 4@
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Berechenbarkeit

Definition einer Ubergangsrelation -, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Schritt nach rechts
Es gilt: ai---amzbiby---b,bp ay--- amcz’b2 -+ bp,
falls (z/,c,R) =6(z,b1) (m >0, n>2).

a]_ o« o o am C b2 o o o bn

Zustand: 7/ 4@
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Berechenbarkeit

Definition einer Ubergangsrelation -, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Schritt nach rechts am rechten Bandende
Esgilt: a1...amzb1 by a1...amcZ' O,
falls (z/,c, R) = d(z,b1) (m >0).

al - a,,V‘ b1 O

Zustand: z 4@
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Berechenbarkeit

Definition einer Ubergangsrelation -, die beschreibt, welche
Konfigurationsiibergange moglich sind.

Schritt nach rechts am rechten Bandende
Esgilt: a1...amzb1 by a1...amcZ' O,
falls (z/,c, R) = d(z,b1) (m >0).

ail --{1an cl| O

Zustand: 7/ 4@
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Berechenbarkeit

Turingmaschinen: berechnete Funktion

Definition
Sei M = (Z,%,T,9, 29,0, E) eine TM und k eine Konfigurationen. Dann
heillit k Haltekonfiguration falls fiir alle Konfigurationen k' gilt:

ktbpy K —= k=K

(d.h. ist k = uzav, so gilt §(z,a) = (z,a, N)).
Die Haltekonfiguration k ist akzeptierend, wenn zusatzlich k € O*EX*O*
gilt.
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Berechenbarkeit

Definition
Sei M = (Z,%,T,9, 29,0, E) eine TM. Die von M berechnete partielle
Funktion fpy: &% --» X* erfiillt fir alle x,y € ¥*:

fu(x)=y < Fz. € E,i,j eN: zxO i, O'zy
und O'z.y ¥ ist Haltekonfiguration

y

Intuition: wenn man das Wort x aufs Band schreibt, so berechnet die
Turingmaschine daraus das Wort y (moglicherweise umgeben von
Leerzeichen) und befindet sich in einer akzeptierenden Haltekonfiguration.

Definition
Eine partielle Funktion f: X* --» ¥* heillt Turing-berechenbar, wenn es
eine TM M gibt mit fiy = f.

WS 20/21 Automaten, Sprachen, Komplexitat 20.18



Berechenbarkeit

Fiir n € N sei bin(n) die Binardarstellung der Zahl n.

Definition

Sei f: NK ——5> N eine partielle Funktion. Definiere eine partielle Funktion

F:{0,1,#}* --» {0, 1, #}* durch

( bin(f(n1,...,nk)) falls w = bin(ni)#bin(ny)# ... #bin(ny)
F(w) = und f(ny,...,ng) definiert ist
_undefiniert sonst

Dann heillt £ Turing-berechenbar, wenn F Turing-berechenbar ist.
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Berechenbarkeit

Bemerkung

Eine partielle Funktion f: N¥ -—» N ist Turing-berechenbar, falls es eine

TM M= (Z,%L,T,6,2,0, E) gibt, so dal fiir alle n1,...,n,, m e N gilt:

f(nl,...,nk):m <—

Jz. € E,i,j € N: zgbin(ny)#bin(ny)# ... #bin(ne)a %, O'zebin(m)
und O'ze.bin(m)¥ ist Haltekonfiguration

Intuition: Wenn man die Zahlen nq, ..., ng in Binardarstellung —
voneinander getrennt durch # — aufs Band schreibt, so berechnet die
Turingmaschine daraus die Binardarstellung der Zahl f(n1,..., ng)
(moglicherweise umgeben von Leerzeichen) und befindet sich in einer
akzeptierenden Haltekonfiguration.
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Berechenbarkeit

Beispiel
Die Nachfolgerfunktion n+— n+ 1 ist Turing-berechenbar. J

Beweis: siehe die 1. TM auf Folien 20.9 ff. []

Beispiel

Sei 2: N --» N die iiberall undefinierte partielle Funktion. Diese ist
Turing-berechenbar.

Beweis: Beispielsweise durch eine Turingmaschine mit der Ubergangsregel

0(z0,3) = (20, a, R) fir alle a e T.
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