Entscheidbarkeit

Satz von Rice

Das nachste Resultat zeigt, dals jede Eigenschaft der von einer
Turing-Maschine berechneten Funktion unentscheidbar ist.

Das bedeutet, es gibt keine Methode, mit der man fiir alle
Turing-Maschinen verldRliche Aussagen iiber die von ihnen berechneten
Funktionen machen kann.

Lemma

Sei R die Klasse aller Turing-berechenbaren Funktionen {0, 1}* --» {0, 1}*,
(2 die nirgendwo definierte Funktion und sei SCR mit Q2 € Sund S # R.

Dann ist die Sprache

C(S)={we Ly | pw €S}

unentscheidbar.
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Entscheidbarkeit

Beweis:

Da S # R gilt, gibt es eine Funktion g € R \ S (insbes. g # Q). Sei Q
eine TM, die g berechnet.

Fir w € {0,1}* definieren wir eine Funktion g, : {0,1}* --» {0,1}* wie
folgt:

qg(y) falls w € Ly und (), g(y) sind definiert
gw(y) =
undef. sonst.

Es gilt

(q falls w € L1y und M, hilt bei Eingabe von ¢
gw = X d.h. w € Hy (Hp ist das Halteproblem bei leerer Eingabe)

\Q sonst
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Entscheidbarkeit

Die folgende TM M(w) berechnet die Funktion g,,:

® Gilt w & L1y, so besteht M(w) nur aus einer Endlosschleife.

¢ Gilt w e Ly, so

® ignoriert M(w) die Eingabe y zunachst und simuliert M,, auf dem
leeren Band.
® Falls diese Simulation schlieBlich hilt, so simuliert M(w) die Maschine

Q auf y.
Die totale Funktion f: {0,1}* — {0, 1}* mit

f(w) = Kode der Maschine M(w)

ist berechenbar (Beweis ist dhnlich zu dem des Lemmas auf Folie 22.23).
Es gilt also insbesondere M(w) = Mg,y und damit g, = @y, fiir alle

w € {0, 1}*.
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Entscheidbarkeit

Dann gilt:

weHy < gw=gq

— @f(w)%s
— f(w) ¢ C(S5)

Es gilt also w € Hy <= f(w) € C(S), d.h. Hy < C(S).

Da Hy nach dem Satz auf Folie 22.25 unentscheidbar ist, ist auch das
Komplement Hy und somit C(S) unentscheidbar. ]
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Entscheidbarkeit

Satz von Rice

Sei R die Klasse aller Turing-berechenbaren Funktionen und sei S C R mit
S#QPund S #AR.
Dann ist die Sprache

C(S)={welry]|pweS}

unentscheidbar.

Beweis:

Fall 1 Q € §: Dann ist C(S) nach dem Lemma auf Folie 23.1
unentscheidbar.

Fall 2 Q¢ S: Danngilt Q € R\ S und R\ S # R. Nach dem Lemma auf
Folie 23.1 ist C(R \ S) also unentscheidbar und damit auch

C(S)=Lrpm\ C(R\S). ]
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Entscheidbarkeit

Konsequenzen aus dem Satz von Rice
Folgende Probleme sind unentscheidbar:
e Konstante Funktion: {w € L1y | o ist konstante Funktion}
® [dentitdt: {w € L1y | o ist Identitatsfunktion}
® Totale Funktion: {w € L1y | ¢, ist totale Funktion}
e Uberall undefinierte Funktion: {w € L1y | v, = Q}

Der Satz von Rice erlaubt es, Unentscheidbarkeitsresultate fiir die
Eigenschaften der von einer Turing-Maschine berechneten Funktion zu
zeigen, nicht jedoch fiir andere Eigenschaften einer Turing-Maschine (wie
z.B. die Anzahl ihrer Zustiande oder die Groke des Bandalphabets).

Konsequenz des Satzes von Rice fiir die Verifikation von
Programmen: Kein Programm kann automatisch die Korrektheit von
Software liberpriifen.
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Entscheidbarkeit

Semi-Entscheidbarkeit

Auch wenn das Halteproblem bei leerer Eingabe Hy unentscheidbar ist, so
kann doch nach endlicher Zeit festgestellt werden, dall die Maschine M,,
bei leerer Eingabe anhalt - Hy ist also ,,halb-" oder ,semi-entscheidbar”.

Definition
Eine Sprache L C ¥* heillit semi-entscheidbar, falls die ,halbe”

charakteristische Funktion von L, d.h. die partielle Funktion
Xp ¥ --» {1} mit

1 falls w € L
undefiniert falls w & L

Xi(w) = {

berechenbar ist.

Bei Semi-Entscheidbarkeit erlaubt man also, daR die berechnete Funktion
X; im negativen Fall undefiniert ist, d.h. keine Antwort zuriickkommt.
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Entscheidbarkeit

Darstellung der Semi-Entscheidbarkeit an einem Maschinenmodell:

Eingabe w —»@ Ja (Ausgabe 1)

Bei jeder Eingabe rechnet die Maschine und gibt im Fall w € L nach
endlicher Zeit ,Ja" aus. Falls w ¢ L gilt, so terminiert die Maschine nicht.

Das heillt, man kann sich nie sicher sein, ob nicht doch irgendwann ,,Ja"
ausgegeben wird, da die Antwortzeit der Maschine nicht beschrankt ist.
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Entscheidbarkeit

Beispiel
Sei G =(V,X%,S, P) eine Grammatik. Dann ist L(G) semi-entscheidbar. J

Beweis: Um X’L(G)(W) zu berechnen, geht eine Turing-Maschine wie folgt

VOr:
Sei vp, v1, ... die langenlexikographische Aufzahlung von (V UXxu {#})*

Dann teste nacheinander, fiir jedes n, ob v, = wo#Hwi# - - - #w mit
wo =S, w; =¢ w1 fiiralle 1 </ < k und wy = w. Ist dies der Fall, so

terminiere mit Ausgabe 1, sonst betrachte v, 1. (]
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Entscheidbarkeit

Beispiel
Sei DiophGl die Menge aller multivariaten Polynome p iiber Z, die eine

ganzzahlige Nullstelle haben.
Die Menge DiophGl ist semi-entscheidbar.

Beweis: Um Xbiothl zu berechnen, geht eine Turing-Maschine wie folgt
Vor:
© Ist Eingabe w € L* kein multivariates Polynom, so gehe in

Endlosschleife. Sonst sei w = p(xq, ..., xk).
@ Teste nacheinander fiir alle m € N, ob es Zahlen nq,..., n, € Z gibt
mit |n;| < mund p(ny, na,...,ng) = 0. Sobald ein solches Tupel

gefunden ist, terminiere mit Ausgabe 1. []
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Entscheidbarkeit

Satz

Ein Problem L C X* ist genau dann entscheidbar, wenn sowohl L als auch
L = ¥*\ L semi-entscheidbar sind.

Beweis:
Sei zunachst L entscheidbar.

Dann ist also die charakterische Funktion x; berechenbar mittels einer
Turing-Maschine M.

Die folgende Turing-Maschine M; bzw. M} berechnet die halbe
charakteristische Funktion x/: bzw. X/Z:

® M; bzw. M simuliert zunachst die Maschine M.

® Falls M mit der Ausgabe 0 bzw. 1 terminiert, geht jedoch die TM M,
bzw. My in eine Endlosschleife liber, andernfalls terminiert sie mit
Ausgabe 1.

Also ist sind L und L semi-entscheidbar.
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Entscheidbarkeit

Seien umgekehrt sowohl L als auch L semi-entscheidbar.
Dann existieren Turing-Maschinen M; und My, die x| bzw. X/Z berechnen.

Behauptung: Der folgende Algorithmus berechnet x; (woraus unmittelbar
folgt, dall L entscheidbar ist).

input w
t . =1;
while true do
if M, terminiert bei Eingabe w nach t Schritten then
return(l)
elseif M} terminiert bei Eingabe w nach t Schritten then
return(0)
end
t.=t+1
end
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Entscheidbarkeit

Beweis der Behauptung: Sei w € X*. Wir unterscheiden 2 Fille:

@ w c L. Dann existiert t € N, so dal M; nach t Schritten terminiert.
Wegen w ¢ L terminiert My niemals (und insbesondere nicht vorher).
Damit terminiert der Algorithmus mit der korrekten Ausgabe
1 = xr(w).

@ w ¢ L. Dann existiert t € N, so dal M nach t Schritten terminiert.
Wegen w ¢ L terminiert M, niemals (und insbesondere nicht vorher).
Damit terminiert der Algorithmus mit der korrekten Ausgabe
0= X/_(W).

Damit ist die Behauptung beweisen. ]

Dieses letzte Argument heillt mitunter ,Schwalbenschwanz-Argument”.
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Entscheidbarkeit

Die semi-entscheidbaren Sprachen konnen auf viele Arten charakterisiert
werden, sie bilden also ein natiirliches Konzept:

Satz
Sei L C X * eine nichtleere Sprache. Dann sind dquivalent:

L ist semi-entscheidbar

L wird von einer Turing-Maschine akzeptiert

L ist vom Typ 0 (d.h. von einer Grammatik erzeugt)

L ist Bild einer berechenbaren partiellen Funktion >* --» ¥*
L ist Bild einer berechenbaren totalen Funktion >* — X>*

L ist rekursiv aufzahlbar

© 0006 00GO@E

L ist Definitionsbereich einer berechenbaren partiellen Funktion
YHF s 3
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Entscheidbarkeit

Definition
Sei M =(Z,%,I,6, 29,0, E) eine Turing-Maschine. Die von M akzeptierte
Sprache ist

L(M)={w € " |es gibt akzept. Haltekonf. kK mit zpw 3, k}.

Lemma ((1) = (2))
Ist L C X* semi-entscheidbar, so existiert eine Turing-Maschine, die L
akzeptiert.

Beweis: L semi-entscheidbar
—> es gibt eine TM M, die x) berechnet
— diese TM akzeptiert L. N
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Lemma ((2) = (3))
Sei M = (Z,%,T,9,29,0, E) TM. Dann existiert eine Grammatik G mit

L(G) = L(M).

Entscheidbarkeit

Beweisidee: Wir simulieren M rlickwarts mittels der Grammatik
G=(V,L,P,S)mit V=ZU{S,B,<,>}Ul\ X und den folgenden
Regeln fiir z € Z, a,b,c € T:

WS 20/21

1

N A

B <
Bb |>za (fallsze€ E,(z,a,N) =9(z,a))
za (falls (Z,b,N) = 6(z,a))
za (falls (Z/,b,R) = §(z,a))
cza (falls (Z',b,L) = 4(z,a))
>0 und >0 — >
O0< und O — <
eund >zg — € ]
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Entscheidbarkeit

Beispiel
Nach Folie 23.10 ist DiophGI semi-entscheidbar. Da wir bereits (1) = (3)

gezeigt haben, gibt es also eine Grammatik G, die die Menge DiophGl
erzeugt - ich habe keine Ahnung, wie diese aussieht (auller natiirlich die

aus dem Beweis gewonnene).
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Entscheidbarkeit

Lemma ((3) = (4))

Ist G = (V,X,S, P) eine Grammatik, so gibt es eine berechenbare partielle
Funktion f: X* --» ¥*, deren Bild L(G) ist.

v

Bewelis:
Betrachte die folgende Funktion f:

* f(x)=w, falls x = wo#Hw1# - - - #w, mit w; € (VUX)"
wo=5S,w=¢gw1fa.0<i<nundw, X"
® Sonst ist f(x) undefiniert.
Dann ist f berechenbar mit Bild L(G). ]
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Entscheidbarkeit

Bemerkung
Sind v,w € X* mit f(v) = w, so gilt also w € L(G) (da es ein v € L* gibt
mit f(v) = w). Das Wort v kann als , Zeuge"”, ,Beweis" oder , Zertifikat"

dafiir angesehen werden, dall w zu L(G) gehort. Die Menge der
Zertifikate” ist der Definitionsbereich der berechenbaren Funktion f. )

Beispiel
Betrachte die folgenden Funktion f:

(p falls x = p#bin(m;)#bin(ny)# - - - #bin(my)#bin(ng)
mit p € Z[Xl, e ,Xk]
und p(my —ny,....,me —ng) =0

f(x) = 4

\ undef. sonst

Dann ist f berechenbar mit Bild DiophGl.
Ein ,Zertifikat” fiir p € DiophGl ist also eine Wort der Gestalt x, das

Nullstellen wie oben kodiert. )
23.19
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Entscheidbarkeit

Lemma ((4) = (5))
Sei f: X* --» X* eine nichtleere berechenbare partielle Funktion. Dann

existiert eine berechenbare totale Funktion g: >X* — Y *, die dasselbe Bild
hat wie f.

4

vgl. Bemerkung auf Folie 23.19: Jedes Wort v ist , Zertifikat™ fiir irgendein

Bemerkung
Wort w. J

Beispiel
Sei g die folgende Funktion:

(p falls x = p#bin(my)#bin(ny)# - - - #bin(my)#bin(ny)
g(x) =« mit p € Z|xy, ..., xx] & p(m1 —n1,...,me —ng) =0

| X1 sonst

Dann ist g total und berechenbar mit Bild DiophGl.
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Entscheidbarkeit

Beweis: Seien M TM, die f berechnet und wy aus dem Bild von f
beliebig. Definiere die Funktion g wie folgt:

) g(X) = W fa”s X = ko#kl# I #kn, WObei

© ko Startkonfiguration von M
Q ki kiyq firalle 1 <i < nund
© k, akzeptierende Haltekonfiguration mit Ausgabe w ist.

® wp sonst.
Dann ist g total und berechenbar.

® Sei f(v) = w. Dann existiert eine erfolgreiche Berechnung
kotm kibm koo - By ki, von M mit kg = zgvd und Ausgabe w. Es

gilt g(ko#th#t - - - Hkn) = w.

® Sei g(x) = w mit w # wy. Dann existiert x wie oben mit g(x) = w.
Sei kg = zovd. Dann folgt f(v) = w.

Also haben f und g dasselbe Bild. []
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