
Entscheidbarkeit

Definition
Eine Sprache L ✓ ⌃⇤

heißt rekursiv aufzählbar, falls L = ; oder es eine

totale und berechenbare Funktion f : N ! ⌃⇤
gibt mit

L =
�
f (n)

�� n 2 N
 
=
�
f (0), f (1), f (2), . . .

 
.

Bemerkungen:
• f muß nicht unbedingt injektiv sein!

• Sprechweise: die Funktion f zählt die Sprache L auf.

• man kann eine TM angeben, die nacheinander f (0), f (1), . . .

berechnet und ausgibt - die also L aufzählt.

• rek. aufz. = „effektiv aufzählbar“ = „computably enumerable“
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Entscheidbarkeit

Beispiel
Sei M TM und L die Menge der Konfigurationen, die M bei Eingabe des

leeren Wortes erreicht.

Die Funktion f : N ! �⇤Z�+ mit f (n) ist die Konfiguration, die M bei

Eingabe des leeren Wortes nach n Schritten erreicht, ist berechenbar und

total und sie erfüllt

L =
�
f (n) | n 2 N

 
.

Also ist L rekursiv aufzählbar.
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Entscheidbarkeit

Lemma ((5) ) (6))
Sei g : ⌃⇤ ! ⌃⇤

eine berechenbare totale Funktion. Dann ist das Bild von

g rekursiv aufzählbar.

Beweis: Es gibt eine berechenbare surjektive Abbildung c : N ! ⌃⇤
. Dann

ist g � c : N ! ⌃⇤ : n 7! g
�
c(n)

�
berechenbar und total. Da c surjektiv ist,

ist das Bild von g � c gleich dem von g . Also ist das Bild von g rekursiv

aufzählbar.
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Entscheidbarkeit

Lemma ((6) ) (7))
Sei L ✓ ⌃⇤

rekursiv aufzählbar. Dann existiert eine berechenbare partielle

Funktion f : ⌃⇤ 99K ⌃⇤
, deren Definitionsbereich L ist.

Beweis: Ist L = ;, so ist L der Definitionsbereich der berechenbaren

Funktion ⌦.

Sei nun g : N ! ⌃⇤
berechenbar und total mit Bild L. Der folgende

Algorithmus definiert eine partielle Funktion f : ⌃⇤ 99K ⌃⇤
mit

Definitionsbereich L:

input w

n := 0

while g(n) 6= w do n := n + 1 end
return 1
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Entscheidbarkeit

Lemma ((7) ) (1))
Sei g : ⌃⇤ 99K ⌃⇤

eine berechenbare partielle Funktion. Ihr

Definitionsbereich L ist semi-entscheidbar.

Beweis: Sei M TM, die g berechnet. Ändere diese so, daß sie beim

Anhalten den Inhalt des Bandes durch 1 ersetzt. Diese neue TM berechnet

die halbe charakteristische Funktion von L, d.h. die Funktion �0
L.

Damit ist der Beweis des Satzes auf Folie 23.14 abgeschlossen.
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Entscheidbarkeit

Die Sprachen vom Typ 3 / 2/ 1

heißen rechtslinear / kontext-frei /

kontext-sensitiv, weil sie von

rechtslinearen / kontext-freien /

kontext-sensitiven Grammatiken

erzeugt werden.

Die Sprachen vom Typ 0 heißen

rekursiv aufzählbar, weil es genau die

rekursiv aufzählbaren sind.

alle Sprachen

Typ-0-Sprachen

Typ-1-Sprachen

kontext-sensitive Sprachen

Typ-2-Sprachen

kontextfreie Sprachen

Typ-3-Sprachen

rechtslineare Sprachen
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Entscheidbarkeit

Universelle Turing-Maschine

Wir wollen jetzt zeigen, daß es eine Turing-Maschine gibt, die jede

Turing-Maschine simulieren kann, wenn deren Kodierung gegeben ist.

Problem: Bandalphabete sind beliebig groß, die zu konstruierende

universelle TM hat aber ein festes Bandalphabet.

Lösung: Kodiere Buchstaben des Bandalphabets als Wörter über

{0, 1, 2} mit 2 = 2. Ab jetzt nehmen wir an, daß wir im-

mer dieses Bandalphabet haben.
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Entscheidbarkeit

Definition
Eine Turing-Maschine U heißt universelle Turing-Maschine, wenn sie die

folgende partielle Funktion berechnet:

{0, 1}⇤ 99K {0, 1}⇤

y 7!
®
'w (x) falls y = w000x ,w 2 LTM , x 2 {0, 1}⇤

undef. sonst

Bemerkung
Ist U universelle TM, so gilt insbes. für alle w 2 LTM und x 2 {0, 1}⇤:

• U hält bei Eingabe w 000 x genau dann, wenn Mw bei Eingabe x hält.

• U akzeptiert w 000 x genau dann, wenn Mw das Wort x akzeptiert.
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Entscheidbarkeit

Satz
Es gibt eine universelle Turing-Maschine.

Beweis
zunächst eine Turing-Maschine mit drei Bändern (daraus kann dann eine

TM mit einem Band konstruiert werden). Während der Berechnung haben

die Bänder die folgende Bedeutung:

• 1. Band: Kode w der zu simulierenden Turing-Maschine Mw

• 2. Band: aktueller Zustand der zu simulierenden Turing-Maschine Mw

• 3. Band: augenblicklicher Bandinhalt der Turing-Maschine Mw

Initialisierung: Auf 1. Band steht w 000 x mit w 2 LTM . Kopiere x auf

3. Band und lösche 000 x auf erstem, schreibe 010 (d.h. Kode von z0) auf

2. Band.
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Entscheidbarkeit

Simulation eines Schrittes von Mw : stehen auf 2. Band 01
i+1

0 (d.h. zi )

und auf 3. an Kopfposition j , so suche auf 1. Band

001
i+1

01
j+1

01
i 0+1

01
j 0+1

01
y
0 (d.h. Anweisung (zi 0 , aj 0 , y) = �(zi , aj)) und

• schreibe 01
i 0+1

0 auf 2. Band

• ersetze j an Kopfposition auf 3. Band durch j
0

• bewege 3. Kopf entsprechend y nach rechts, links oder aber nicht.

„Aufräumen“ bei Erreichen einer akzeptierenden Haltekonfiguration auf

3. Band.
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Entscheidbarkeit

Satz
Das spezielle Halteproblem K = {w 2 LTM | Mw angesetzt auf w hält} ist

semi-entscheidbar (aber unentscheidbar: siehe Folie 22.13).

Beweis:

Berechne die „halbe“ charakteristische Funktion �0
K : {0, 1}⇤ 99K {1} wie

folgt:

• Gehört die Eingabe nicht zu LTM , so gehe in Endlosschleife.

• Bei Eingabe von w 2 LTM simuliere die Turing-Maschine Mw mit

Eingabe w (dies geht mit Hilfe einer universellen Turing-Maschine!).

• Falls Mw angesetzt auf w hält (d.h. falls diese Simulation hält), so

lösche das Band und schreibe 1.

• Ansonsten hält (die Simulation von) Mw nicht und die Funktion �0
K

ist an dieser Stelle undefiniert.

(Analog sind H0 und H semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar.)

WS 20/21 Automaten, Sprachen, Komplexität 24.11



Entscheidbarkeit

Satz
Es gibt eine Grammatik G , deren Wortproblem L(G ) unentscheidbar ist.

Beweis:

Das spezielle Halteproblem K ist semi-entscheidbar.

Nach dem Satz auf Folie 23.14 ist K vom Typ 0, d.h. es gibt eine

Grammatik G mit L(G ) = K .

Da K nach dem Satz auf Folie 22.13 unentscheidbar ist, ist also auch das

Wortproblem der Grammatik G unentscheidbar.
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Entscheidbarkeit

Folgerung
Es gibt eine Typ-0-Sprache, die nicht

vom Typ 1 ist.

Beweis: Jede Typ-1-Sprache ist

entscheidbar (Satz auf Folie 2.23), es

gibt aber eine unentscheidbare

Typ-0-Sprache.

alle Sprachen

Typ-0-Sprachen

Typ-1-Sprachen

kontext-sensitive Sprachen

Typ-2-Sprachen

kontextfreie Sprachen

Typ-3-Sprachen

rechtslineare Sprachen
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Entscheidbarkeit

Satz
Das allgemeine Wortproblem

A =
�
(G ,w)

�� G ist Grammatik mit w 2 L(G )
 

(bzw. seine geeignete Kodierung als Sprache) ist unentscheidbar.

Beweis: Nach dem Satz auf Folie 24.12 gibt es eine Grammatik G mit

unentscheidbarem Wortproblem L(G ).
Wir betrachten die Abbildung f mit f (w) = (G ,w).
Dann ist f berechenbar und es gilt w 2 L(G ) () (G ,w) 2 A, d.h. f ist

eine Reduktion. Da L(G ) unentscheidbar ist, ist also auch A

unentscheidbar.
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Entscheidbarkeit

Totale berechenbare Funktionen

Gesucht ist eine „Programmiersprache“, in der genau die totalen

berechenbaren Funktionen programmierbar sind.

1. Idee: nimm einfach TOT := {w 2 LTM | 'w ist total}
Problem: nach dem Satz von Rice ist TOT nicht entscheidbar.

2. Idee: TOT ist verschwenderisch, denn für jede totale berechenbare

Funktion gibt es viele „Programme“. Vielleicht können wir ja geschickt

einige „Programme“ verbieten, um die gesuchte Programmiersprache zu

finden.

Gesucht ist also C ✓ TOT ✓ LTM , so daß

{'w | w 2 C} = {'w | w 2 TOT}

die Menge der totalen berechenbaren Funktionen ist.
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Entscheidbarkeit

Satz

Sei C ✓ LTM , so daß {'w | w 2 C} die Menge der totalen berechenbaren

Funktionen {0, 1}⇤ ! {0, 1}⇤ ist. Dann ist C nicht semi-entscheidbar.

unmittelbare Konsequenzen:
• Es gibt also keine „Programmiersprache“ mit auch nur

semi-entscheidbarer Syntax, in der genau die totalen berechenbaren

Funktionen programmierbar sind.

• TOT ist nicht einmal semi-entscheidbar

Beweis: Indirekt, wir nehmen also an, daß C semi-entscheidbar ist.

Dann existiert eine totale berechenbare Funktion f : {0, 1}⇤ ! {0, 1}⇤ mit

Bild C (Satz auf Folie 23.14).

Wir definieren eine neue Funktion g :

g : {0, 1}⇤ ! {0, 1}⇤ : w 7! 1'f (w)(w)
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Entscheidbarkeit

Eine TM kann g wie folgt berechnen (bei Eingabe von w):

1 berechne f (w) und schreibe f (w)000w auf das Eingabeband

2 starte eine universelle TM U (die mit Sicherheit terminiert, da

f (w) 2 C , die Funktion 'f (w) also total ist)

3 nach Termination: schreibe zusätzliche 1 an Anfang der Ausgabe.

Da g berechenbar und total ist, existiert w 2 C mit g = 'w .

Da C das Bild von f ist, existiert v 2 {0, 1}⇤ mit f (v) = w .

Es gilt:

g(v) = 1'f (v)(v) = 1'w (v) = 1 g(v) ,

ein Widerspruch.
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Entscheidbarkeit

Auch dies ist ein Diagonalisierungsbeweis:

w0 w1 w2 w3 w4 · · ·

v

'f (w0)

1

00 01 01 1 11 · · ·

1110

'f (w1) "

1

00 1 1 000 · · ·

01010

'f (w2) 01 10

1

1 01 01 · · ·

"

'f (w3) 0 1 110

1

1100 0 · · ·

11011110

'f (w4) 10 01 001 01

1

110 · · ·

11

...
...

...
...

...
...

...
'f (v) 100 100 11 11100 1110 · · ·
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Entscheidbarkeit

Auch dies ist ein Diagonalisierungsbeweis:

w0 w1 w2 w3 w4 · · ·

v

'f (w0) 100 01 01 1 11 · · ·

1110

'f (w1) " 100 1 1 000 · · ·

01010

'f (w2) 01 10 11 01 01 · · ·

"

'f (w3) 0 1 110 11100 0 · · ·

11011110

'f (w4) 10 01 001 01 1110 · · ·

11

...
...

...
...

...
...

...
'f (v) 100 100 11 11100 1110 · · ·
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Entscheidbarkeit

Auch dies ist ein Diagonalisierungsbeweis:

w0 w1 w2 w3 w4 · · · v

'f (w0) 100 01 01 1 11 · · · 1110

'f (w1) " 100 1 1 000 · · · 01010

'f (w2) 01 10 11 01 01 · · · "
'f (w3) 0 1 110 11100 0 · · · 11011110

'f (w4) 10 01 001 01 1110 · · · 11

...
...

...
...

...
...

...
'f (v) 100 100 11 11100 1110 · · · 1'f (v)(v)
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Entscheidbarkeit

Folgerung
Es gibt keine entscheidbare Menge T ✓ LTM000⌃⇤

, so daß

{'w | 9z : w000z 2 T} die Menge der totalen berechenbaren Funktionen

ist.

Konsequenz: Es gibt keine „Zertifikate“ für die Totalität der berechneten

Funktion einer Turing-Maschine.

Beweis: indirekt: sei T eine solche entscheidbare Menge. Dann ist

f : ⌃⇤ 99K ⌃⇤
mit

f (x) =

®
w falls x = w000z 2 T

undef. sonst

eine berechenbare Funktion, deren Bild nach dem Satz auf Folie 24.16

nicht semi-entscheidbar ist. Dies widerspricht dem Satz auf Folie 23.14.
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