Entscheidbarkeit

Einige unentscheidbare Probleme

Wir verwenden nun die Reduktions-Beweistechnik und zeigen die
Unentscheidbarkeit folgender Probleme:

® Posts Korrespondenzproblem (PCP)

ein kombinatorisches Problem auf Woértern, wichtiges (Hilfs-)Problem,
um damit die Unentscheidbarkeit anderer Probleme zu zeigen

® Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken
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Entscheidbarkeit

Posts Korrespondenzproblem (PCP)

Definition

@ Ein Korrespondenzsystem ist eine endliche Folge von Paaren

K= ((x1,51), (2, ¥2)s - -5 (X, yi)) mit x5, y; € X7 fiir alle 1 < i < k

(dabei ist X ein beliebiges Alphabet).

@ Eine Losung von K ist eine endliche Folge von Indizes

Nyby.e.yin€{1,2,....k} mitn>1und x;; i, - Xi, = Vi, Vip

@ MPCP (,modifiziertes PCP") ist die Menge der
Korrespondenzsysteme, die eine Losung mit i; = 1 besitzen.

@ PCP ist die Menge der Korrespondenzsysteme, die eine Losung
besitzen.

. _yln

Ziel: die Menge PCP ist unentscheidbar, dazu: Hy < MPCP < PCP
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Entscheidbarkeit

Beispiel

Ist das folgende Korrespondenzsystem |6sbar?
X1:O X2:]. X3:O].O].
yi = 010 y» = 101 y3 = 01

Eine mogliche Losung ist (3,3,1,2):

01 01]010 1|0]1
01/01]010]1 0 1

Eine weitere (kiirzere) Lésung ist: (3, 1)
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Entscheidbarkeit

Beispiel

Ist das folgende Korrespondenzsystem |6sbar?

110 X2
1 ¥2

]
=

X1
Y1

0 X3
1111 ys

01

Wir suchen eine Losung:

110 1 110110 3 1101101 1 1101101110

1 11 1101 11011
| |

1100 11011010

11111 11011111

Damit folgt, dal es keine Lésung gibt.

WS 20/21 Automaten, Sprachen und Komplexitat, 25. Vorlesung

3

25.4




Entscheidbarkeit

Beispiel

Das folgende Korrespondenzsystem ist losbar:

X1 = 001 X2 = 01 X3
yi = 0 yo = 011 3

01 X4 10
101 Y4 = 001

Eine kiirzeste Losung besteht aus 66 Indizes:

(2, 4.3,4,4,2,1,2,4,3,4,3,4,4 3.4,4,2,1,4,4.2,1,3,4,1,1,3,
4.4.4.2,1,2,1,1,1,3,4,3,4,1,2,1,4,4,2,1,4,1,1,3,4,1,1,3,
1,1,3,1,2,1,4,1,1,3).
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Entscheidbarkeit

Beispiel

Das folgende Korrespondenzsystem ist losbar:

0 x = 0000 x3 = 0001 x4 = 101
00 y» 0101 y3 = 10 g

X1
Y1

I
—

Angeblich besteht eine kiirzeste Losung aus 781 Indizes.

An der Komplexitat dieser Losung kann man bereits die Schwierigkeit des
Problems ablesen.
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Entscheidbarkeit

Lemma
MPCP < PCP J

Beweis:
sei K = ((x1,¥1)---, (X, yk)) Korrespondenzsystem iiber ¥ mit § ¢ X

firw=aa>...a,, € *:

W=a21%22%-a,% W =9%a1%2% -3, W =25%a%2% - a,$

setze f(K) — ((X1>7 .<y1)7 (X2>7j@)7 T (X/iaj/k% (/><1>7§/1)7 ($7$$))
da f berechenbar ist, ist noch K € MPCP <= f(K) € PCP zu zeigen:

=" Sei K € MPCP. Dann existiert Lésung 1, i, ..., i, von K. Also ist
k+1i»,i3,...,0ih k+2 Losung von f(K), d.h. f(K) € PCP.
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Entscheidbarkeit

,<" Sei nun f(K) € PCP. Dann existiert Lésung i1, Iz, ..., ip von f(K).
Eine Losung iy, iy, ..., i, von K erhdlt man, indem man in der Folge
I'1,I'2,...,I.n

® alle Vorkommen von k + 1 durch 1 ersetzt und

® alle Vorkommen von k + 2 streicht.

Vergleich der ersten Buchstaben liefert i1 € {k 4+ 1, k 4 2}.

Angenommen, i = k + 2. Der Vergleich der zweiten Buch-
staben liefert ip € {k + 1, k + 2}.
Der Vergleich der dritten Buchstaben sichert i» = k + 2.

Dann ist aber x;, ---x; = $" kiirzer als y; ---y; = $°", im
Widerspruch zu deren Gleichheit.

Also erhalten wir i; = k + 1, und damit i; =1, d.h. K € MPCP. []
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Entscheidbarkeit

Wir werden nun Hy < MPCP zeigen, d.h. aus (dem Kode) einer
Turing-Maschine M = (Z,%,T, 0, z9, O, E) werden wir ein
Korrespondenzsystem K (M) berechnen mit

M halt bei leerer Eingabe <= K(M) hat eine Lésung mit i1 = 1.

Wir kdnnen annehmen, dall die TM M nur anhalt, wenn sie sich in

Endzustand aus E und der Kopf sich am Anfang des beschrifteten Bandes
befindet.
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Entscheidbarkeit

K (M) hat folgende Wortpaare:
® (x1,y1) = (#,# > z90<) ist erstes Wortpaar
® Kopierpaare (a, a) fir ac ' U {>, <}
e Uberfithrungspaare (z,2/ € Z,a,b,c € T)
(za,Zz'c) fir (Z',¢c,N)=46(z,a)
(za,cz’) fir (Z,c,R)=04(z,a)
(bza,z'bc) fir (Z,c,L) =9(z,a)
(>za,>Z'0Oc)  fiur (Z2,¢,L) =d(z,a)
(z<,2'cq)  fir (Z/,¢c,N)=46(z,0)
(zq,cZz/«) fir (Z',¢,R) =6(z,0)
(bz<,z'bc<) fir (Z/,c¢,L) =4d(z,0)
® | Oschpaare (azb, zb) und (zba, zb) fir alle z € E, a,b € I mit
6(z,b) = (z, b, N)
® AbschluBpaare (bza<#,#) fir alle z € E, a € [ mit
d(z,a) = (z,a,N)

WS 20/21 Automaten, Sprachen und Komplexitit, 25. Vorlesung 25.10



Entscheidbarkeit

Lemma

Die Abbildung K, die der Turing-Maschine M das Korrespondenzsystem
K (M) zuordnet, ist eine Reduktion von Hy auf MPCP, es gilt also
Hy < MPCP.

Beweis

Beobachtung (a)

Sind uzv und u'Z'v’ Konfigurationen von M mit uzv F v'Z'v/, so existieren
Mydpy.ooyin €{1,2 00 kY mit xix;, -+ X;, = Duzv<

n

/_1../
YirYio © Vi, = buzvd

Begriindung: sei v = aw und sei (Z/, ¢, y) = 0(z, a), so dall v'Z'v" aus
uzaw durch Ausfiihrung dieser Regel entsteht, z.B. y = N. Dann gilt
v =uund v = cw.
Also: zundchst durch Kopierpaare, dann durch (x;, y;) = (za, z’c) und dann
durch Kopierpaare: xjxj, ---xj, = >uzaw<

YiYio © " Vi = >u'z cw<
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Entscheidbarkeit

Beobachtung (b)

Sind u,vel*, z€ Eund a,b €l mit 5(2 b) = (z, b, N), so existieren
yeoosin €{1,2,... k} mit xpx;,---x; = b>uazbvd
YinYio - Yi, = >uzbv<

Begriindung: wie oben durch Kopierpaare und Loschpaar (azb, zb), da
6(z,b) = (z, b, N)

Beobachtung (c)

Sind u,vel* ze€ Eund a,b €l mit 5(2 b) = (z, b, N), so existieren
Myeoosin €{1,2,... k} mit xpx;,---x; = b>uzbav<
VirVip - Vi = >uzbv<

Begriindung analog
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Entscheidbarkeit

angenommen, die TM M halt bei leerer Eingabe. Dann existieren also
Konfigurationen k; = ujz;v; mit zoO = ko - ki b - - - kp, so dals k,
akzeptierende Haltekonfiguration ist.

nach Beobachtungen (a,b,c) existieren i1,...,imn € {1,2,..., k}, so dal}
Xj, -+ Xj, bzw. yi ---y; wie folgt aussehen:

>UgZoVo ADU1ZIVL <+ - DURZVp < -+ D>ZpVp < - > Z,bad

SULZIVL < -+ D UpZpVp<l: -+ > ZaVp<s - - > Z,ba < >z, b<
also (mit Anfangspaar 1 und einer SchluBregel /):

X1Xiq ** Xipp Xj = # > ugzovo <UL Z1V1 4 D ana < I>an<l #

ViV YinYi = # > 200 A>uzzvi <--- > zpba <>z b < #F .

Wegen ug = € hat das Korrespondenzsystem K(M) also eine Lésung mit
erstem Index 1, d.h. K(M) € MPCP.

WS 20/21 Automaten, Sprachen und Komplexitit, 25. Vorlesung 25.13



Entscheidbarkeit

Damit gezeigt: M hilt bei leerer Eingabe — K(M) € MPCP.
umgekehrte Implikation wird dhnlich gezeigt (aber wir tun dies hier nicht).

damit: Die Abbildung K, die jeder Turing-Maschine ein
Korrespondenzsystem zuordnet, ist eine Reduktion von Hy auf MPCP.

— Hy < MPCP. ]
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Entscheidbarkeit

Satz (Emil Post, 1947)

PCP ist unentscheidbar.
(T. Neary 2015: 5 Paare reichen hierfiir.)

Beweis Hy < MPCP < PCP nach Lemmata auf Folien 25.11 und 25.7

Nach dem Satz auf Folie 22.25 ist Hy unentscheidbar, nach dem Lemma
auf Folie 22.20 sind also MPCP und PCP unentscheidbar. O
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Entscheidbarkeit

Satz
PCP ist semi-entscheidbar. J

Beweis:

Probiere erst alle Indexfolgen der Lange 1 aus, dann alle Indexfolgen der
Lange 2, ...

Falls irgendwann eine passende Indexfolge gefunden wird, so gib 1 aus. [

Korollar

Das Komplement PCP von PCP ist nicht semi-entscheidbar. J
Beweis:

PCP unentscheidbar und semi-entscheidbar

— PCP nicht semi-entscheidbar nach Satz auf Folie 23.11 []
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Entscheidbarkeit

Kontextfreie Sprachen

Erinnerung

Wir kennen Algorithmen, mit denen die folgenden Probleme fiir
deterministische endliche Automaten M und M’ geldst werden kénnen:

© Wortproblem: ,w € L(M)?"

@ Leerheitsproblem: ,,L(M) = (7"

© Schnittproblem: ,,L(M) N L(M") = (7"
Q Inklusionsproblem: ,,L(M) C L(M")?"
@ Aquivalenzproblem: ,L(M) = L(M')?"

Wort- und Leerheitsproblem haben wir auch fiir Kellerautomaten gelost.
Wir werden zeigen, dal} u.a. die restlichen Probleme fiir Kellerautomaten
nicht semi-entscheidbar (und damit nicht entscheidbar) sind.
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Entscheidbarkeit

dazu zeigen wir:

(1 PCP < RengA
© PCP < Schnpppa < Inklpppa < Univppa < Eqppa

© Univppa < Eqpra,pDA
Q Univppa < Inklpra,ppa

Zunachst daher eine Konstruktion, die Korrespondenzsysteme mit
Kellerautomaten in Beziehung setzt.

Konstruktion

Sei K = ((x1,¥1),---, (X, yx)) Korrespondenzsystem iiber X. Setze
o= SU{L2... . Kk$),

XK == {I'nl'n_l---l'1$X,'1X,'2---X,'n‘nZl,lSil,l'g,...,inSk} und
Yk = lnin—1- 08 Yo Y In=21L1<i1,i2,...,0h < k}
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Entscheidbarkeit

Behauptung 1

Aus einem Korrespondenzsystem K konnen deterministische
Kellerautomaten (=DPDA) Px und Py berechnet werden mit
L(Px) — XK und L(Py) — YK.

Beweis: klar. ]

Behauptung 2

Aus einem Korrespondenzsystem K kann ein Kellerautomat (=PDA) Pk
berechnet werden mit L(Pk) =1*\ (Xx N Yk).

Beweis:

1. Schritt: berechne DPDAs Px und Py nach Behauptung 1

2. Schritt: berechne DPDAs P und Py, mit L(Py) = ' \ Xk und
L(Py)=T"\ Yk

3. Schritt: berechne PDA Pk mit L(Pk) = L(Px) U L(Py)
:F*\XKUI'*\YK:F*\(XKHYK) []
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Entscheidbarkeit

Jetzt bereiten wir den Zusammenhang zwischen Posts
Korrespondenzproblem und unseren Problemen fiir kontextfreie Sprachen
Vor.
Behauptung 3
Sei K Korrespondenzsystem. Dann sind aquivalent:

@ K hat eine Losung.

Q@ XxNYx#0D

© Xk N Yk ist unendlich.

Q@ Xk N Yk ist nicht regular.

WS 20/21 Automaten, Sprachen und Komplexitit, 25. Vorlesung 25.20



Entscheidbarkeit

Beweis:

»(1) = (3)": Sei i1ip - - - i, Losung. Dann gilt x;, x;, -+ xi, = Vi, Vin * " Vi,
und daher

(inipn—1 -+ - /'1)€$(X,-1 Xiyy* X,-n)ﬁ c Xk N Yk
fur alle ¢ > 1.
»(3) = (2)" trivial

2(2) = (1) Ist inin—1 -+ 1%w € Xk N Yk, so hat K die Losung
CH A

,(4) = (2)" Da die leere Menge regular ist, kann Xk N Yk nicht leer sein.
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Entscheidbarkeit

2(3) = (4)" Sei Xk N Yk = {ui$v; | i > 1} mit u;$v; # u;$v; fiir alle
1 < i < j unendlich. Es gilt uj # u; fur alle 1 </ <.

Angenommen, Xk N Yy ware regular. Dann existiert ein DFA
M= (Z,%, 2,9, F) mit L(M)=XknN Yk.

Da Z endlich ist, existiert z € Z, so dal die folgende Menge unendlich
Ist:

/:{i21|3(zo,u,-):z}
Also existieren i,j € | mit i # j und |vi| < |uj| < |vj).
Es gilt

(20, ui$vy) = 5(3(20, ), $;) = 3(8(20, 1), $v7) = B(z0, u%v;) € E,

d.h. U,'$Vj c Xk N Yk.

Also existiert k mit u;$v; = ukSvk, d.h. uj = v und vj = vi.
V=V

up = Uy = i = k == vj = v;, im Widerspruch zu |v;| < |vj|. ]
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Entscheidbarkeit

Satz
Das Regularitdtsproblem fiir PDAs
Regppa = {P ‘ P PDA mit L(P) regulér}

ist nicht semi-entscheidbar.

Beweis Wir zeigen PCP < Regppa:

Die Abbildung K +— Pk mit L(Px) =T"\ (Xk N Yk) ist berechenbar
(Behauptung 2). Es gilt

K ¢ PCP 23 Xk N Yk regulir < L(Pgk) regular.

Also ist diese Abbildung eine Reduktion des nicht semi-entscheidbaren
Problems PCP auf Regppa. ]
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Entscheidbarkeit

Satz (Stearns 1967)
Das Regularitatsproblem fiir DPDAs

Regpppa = {P ‘ P DPDA mit L(P) reguléir}

ist entscheidbar.

ohne Beweis
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Entscheidbarkeit

Satz
Das Schnittproblem fiir DPDAs

Schnpppa = {(P1, P2) | P1, P> DPDAs mit L(Py) N L(P2) = 0}

ist nicht semi-entscheidbar.

Beweis Wir zeigen PCP < Schnpppa: Die Abbildung, die jedem
Korrespondenzsystem K das Paar (Px, Py) von DPDAs nach Beh. 1
zuordnet, ist berechenbar. Nach Behauptung 3 gilt

K € PCP < L(Px)NL(Py) 0

und damit
KePCP < L(Px)NL(Py)=0.

Also ist diese Abbildung eine Reduktion des nicht semi-entscheidbaren
Problems PCP auf SChnDpDA. ]
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Entscheidbarkeit

Korollar
Das Inklusionsproblem fiir DPDAs

Inklpppa = {(P1, P2) | P1, P, DPDAs mit L(P1) C L(P2)}

ist nicht semi-entscheidbar.

Beweis Wir zeigen SChnDpDA < InlepDA:
Seien P; und P, zwei DPDAs. Dann kann DPDA P) berechnet werden mit

L(P,) = £*\ L(P2). Es gilt
L(P) N L(P) =0 < L(Py)C L(P).

Also ist die Abbildung (P1, P2) — (P1, P}) eine Reduktion von Schnpppa
auf |nk|DpDA. []
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Korollar
Das Universalitatsproblem fiir PDAs

UninDA = {P PDA ‘ L(P) = Z*}

ist nicht semi-entscheidbar.

Beweis Wir zeigen Inklpppa < Univppa:

Seien P; und P, DPDAs. Berechne DPDAs P{ und P mit
L(P]) = £*\ L(Py) und L(P,) = £*\ L(P,). Berechne PDA P mit
L(P) = L(P;) UL(P5). Dann gilt

L(P)NLP) =0 < T*\ L(P) U\ L(P,) = X% « L(P)=2X*.

Die Abbildung (P1, P>) — P ist also eine Reduktion von Inklpppa auf
UninDA. []
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Korollar

Das Aquivalenzproblem fiir PDAs

Eqppa = {(Pl, P2) ‘ P1, P, PDAs mit L(Pl) = L(PQ)}

ist nicht semi-entscheidbar.

Beweis Wir zeigen UninDA < EquAZ

Sei P’ PDA mit L(P) = £*. Dann ist Abbildung P — (P, P") die gesuchte
Reduktion. []

Fiir DPDAs ist diese Frage entscheidbar (Senizergues 1997, vollstandige
Version 2001: 167 Seiten), sogar durch ein LOOP-Programm (Stirling
2002, Jancars vollstandiger Beweis 28 Seiten von 2018). Insbesondere ist
das Universalitatsproblem fiir DPDAs entscheidbar.
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Korollar

Die folgenden Probleme sind nicht semi-entscheidbar:

EqDFA,PDA = {(M, P) | M DFA, P PDA mit L(M) — L(P)}
InleFAprA = {(M, P) | M DFA, P PDA mit L(M) C L(P)}

Beweis Wir zeigen UninDA < ECIDFA,PDA und UnivPDA < InkIDFA,PDA:

Sei M DFA mit L(M) = X£*. Dann ist Abbildung P +— (M, P) die gesuchte
Reduktion, denn
L(P)=Y" <— L(M)=L(P)

bzw.

L(P)=X* < L(M)C L(P).
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Bemerkung

Das folgende Problem ist hingegen entscheidbar:

|nk|pDA7D|:A = {(P, M) ‘ P PDA, M DFA mit L(P) g L(M)}

Beweis:

Berechne DFA M’ mit L(M") = X*\ L(M).
Berechne PDA P’ mit L(P') = L(P) N L(M')
Dann gilt

L(P)C L(M) < O =L(P)\ L(M)=L(P)NLM)=L(P".
Damit haben wir eine Reduktion von Inklppa pra auf das entscheidbare

Leerheitsproblem fiir kontextfreie Sprachen (vgl. Folie 16.3). ]
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Bemerkung
Fiur DPDAs sind die Probleme von Folie 25.29 entscheidbar:

Eaprappoa = {(M,P)| M DFA, P DPDA mit L(M) = L(P)}
|nk|D|:A,DPDA = {(M, P) } M DFA, P DPDA mit L(M) g L(P)}

Beweis:
Sei P DPDA und M DFA.

Aquivalenz: Entscheidbarkeit folgt aus Senizergues’' Ergebnis.

Inklusion:
1. Schritt: Berechne DPDA P; mit L(Py) = X*\ L(P)

2. Schritt: Berechne DPDA P, mit L(Py) = L(M) N L(P1)
3. Schritt: Teste, ob L(P2) = 0.

Es gilt L(P>) = L(M) N L(Py) = L(M)\ L(P), also
L(P) =0 <= L(M)C L(P). ]
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/usammenfassung

Q@ Hy < MPCP < PCP == PCP ist nicht semi-entscheidbar.

@ PCP < Regppa
P < SChnDpDA < InlepDA < Univpppa < EquA
Univpppa < EdpFa.pDA

Univppa < Inklpra ppa
— Keines dieser Probleme ist auch nur semi-entscheidbar.

© Die Probleme Regpppa, Eqpppa. Inklppa,pFa, Edpra,pPpa und
|nk|D|:A,D|:>DA sind hingegen entscheidbar.
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