
Entscheidbarkeit

Einige unentscheidbare Probleme

Wir verwenden nun die Reduktions-Beweistechnik und zeigen die
Unentscheidbarkeit folgender Probleme:

• Posts Korrespondenzproblem (PCP)
ein kombinatorisches Problem auf Wörtern, wichtiges (Hilfs-)Problem,
um damit die Unentscheidbarkeit anderer Probleme zu zeigen

• Schnittproblem für kontextfreie Grammatiken
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Entscheidbarkeit

Posts Korrespondenzproblem (PCP)

Definition
(1) Ein Korrespondenzsystem ist eine endliche Folge von Paaren

K =
�
(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xk , yk)

�
mit xi , yi 2 ⌃+ für alle 1  i  k

(dabei ist ⌃ ein beliebiges Alphabet).
(2) Eine Lösung von K ist eine endliche Folge von Indizes

i1, i2, . . . , in 2 {1, 2, . . . , k} mit n � 1 und xi1 xi2 · · · xin = yi1 yi2 · · · yin .
(3) MPCP („modifiziertes PCP“) ist die Menge der

Korrespondenzsysteme, die eine Lösung mit i1 = 1 besitzen.
(4) PCP ist die Menge der Korrespondenzsysteme, die eine Lösung

besitzen.

Ziel: die Menge PCP ist unentscheidbar, dazu: H0  MPCP  PCP
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Entscheidbarkeit

Beispiel
Ist das folgende Korrespondenzsystem lösbar?

x1 = 0 x2 = 1 x3 = 0101
y1 = 010 y2 = 101 y3 = 01

Eine mögliche Lösung ist (3, 3, 1, 2):

01 01 | 010 1 | 0 | 1
01 | 01 | 010 | 1 0 1

Eine weitere (kürzere) Lösung ist: (3, 1)
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Entscheidbarkeit

Beispiel
Ist das folgende Korrespondenzsystem lösbar?

x1 = 110 x2 = 0 x3 = 1
y1 = 1 y2 = 1111 y3 = 01

Wir suchen eine Lösung:

110
1

1 //

2
✏✏

110110
11

3 //
1101101
1101

1 //

2
✏✏

1101101110
11011

3 // . . .

1100
11111

11011010
11011111

Damit folgt, daß es keine Lösung gibt.
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Entscheidbarkeit

Beispiel
Das folgende Korrespondenzsystem ist lösbar:

x1 = 001 x2 = 01 x3 = 01 x4 = 10
y1 = 0 y2 = 011 y3 = 101 y4 = 001

Eine kürzeste Lösung besteht aus 66 Indizes:
(2, 4, 3, 4, 4, 2, 1, 2, 4, 3, 4, 3, 4, 4, 3, 4, 4, 2, 1, 4, 4, 2, 1, 3, 4, 1, 1, 3,
4, 4, 4, 2, 1, 2, 1, 1, 1, 3, 4, 3, 4, 1, 2, 1, 4, 4, 2, 1, 4, 1, 1, 3, 4, 1, 1, 3,
1, 1, 3, 1, 2, 1, 4, 1, 1, 3).
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Entscheidbarkeit

Beispiel
Das folgende Korrespondenzsystem ist lösbar:

x1 = 0 x2 = 0000 x3 = 0001 x4 = 101
y1 = 00 y2 = 0101 y3 = 10 y4 = 1

Angeblich besteht eine kürzeste Lösung aus 781 Indizes.

An der Komplexität dieser Lösung kann man bereits die Schwierigkeit des
Problems ablesen.
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Entscheidbarkeit

Lemma
MPCP  PCP

Beweis:
sei K =

�
(x1, y1), . . . , (xk , yk)

�
Korrespondenzsystem über ⌃ mit $ /2 ⌃

für w = a1a2 . . . am 2 ⌃⇤:

�!
w = a1$a2$ · · · am$  �

w = $a1$a2$ · · · am  !
w = $a1$a2$ · · · am$

setze f (K ) =
�
(�!x1 ,
 �
y1), (

�!
x2 ,
 �
y2), · · · (�!xk , �yk ), ( !x1 ,

 �
y1), ($, $$)

�

da f berechenbar ist, ist noch K 2 MPCP () f (K ) 2 PCP zu zeigen:

„)“ Sei K 2 MPCP. Dann existiert Lösung 1, i2, . . . , in von K . Also ist
k + 1, i2, i3, . . . , in, k + 2 Lösung von f (K ), d.h. f (K ) 2 PCP.
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Entscheidbarkeit

„(“ Sei nun f (K ) 2 PCP. Dann existiert Lösung i1, i2, . . . , in von f (K ).

Eine Lösung i
0
1, i

0
2, . . . , i

0
n0 von K erhält man, indem man in der Folge

i1, i2, . . . , in
• alle Vorkommen von k + 1 durch 1 ersetzt und
• alle Vorkommen von k + 2 streicht.

Vergleich der ersten Buchstaben liefert i1 2 {k + 1, k + 2}.
Angenommen, i1 = k + 2. Der Vergleich der zweiten Buch-
staben liefert i2 2 {k + 1, k + 2}.
Der Vergleich der dritten Buchstaben sichert i2 = k + 2.
...
Dann ist aber xi1 · · · xin = $n kürzer als yi1 · · · yin = $2n, im
Widerspruch zu deren Gleichheit.

Also erhalten wir i1 = k + 1, und damit i 01 = 1, d.h. K 2 MPCP.
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Entscheidbarkeit

Wir werden nun H0  MPCP zeigen, d.h. aus (dem Kode) einer
Turing-Maschine M = (Z ,⌃, �, �, z0,2,E ) werden wir ein
Korrespondenzsystem K (M) berechnen mit

M hält bei leerer Eingabe () K (M) hat eine Lösung mit i1 = 1 .

Wir können annehmen, daß die TM M nur anhält, wenn sie sich in
Endzustand aus E und der Kopf sich am Anfang des beschrifteten Bandes
befindet.
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Entscheidbarkeit

K (M) hat folgende Wortpaare:
• (x1, y1) = (#,# . z02/) ist erstes Wortpaar
• Kopierpaare (a, a) für a 2 � [ {., /}
• Überführungspaare (z , z 0 2 Z , a, b, c 2 �)

(za, z 0c) für (z 0, c ,N) = �(z , a)
(za, cz 0) für (z 0, c ,R) = �(z , a)

(bza, z 0bc) für (z 0, c , L) = �(z , a)
(.za, .z 02c) für (z 0, c , L) = �(z , a)

(z/, z 0c/) für (z 0, c ,N) = �(z ,2)
(z/, cz 0/) für (z 0, c ,R) = �(z ,2)

(bz/, z 0bc/) für (z 0, c , L) = �(z ,2)

• Löschpaare (azb, zb) und (zba, zb) für alle z 2 E , a, b 2 � mit
�(z , b) = (z , b,N)

• Abschlußpaare (.za /#,#) für alle z 2 E , a 2 � mit
�(z , a) = (z , a,N)
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Entscheidbarkeit

Lemma
Die Abbildung K , die der Turing-Maschine M das Korrespondenzsystem
K (M) zuordnet, ist eine Reduktion von H0 auf MPCP, es gilt also
H0  MPCP.

Beweis

Beobachtung (a)
Sind uzv und u

0
z
0
v
0 Konfigurationen von M mit uzv ` u

0
z
0
v
0, so existieren

i1, i2, . . . , in 2 {1, 2, . . . , k} mit xi1xi2 · · · xin = .uzv/
yi1yi2 · · · yin = .u0z 0v 0/

Begründung: sei v = aw und sei (z 0, c , y) = �(z , a), so daß u
0
z
0
v
0 aus

uzaw durch Ausführung dieser Regel entsteht, z.B. y = N. Dann gilt
u
0 = u und v

0 = cw .
Also: zunächst durch Kopierpaare, dann durch (xi , yi ) = (za, z 0c) und dann
durch Kopierpaare: xi1xi2 · · · xin = .uzaw/

yi1yi2 · · · yin = .u0z 0cw/
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Entscheidbarkeit

Beobachtung (b)
Sind u, v 2 �⇤, z 2 E und a, b 2 � mit �(z , b) = (z , b,N), so existieren
i1, . . . , in 2 {1, 2, . . . , k} mit xi1xi2 · · · xin = .uazbv/

yi1yi2 · · · yin = .uzbv/

Begründung: wie oben durch Kopierpaare und Löschpaar (azb, zb), da
�(z , b) = (z , b,N)

Beobachtung (c)
Sind u, v 2 �⇤, z 2 E und a, b 2 � mit �(z , b) = (z , b,N), so existieren
i1, . . . , in 2 {1, 2, . . . , k} mit xi1xi2 · · · xin = .uzbav/

yi1yi2 · · · yin = .uzbv/

Begründung analog
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Entscheidbarkeit

angenommen, die TM M hält bei leerer Eingabe. Dann existieren also
Konfigurationen ki = uizivi mit z02 = k0 ` k1 ` · · · kn, so daß kn

akzeptierende Haltekonfiguration ist.
nach Beobachtungen (a,b,c) existieren i1, . . . , im 2 {1, 2, . . . , k}, so daß
xi1 · · · xim bzw. yi1 · · · yim wie folgt aussehen:

.u0z0v0 / .u1z1v1 / · · ·.unznvn / · · ·.znvn / · · · . znba/
.u1z1v1 / · · · . unznvn/· · · . znvn/· · · . znba / .znb/

also (mit Anfangspaar 1 und einer Schlußregel j):

x1xi1 · · · ximxj = # . u0z0v0 / .u1z1v1 / · · · . znba / .znb /#

y1yi1 · · · yimyj = # . z02 / . u1z1v1 / · · · . znba / .znb /# .

Wegen u0 = " hat das Korrespondenzsystem K (M) also eine Lösung mit
erstem Index 1, d.h. K (M) 2 MPCP.
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Entscheidbarkeit

Damit gezeigt: M hält bei leerer Eingabe =) K (M) 2 MPCP.

umgekehrte Implikation wird ähnlich gezeigt (aber wir tun dies hier nicht).

damit: Die Abbildung K , die jeder Turing-Maschine ein
Korrespondenzsystem zuordnet, ist eine Reduktion von H0 auf MPCP.

=) H0  MPCP.
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Entscheidbarkeit

Satz (Emil Post, 1947)
PCP ist unentscheidbar.
(T. Neary 2015: 5 Paare reichen hierfür.)

Beweis H0  MPCP  PCP nach Lemmata auf Folien 25.11 und 25.7

Nach dem Satz auf Folie 22.25 ist H0 unentscheidbar, nach dem Lemma
auf Folie 22.20 sind also MPCP und PCP unentscheidbar.
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Entscheidbarkeit

Satz
PCP ist semi-entscheidbar.

Beweis:

Probiere erst alle Indexfolgen der Länge 1 aus, dann alle Indexfolgen der
Länge 2, . . .

Falls irgendwann eine passende Indexfolge gefunden wird, so gib 1 aus.

Korollar
Das Komplement PCP von PCP ist nicht semi-entscheidbar.

Beweis:
PCP unentscheidbar und semi-entscheidbar
=) PCP nicht semi-entscheidbar nach Satz auf Folie 23.11
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Entscheidbarkeit

Kontextfreie Sprachen

Erinnerung
Wir kennen Algorithmen, mit denen die folgenden Probleme für
deterministische endliche Automaten M und M

0 gelöst werden können:
1 Wortproblem: „w 2 L(M)?“
2 Leerheitsproblem: „L(M) = ;?“
3 Schnittproblem: „L(M) \ L(M 0) = ;?“
4 Inklusionsproblem: „L(M) ✓ L(M 0)?“
5 Äquivalenzproblem: „L(M) = L(M 0)?“

Wort- und Leerheitsproblem haben wir auch für Kellerautomaten gelöst.
Wir werden zeigen, daß u.a. die restlichen Probleme für Kellerautomaten
nicht semi-entscheidbar (und damit nicht entscheidbar) sind.
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Entscheidbarkeit

dazu zeigen wir:
1 PCP  RegPDA

2 PCP  SchnDPDA  InklDPDA  UnivPDA  EqPDA

3 UnivPDA  EqDFA,PDA

4 UnivPDA  InklDFA,PDA

Zunächst daher eine Konstruktion, die Korrespondenzsysteme mit
Kellerautomaten in Beziehung setzt.

Konstruktion
Sei K =

�
(x1, y1), . . . , (xk , yk)

�
Korrespondenzsystem über ⌃. Setze

� = ⌃ [ {1, 2, . . . , k , $} ,
XK = {in in�1 · · · i1$xi1 xi2 · · · xin | n � 1, 1  i1, i2, . . . , in  k} und
YK = {in in�1 · · · i1$yi1 yi2 · · · yin | n � 1, 1  i1, i2, . . . , in  k}
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Entscheidbarkeit

Behauptung 1
Aus einem Korrespondenzsystem K können deterministische
Kellerautomaten (=DPDA) PX und PY berechnet werden mit
L(PX ) = XK und L(PY ) = YK .

Beweis: klar.

Behauptung 2
Aus einem Korrespondenzsystem K kann ein Kellerautomat (=PDA) PK

berechnet werden mit L(PK ) = �⇤ \ (XK \ YK ).

Beweis:
1. Schritt: berechne DPDAs PX und PY nach Behauptung 1
2. Schritt: berechne DPDAs P

0
X und P

0
Y mit L(P 0

X ) = �⇤ \ XK und
L(P 0

Y ) = �⇤ \ YK

3. Schritt: berechne PDA PK mit L(PK ) = L(P 0
X ) [ L(P 0

Y )
= �⇤ \ XK [ �⇤ \ YK = �⇤ \ (XK \ YK )
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Entscheidbarkeit

Jetzt bereiten wir den Zusammenhang zwischen Posts
Korrespondenzproblem und unseren Problemen für kontextfreie Sprachen
vor.

Behauptung 3
Sei K Korrespondenzsystem. Dann sind äquivalent:

1 K hat eine Lösung.
2 XK \ YK 6= ;
3 XK \ YK ist unendlich.
4 XK \ YK ist nicht regulär.
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Entscheidbarkeit

Beweis:
„(1)) (3)“: Sei i1i2 · · · in Lösung. Dann gilt xi1 xi2 · · · xin = yi1 yi2 · · · yin

und daher

(in in�1 · · · i1)`$(xi1 xi2 , · · · xin)` 2 XK \ YK

für alle ` � 1.

„(3)) (2)“ trivial

„(2)) (1)“ Ist in in�1 · · · i1$w 2 XK \ YK , so hat K die Lösung
(i1, i2, . . . , in).

„(4)) (2)“ Da die leere Menge regulär ist, kann XK \ YK nicht leer sein.
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Entscheidbarkeit

„(3)) (4)“ Sei XK \ YK = {ui$vi | i � 1} mit ui$vi 6= uj$vj für alle
1  i < j unendlich. Es gilt ui 6= uj für alle 1  i < j .

Angenommen, XK \ YK wäre regulär. Dann existiert ein DFA
M = (Z ,⌃, z0, �,F ) mit L(M) = XK \ YK .

Da Z endlich ist, existiert z 2 Z , so daß die folgende Menge unendlich
ist:

I =
�
i � 1 | �̂(z0, ui ) = z

 

Also existieren i , j 2 I mit i 6= j und |vi | < |uj |  |vj |.

Es gilt

�̂(z0, ui$vj) = �̂
�
�̂(z0, ui ), $vj

�
= �̂

�
�̂(z0, uj), $vj

�
= �̂(z0, uj$vj) 2 E ,

d.h. ui$vj 2 XK \ YK .

Also existiert k mit ui$vj = uk$vk , d.h. ui = uk und vj = vk .
ui = uk =) i = k

vj=vk
===) vj = vi , im Widerspruch zu |vi | < |vj |.
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Entscheidbarkeit

Satz
Das Regularitätsproblem für PDAs

RegPDA =
�
P
�� P PDA mit L(P) regulär

 

ist nicht semi-entscheidbar.

Beweis Wir zeigen PCP  RegPDA:

Die Abbildung K 7! PK mit L(PK ) = �⇤ \ (XK \ YK ) ist berechenbar
(Behauptung 2). Es gilt

K 2 PCP Beh. 3() XK \ YK regulär () L(PK ) regulär .

Also ist diese Abbildung eine Reduktion des nicht semi-entscheidbaren
Problems PCP auf RegPDA.
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Entscheidbarkeit

Satz (Stearns 1967)
Das Regularitätsproblem für DPDAs

RegDPDA =
�
P
�� P DPDA mit L(P) regulär

 

ist entscheidbar.

ohne Beweis
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Entscheidbarkeit

Satz
Das Schnittproblem für DPDAs

SchnDPDA =
�
(P1,P2)

�� P1,P2 DPDAs mit L(P1) \ L(P2) = ;
 

ist nicht semi-entscheidbar.

Beweis Wir zeigen PCP  SchnDPDA: Die Abbildung, die jedem
Korrespondenzsystem K das Paar (PX ,PY ) von DPDAs nach Beh. 1
zuordnet, ist berechenbar. Nach Behauptung 3 gilt

K 2 PCP () L(PX ) \ L(PY ) 6= ;

und damit
K 2 PCP () L(PX ) \ L(PY ) = ; .

Also ist diese Abbildung eine Reduktion des nicht semi-entscheidbaren
Problems PCP auf SchnDPDA.
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Entscheidbarkeit

Korollar
Das Inklusionsproblem für DPDAs

InklDPDA =
�
(P1,P2)

�� P1,P2 DPDAs mit L(P1) ✓ L(P2)
 

ist nicht semi-entscheidbar.

Beweis Wir zeigen SchnDPDA  InklDPDA:
Seien P1 und P2 zwei DPDAs. Dann kann DPDA P

0
2 berechnet werden mit

L(P 0
2) = ⌃⇤ \ L(P2). Es gilt

L(P1) \ L(P2) = ; () L(P1) ✓ L(P 0
2) .

Also ist die Abbildung (P1,P2) 7! (P1,P 0
2) eine Reduktion von SchnDPDA

auf InklDPDA.
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Korollar
Das Universalitätsproblem für PDAs

UnivPDA =
�
P PDA

�� L(P) = ⌃⇤ 

ist nicht semi-entscheidbar.

Beweis Wir zeigen InklDPDA  UnivPDA:

Seien P1 und P2 DPDAs. Berechne DPDAs P
0
1 und P

0
2 mit

L(P 0
1) = ⌃⇤ \ L(P1) und L(P 0

2) = ⌃⇤ \ L(P2). Berechne PDA P mit
L(P) = L(P 0

1) [ L(P 0
2). Dann gilt

L(P1) \ L(P2) = ; () ⌃⇤ \ L(P1) [ ⌃⇤ \ L(P2) = ⌃⇤ () L(P) = ⌃⇤ .

Die Abbildung (P1,P2) 7! P ist also eine Reduktion von InklDPDA auf
UnivPDA.
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Korollar
Das Äquivalenzproblem für PDAs

EqPDA =
�
(P1,P2)

�� P1,P2 PDAs mit L(P1) = L(P2)
 

ist nicht semi-entscheidbar.

Beweis Wir zeigen UnivPDA  EqPDA:

Sei P 0 PDA mit L(P) = ⌃⇤. Dann ist Abbildung P 7! (P ,P 0) die gesuchte
Reduktion.

Für DPDAs ist diese Frage entscheidbar (Senizergues 1997, vollständige
Version 2001: 167 Seiten), sogar durch ein LOOP-Programm (Stirling
2002, Jančars vollständiger Beweis 28 Seiten von 2018). Insbesondere ist
das Universalitätsproblem für DPDAs entscheidbar.

WS 20/21 Automaten, Sprachen und Komplexität, 25. Vorlesung 25.28



Entscheidbarkeit

Korollar
Die folgenden Probleme sind nicht semi-entscheidbar:

EqDFA,PDA =
�
(M,P)

�� M DFA, P PDA mit L(M) = L(P)
 

InklDFA,PDA =
�
(M,P)

�� M DFA, P PDA mit L(M) ✓ L(P)
 

Beweis Wir zeigen UnivPDA  EqDFA,PDA und UnivPDA  InklDFA,PDA:

Sei M DFA mit L(M) = ⌃⇤. Dann ist Abbildung P 7! (M,P) die gesuchte
Reduktion, denn

L(P) = ⌃⇤ () L(M) = L(P)

bzw.
L(P) = ⌃⇤ () L(M) ✓ L(P) .
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Bemerkung
Das folgende Problem ist hingegen entscheidbar:

InklPDA,DFA =
�
(P ,M)

�� P PDA, M DFA mit L(P) ✓ L(M)
 

Beweis:
Berechne DFA M

0 mit L(M 0) = ⌃⇤ \ L(M).
Berechne PDA P

0 mit L(P 0) = L(P) \ L(M 0)
Dann gilt

L(P) ✓ L(M) () ; = L(P) \ L(M) = L(P) \ L(M 0) = L(P 0) .

Damit haben wir eine Reduktion von InklPDA,DFA auf das entscheidbare
Leerheitsproblem für kontextfreie Sprachen (vgl. Folie 16.3).
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Bemerkung
Für DPDAs sind die Probleme von Folie 25.29 entscheidbar:

EqDFA,DPDA =
�
(M,P)

�� M DFA, P DPDA mit L(M) = L(P)
 

InklDFA,DPDA =
�
(M,P)

�� M DFA, P DPDA mit L(M) ✓ L(P)
 

Beweis:
Sei P DPDA und M DFA.

Äquivalenz: Entscheidbarkeit folgt aus Senizergues’ Ergebnis.

Inklusion:
1. Schritt: Berechne DPDA P1 mit L(P1) = ⌃⇤ \ L(P)
2. Schritt: Berechne DPDA P2 mit L(P2) = L(M) \ L(P1)

3. Schritt: Teste, ob L(P2) = ;.
Es gilt L(P2) = L(M) \ L(P1) = L(M) \ L(P), also
L(P2) = ; () L(M) ✓ L(P).
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Zusammenfassung

1 H0  MPCP  PCP =) PCP ist nicht semi-entscheidbar.

2 PCP  RegPDA
PCP  SchnDPDA  InklDPDA  UnivDPDA  EqPDA

UnivDPDA  EqDFA,PDA
UnivPDA  InklDFA,PDA

=) Keines dieser Probleme ist auch nur semi-entscheidbar.

3 Die Probleme RegDPDA, EqDPDA, InklPDA,DFA, EqDFA,DPDA und
InklDFA,DPDA sind hingegen entscheidbar.
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