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Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben.

(a) Sei 𝑋 eine Menge. Zeigen Sie, dass (P(𝑋 ),∪,∩, ∅, 𝑋 ) und (P(𝑋 ),∩,∪, 𝑋, ∅) Semiringe sind.

(b) Sei𝛴 einAlphabet. Überprüfen Sie, fürwelche der folgenden SprachklassenK über𝛴 die Tupel (K,∪, ·, ∅, {Y})
und (K,∩, ·, 𝛴∗, {Y}) Semiringe sind.

(i) K ist die Klasse der regulären Sprachen.
(ii) K ist die Klasse der kontextfreien Sprachen.
(iii) K ist die Klasse der deterministisch kontextfreien Sprachen.

(c) Wir betrachten die Menge [0, 1] mit der Minimumsfunktionmin und der Multiplikation ·. Zeigen Sie, dass
es keine Elemente 𝑛, 𝑒 ∈ [0, 1] gibt, für die ( [0, 1],min, ·, 𝑛, 𝑒) ein Semiring ist.
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Betrachten Sie den folgenden gewichteten Automaten A.

1 2

3 4

𝑎/1

𝑎/2

𝑏/0

𝑎/2

𝑎/1

𝑏/2

𝑏/3

1 3

1 2

Berechnen Sie ∥A∥(𝑎𝑏𝑏𝑎) über den folgenden Semiringen. Gehen Sie dabei davon aus, dass die nicht gezeich-
neten Transitionen mit dem neutralen Element der ersten Operation (also einem absorbierendem Element) ge-
wichtet sind.

(a) Rmax,+ = (R+ ∪ {−∞},max, +,−∞, 0).

(b) Nmin,+ = (N ∪ {∞},min, +,∞, 0).

(c) R+,· = (R, +, ·, 0, 1).

Hinweis: Die Gewichte “0” und “1” in A stehen für die natürlichen Zahlen 0 bzw. 1 und damit nicht zwingend
für das Null- bzw. Einselement des betrachteten Semirings.

Bitte wenden!
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Sei 𝛤 = {𝑎, 𝑏} und 𝑆 = (N, +, ·, 0, 1). Zeigen Sie, dass die Funktion 𝑓 : 𝛤 ∗ → 𝑆 mit

𝑓 (𝑤) =


6𝑛 , falls 𝑤 = 𝑎2𝑛 für ein 𝑛 ≥ 0
2|𝑤 | , falls in 𝑤 ein 𝑏 vorkommt
0 , sonst

realisierbar ist.
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Sei 𝛥 ein Alphabet und 𝛥 = {𝛾 | 𝛾 ∈ 𝛥} eine disjunkte Kopie von 𝛥. Für𝑀, 𝑁 ⊆ 𝛥
∗
𝛥∗ sei

𝑀 ⊙ 𝑁 := {𝑢𝑣 ∈ 𝛥
∗
𝛥∗ | ∃𝑤 ∈ 𝛥∗ : 𝑢𝑤 ∈ 𝑀,𝑤𝑅𝑣 ∈ 𝑁 } .

Zeigen Sie, dass (P(𝛥∗
𝛥∗),∪, ⊙, ∅, {Y}) ein Semiring ist.

Hinweis: Dieser Semiring wird in der dritten Vorlesung vorgestellt.
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Sei 𝛤 ein Alphabet und 𝑆 = (𝑆, +, ·, 0, 1) ein Semiring mit 0 ≠ 1. Zeigen Sie, dass die Funktion 𝑠 : 𝛤 ∗ → 𝑆 mit
𝑠 (𝑤) = 1 für alle 𝑤 ∈ 𝛤 ∗ über 𝑆 realisierbar ist, aber nicht durch einen normalisierten gewichteten Automaten.

Hinweis: Normalisierte Automaten werden in der vierten Vorlesung definiert.
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