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Sei 𝛤 = {𝑎, 𝑏}. Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen realisierbar sind.

(a) 𝑠 : 𝛤 ∗ → 𝑆 mit 𝑠 (𝑤) =𝑚𝑎𝑥{|𝑤 |𝑎, |𝑤 |𝑏} für alle 𝑤 ∈ 𝛤 ∗, wobei 𝑆 = (N ∪ {−∞},𝑚𝑎𝑥, +,−∞, 0)

(b) 𝑠 : 𝛤 ∗ → 𝑆 mit 𝑠 (𝑤) =
{
|𝑤 |𝑏 falls in 𝑤 wenigstens ein a vorkommt
0 sonst

für alle 𝑤 ∈ 𝛤 ∗,

wobei 𝑆 = (N, +, ·, 0, 10) bzw. 𝑆 = (N ∪ {∞},𝑚𝑖𝑛, +,∞, 0)

(c) 𝑠 : 𝛤 ∗ → 𝑆 mit 𝑠 (𝑤) = |𝑤 |2 für alle 𝑤 ∈ 𝛤 ∗, wobei 𝑆 = (N, +, ·, 0, 1)

(d) 𝑠 : 𝛤 ∗ → 𝑆 mit 𝑠 (𝑤) = 2 |𝑤 | − 1 für alle 𝑤 ∈ 𝛤 ∗, wobei 𝑆 = (N, +, ·, 0, 1)
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Sei 𝛤 ein Alphabet.

(a) Geben Sie eine realisierbare injektive Funktion 𝑓 : 𝛤 ∗ → 𝑆 über dem Semiring 𝑆 = (N, +, ·, 0, 1) an.

(b) Gelte |𝛤 | ≥ 2. Zeigen Sie, dass es keine realisierbare injektive Funktion 𝑔 : 𝛤 ∗ → 𝑆 über dem tropischen
Semiring 𝑆 = (N ∪ {∞},𝑚𝑖𝑛, +,∞, 0) gibt.
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Sei 𝛤 ein Alphabet und 𝑆 ein endlicher Semiring. Zeigen Sie, dass die charakteristische Funktion einer Sprache
𝐿 ⊆ 𝛤 ∗ genau dann über 𝑆 realisierbar ist, wenn 𝐿 regulär ist.
Hinweis: Konstruieren Sie dazu einen gewichteten Automaten A = (𝑄, 𝛤, 𝑖𝑛,𝑤𝑡, 𝑜𝑢𝑡) über 𝑆 = (𝑆, +, ·, 0, 1) einen
DFA 𝐷 = (𝑍, 𝛤, 𝜄, 𝛿, 𝐹 ) mit 𝑍 = 𝑆𝑄×𝑄 (der Menge der Abbildungen von 𝑄 × 𝑄 nach 𝑆). Wählen Sie 𝜄 und 𝛿 so,
dass für alle 𝑤 ∈ 𝛤 ∗ und 𝑧 ∈ 𝑍 gilt: 𝛿 (𝜄,𝑤) = 𝑧 gdw. 𝑧 (𝑝, 𝑞) = ∑(𝑤𝑡 (𝜚 ) | 𝜚 : 𝑝

𝑤−→ 𝑞) für alle 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑄
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Zeigen Sie, dass das Cauchy-Produkt assoziativ ist.
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