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Entscheidbarkeit

Kontextfreie Sprachen

Erinnerung

Wir kennen Algorithmen, mit denen die folgenden Probleme fiir
deterministische endliche Automaten M und M’ geldst werden kdnnen:

© Wortproblem: ,w e L(M)?"

@ Leerheitsproblem: ,L(M) = g?"

© Schnittproblem: ,,L(M)n L(M") = &7
© Inklusionsproblem: ,,L(M) c L(M")?"
@ Aquivalenzproblem: ,,L(M) = L(M")?"

Wort- und Leerheitsproblem haben wir auch fiir Kellerautomaten gelost.
Wir werden zeigen, dal} u.a. die restlichen Probleme fiir Kellerautomaten
nicht semi-entscheidbar (und damit nicht entscheidbar) sind.
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dazu zeigen wir:
@ PCP < Regppa
@ PCP < Schnpppa < Inklpppa < Univppa < Egppa

© Univppa < Eqpra,pDA
(% UninDA < |nk|D|:A’pDA

Zunachst daher eine Konstruktion, die Korrespondenzsysteme mit
Kellerautomaten in Beziehung setzt.

Konstruktion

Sei K = ((xl,yl), e (xk,yk)) Korrespondenzsystem liber ¥. Setze

I Yu{l,2,...,k 3},
Xk = Ainip-1-- 19y xi, - x;, | n>1,1<i1,h,...,in <k} und

Y = inip-1idynyi -y, |n21,1< 0,0, 0 <k}

SS 23 Berechenbarkeit und Komplexitat 11.3




Entscheidbarkeit

Behauptung 1

Aus einem Korrespondenzsystem K konnen deterministische
Kellerautomaten (=DPDA) Px und Py berechnet werden mit L(Px) = Xk
und L(Py) = YK.

v

Beweis: klar. ]

Behauptung 2

Aus einem Korrespondenzsystem K kann ein Kellerautomat (=PDA) Pk
berechnet werden mit L(Pk) ="~ (Xkx n Yk).

Beweis:

1. Schritt: berechne DPDAs Px und Py nach Behauptung 1

2. Schritt: berechne DPDAs Py und Py mit L(Py) = I'" ~ Xk und
L(Py) =T"\ Yk (vgl. AFS Folien 14.24 und 14.28)

3. Schritt: berechne PDA Pk mit L(Px) = L(Py) u L(Py)
="\ XUl N\ Yk =N (XN Yk) (AFS Ubung 6(2)) [
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Jetzt bereiten wir den Zusammenhang zwischen Posts
Korrespondenzproblem und unseren Problemen fiir kontextfreie Sprachen
Vor.
Behauptung 3
Sei K Korrespondenzsystem. Dann sind aquivalent:

@ K hat eine Losung.

Q@ XunYx=y

© Xk n Yk ist unendlich.

Q@ Xk n Yy ist nicht regular.
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Beweis:

,(1) = (3)": Sei i1ip---ip, Losung. Dann gilt x;, x;, ---xj, = yi, Yi, == i, und
daher
(in ’.n—l I'1)€$(X,'1 Xi s ---X,'n)g € XK M YK

fur alle £ > 1.
,(3) = (2)" trivial

2(2) = (1) Ist ipinp_1--- 13w e Xk n Yk, so hat K die Losung
(ila i27 SR ’.n)'

,(4) = (2)" Da die leere Menge regular ist, kann Xk n Yk nicht leer sein.
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,(3) = (4)" Sei Xk n Yk ={uidv; | i>1} mit u;dv; = u;Sv; fiir alle

SS 23

1 <i<j unendlich. Es gilt u; # u; fiir alle 1 </ <.

Angenommen, Xk N Yx ware regular. Dann existiert ein DFA
M=(Z,%, 2,0, F) mit L(M) = Xk n Yk.

Da Z endlich ist, existiert z € Z, so dal} die folgende Menge unendlich

ISt:
| = {I. > 1 | 3(207111') = Z}

Also existieren i,j € | mit i #j und |vi| < |uj| < |vj|.
Es gilt
0(z0, uiSv;) = 0(6(20, ui), $v;) = 6(6(20, uj), $v;) = 0 (20, uj$v;) € F,

d.h. u;Sv; € Xk n Y.

Also existiert k mit u;$v; = ugdvy, d.h. uj = vy und v; = v,
i Vi=Vk : : _
ui = Uy = i = k == v; = v;, im Widerspruch zu |v;| < |vj|. ]
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Satz
Das Regularitatsproblem fiir PDAs
Regppa = {P | P PDA mit L(P) regulir}

ist nicht semi-entscheidbar.

Beweis Wir zeigen PCP < Regppa:

Die Abbildung K = Py mit L(Pk) =T"\ (Xk n Yk) ist berechenbar
(Behauptung 2). Es gilt

K e PCP 2 Xy 1 Yy regulir <= L(Px) regulir.

Also ist diese Abbildung eine Reduktion des nicht semi-entscheidbaren
Problems PCP auf Regppa. ]
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Satz (Stearns 1967)
Das Regularitatsproblem fiir DPDAs

Regpppa = {P | P DPDA mit L(P) reguldr}

ist entscheidbar.

ohne Beweis
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Satz
Das Schnittproblem fiir DPDAs

Schnpppa = {(P1, P2) | P1, P, DPDAs mit L(P1) n L(P,) = @}

ist nicht semi-entscheidbar.

Beweis Wir zeigen PCP < Schnpppa: Die Abbildung, die jedem
Korrespondenzsystem K das Paar (Px, Py) von DPDAs nach Beh. 1
zuordnet, ist berechenbar. Nach Behauptung 3 gilt

KePCP < L(Px)nL(Py)+o

und damit
KePCP < L(Px)nL(Py)=9.

Also ist diese Abbildung eine Reduktion des nicht semi-entscheidbaren
Problems PCP auf SChnDpDA. []
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Korollar
Das Inklusionsproblem fiir DPDAs

Inklpppa = {(P1, P2) | P1, P, DPDAs mit L(Py) € L(P2)}

ist nicht semi-entscheidbar.

Beweis Wir zeigen SchnDpDA < |nk|DpDAZ
Seien P; und P, zwei DPDAs. Dann kann DPDA PJ berechnet werden mit

L(P)) =%X* N L(P»). Es gilt
L(Pl) N L(PQ) = <—> L(Pl) - L(Pé) .

Also ist die Abbildung (P1, P>) — (P1, P5) eine Reduktion von Schnpppa
auf |nk|DpDA. []
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Korollar
Das Universalitatsproblem fiir PDAs

Univppa = {P PDA | L(P) = £*}

ist nicht semi-entscheidbar.

Beweis Wir zeigen Inklpppa < Univppa:

Seien P; und P, DPDAs. Berechne DPDA P; mit L(Py) =X* \ L(Py).
Berechne PDA P mit L(P) = L(P;)uL(P,). Dann gilt

L(P1) S L(Py) <= T*~L(P)UL(Py)=X* «— L(P)=%".

Die Abbildung (P1, P;) — P ist also eine Reduktion von Inklpppa auf
UninDA. []

SS 23 Berechenbarkeit und Komplexitat 11.12




Entscheidbarkeit

Korollar

Das Aquivalenzproblem fiir PDAs

Eqppa = {(P1, P2) | P1, P2 PDAs mit L(P;) = L(Py)}

ist nicht semi-entscheidbar.

Beweis Wir zeigen Univppa < Eqppa:

Sei P' PDA mit L(P") =X*. Dann ist Abbildung P~ (P, P") die gesuchte
Reduktion. []

Fiir DPDAs ist diese Frage entscheidbar (Senizergues 1997, vollstandige
Version 2001: 167 Seiten), sogar durch ein LOOP-Programm (Stirling
2002, Jancars vollstandiger Beweis 28 Seiten von 2018). Insbesondere ist
das Universalitatsproblem fiir DPDAs entscheidbar.
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Korollar
Die folgenden Probleme sind nicht semi-entscheidbar:

Eqorappa = {(M,P)|M DFA, P PDA mit L(M) = L(P)}
Inklprappa = {(M,P)| M DFA, P PDA mit L(M) c L(P)}

Beweis Wir zeigen Univppa < Eqpra ppa und Univppa < Inklppa ppa:

Sei M DFA mit L(M) =X*. Dann ist Abbildung P » (M, P) die gesuchte
Reduktion, denn
L(P)=Y" < L(M)=L(P)

bzw.

L(P)=%* «— L(M)cL(P).
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Bemerkung
Das folgende Problem ist hingegen entscheidbar:

Inklppa pra = {(P, M) | P PDA, M DFA mit L(P) c L(M)}

Beweis:

Berechne DFA M’ mit L(M") = X* ~ L(M).
Berechne PDA P’ mit L(P") = L(P)n L(M")
Dann gilt

L(P)cL(M) < @=L(P)~NL(M)=L(P)nL(M")=L(P").
Damit haben wir eine Reduktion von Inklppa pra auf das entscheidbare

Leerheitsproblem fiir kontextfreie Sprachen (vgl. AFS Folie 15.4). ]
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Bemerkung
Fir DPDAs sind die Probleme von Folie 11.14 entscheidbar:

Eaprappoa = {(M,P)| M DFA, P DPDA mit L(M) = L(P)}
Inklprappoa = {(M, P)| M DFA, P DPDA mit L(M) c L(P)}

Bewelis:
Sei P DPDA und M DFA.

Aquivalenz: Entscheidbarkeit folgt aus Senizergues’' Ergebnis.

Inklusion:
1. Schritt: Berechne DPDA Py mit L(Py) =X* N\ L(P)

2. Schritt: Berechne DPDA P, mit L(Py) = L(M) n L(P1)
3. Schritt: Teste, ob L(P;) = @.

Es gilt L(P,) = L(M)n L(P1) = L(M) ~ L(P), also
L(Py) =@ < L(M)cL(P). ]
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/Zusammenfassung zu kontextfreien Sprachen

@ Hy < MPCP < PCP == PCP ist nicht semi-entscheidbar.

© PCP < Regppa
< Schnpppa < Inklpppa <€ Univpppa < Egppa
Univpppa < Edpra,pDA
Univppa < Inklpra ppa
—— Keines dieser Probleme ist auch nur semi-entscheidbar.

© Die Probleme Regpppa. Eqpppa, Inklppa pra. Edpra pppa und
InkIDFA,DPDA sind hingegen entscheidbar.
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Zusammenfassung 11. Vorlesung

in dieser Vorlesung neu

® sehr viele Probleme fiir kontextfreie Sprachen sind nicht einmal
semi-entscheidbar (vgl. AFS Folien 15.12 und 15.14)

kommende Vorlesung

e Komplexitatstheorie: Einteilung der entscheidbaren Probleme danach,
welche Ressourcen fiir ihre Losung notig sind.
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