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(M. Dietzfelbinger, aktualisiert 6. November 2021)

1 Maximierung von Fliissen in Netzwerken

Situation 1: Wir betrachten ein System von Leitungen fiir Fliissigkeiten (z. B. Wasser).
Jede Leitung ist eine Einbahnstrafle; verschiedene Leitungen treffen sich in Knoten.
In einen der Knoten kann man Wasser einleiten (,Quelle®, engl.: source), an einem
anderen kann man es entnehmen (,Senke®, engl.: sink (heifit auch Ausguss)). Die
anderen Knoten sind dicht, d.h. es kann nichts hinzugefiigt und nichts entnommen
werden. Jede Leitung hat ein maximales Durchleitungsvermégen, Volumen pro Zeit-
einheit, gemessen z. B. in m3/s. Wir wollen einen kontinuierlichen Strom organisieren,
in dem pro Zeiteinheit moglichst viel Wasser eingespeist und entnommen wird. Wie-
viel Wasser (pro Zeiteinheit) sollte durch jede der Leitungen flieBen? (Illustration:
Abb. 1, wobei man ,,Bahnhof* als ,,Quelle* und ,,Stadion“ als ,,Senke* liest.)

Situation 2: (,Fanstrome“) In Dortkirchen gibt es ein Stralensystem und 60 000 Fuf3-
ballfans, die am Bahnhof ankommen und zu Fufl zum Stadion wollen. Fiir jede Strafle
ist eine maximale Gesamtanzahl an Personen festgelegt, die sie passieren kénnen. Wie
soll die Polizei die Menschenmassen aufteilen und lenken, so dass alle ankommen? (Il-
lustration: Abb. 1, Kapazititen in Zehntausend.)

Bahnhof

Stadion

3/3

Abbildung 1: Beispiel Fanstrome. Aufteilung der 60000 Fussballfans gem#fl der Per-
sonenbeschrinkung der Strafien.

In diesem Abschnitt stellen wir diese Problemstellung abstrakt dar und betrachten
effiziente Algorithmen, die sie 16sen.



1.1 Netzwerke und Fliisse

Definition 1.1.1. Ein Flussnetzwerk (FNW) ist ein gerichteter Graph (Digraph)
G = (V,E,q,s,c) mit Zusatzinformationen, wobei (V, E) Digraph ist, q,s € V (Quel-
le und Senke) ausgezeichnete Knoten sind und c: E — RJ eine Funktion ist (die
fiir jede Kante e eine Kapazitit c(e) > 0 festlegt).
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Abbildung 2: Das Flussnetzwerk zum Fanstromeproblem in Abbildung 1.

0.B.d. A. diirfen wir annehmen: Jeder Knoten v € V ist von ¢ aus erreichbar, und
von jedem Knoten v € V' aus ist s erreichbar. (Eventuell vorhandene andere Knoten
spielen in unseren Algorithmen keine Rolle. Daher kann man sie gleich weglassen.
Die erreichbaren Knoten bestimmt man durch Tiefen- oder Breitensuche von ¢ aus
bzw. durch Suche von s aus im Umkehrgraphen GR.) Oft nimmt man zudem an,
dass ¢ keine eingehenden Kanten und s keine ausgehenden Kanten hat. (Keiner der
Algorithmen, die wir betrachten, benutzt solche Kanten. Daher kann man sie gleich
weglassen.)

O.B.d. A. nehmen wir weiter an: (V, F) enthilt keine Paare entgegengesetzter Kan-
ten: (u,v) € E = (v,u) ¢ E.

(Wenn in einem FNW Kanten (u,v), (v,u) mit ¢(u,v),c(v,u) > 0 vorhanden sind,
ersetzt man (v,u) durch zwei Kanten (v, w), (w,u) mit c¢(v,w) = c(w,u) = c(v,u),
wobei w ein neuer Knoten ist. Wenn die Berechnung des maximalen Flusses (s.u.)
beendet ist, kann man den neuen Knoten wieder eliminieren.)

Notation: n = |V|, m = |E| stets. Mit den gemachten Annahmen gilt dann: n — 1 <
m<n(n-—1)/2.



Definition 1.1.2. Fin (zuldssiger) Fluss in einem Flussnetzwerk G = (V, E,q, s, c)
ist eine Funktion f: E — Rg, die jeder Kante e einen Flusswert f(e) zuordnet,
wobei folgende Bedingungen eingehalten werden:

(i) (Flusserhaltung in jedem Knoten, Kirchhoffsches Gesetz) Fir jedes
v € V betrachten wir, wieviel Fluss in v hineingeht und wieviel aus v heraus:

fIn(U) = Z f(u,v), fOut(v) = Z f(vvu)'

(u,v)EE (v,u)eE
Wir verlangen: Yv € V. —{q, s}: fim(v) = fout(v).

(ii) (Einhalten der Kapazititen) Ve € E: 0 < f(e) < c(e).
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Abbildung 3: Ein zuléssiger Fluss im Flussnetzwerk von Abbildung 2 mit Wert 6.

Wir nutzen hierbei die Notation f(e)/c(e) fiir die Darstellung des Flusses f(e) tiber
eine Kante e mit Kapazitét c(e).
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Definition 1.1.3. Der Wert eines Flusses f ist w(f) = fout(q)-
(Sollte q eingehende Kanten haben, haben diese stets Flusswert 0.)

‘Problem: Zu gegebenem FNW G finde einen Fluss f mit moglichst grofiem w(f). ‘

Es wird sich herausstellen, dass es stets einen Fluss gibt, der den eindeutig bestimmten
groBtmoglichen Wert realisiert. Dies erscheint einfach, wenn die Kapazitéiten ganz-
zahlig sind. Dann gibt es nur endlich viele legale Fliisse mit ganzzahligen f(u,v),
darunter also auch einen mit maximalem Wert. Das folgende Bild zeigt aber, dass es
auch maximale Fliisse geben kann, die nicht-ganzzahlige Flusswerte benutzen.
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Bei anderen Problemstellungen (Lineare Programmierung, Rucksack usw.) kann es
durchaus sein, dass es eine solche ,fraktionale* Losung gibt, die besser als alle ganz-
zahligen Losungen ist. Man muss also noch {iberlegen, weshalb kein Fluss mit nicht-
ganzzahligen Werten f(u,v) besser sein kann als der beste ganzzahlige Fluss. Wenn
die Kapazitéiten rational sind, konnen wir sie mit dem Hauptnenner durchmultipli-
zieren, ohne das Problem wesentlich zu verdndern, und erreichen so die Situation
ganzzahliger Kapazititen. Ganz unklar ist die Situation vorerst bei beliebigen reellen
Kapazitiaten. Die Existenz eines optimalen Flusses in diesem Fall beweisen wir spéter
(in Abschnitt 1.3).

Bemerkung. (Fiir Studierende mit Kenntnissen in hoherdimensionaler Analysis.) Die
Menge der Tupel f = (f(e))eer € RIPl, die (ii) einhalten, ist abgeschlossen und
beschriinkt, also kompakt. Die Bedingungen (i), also die Flusserhaltungs-Gleichungen,
definieren abgeschlossene Mengen, also ist die Menge aller Fliisse ebenfalls kompakt.
Die Bewertungsfunktion f — w(f) ist stetig. Also nimmt sie irgendwo im zuléssigen
Bereich ihr Maximum an.



1.2 Die Ford-Fulkerson-Methode und das MaxFlow-MinCut-Theorem

(L. R. Ford Jr. und D. R. Fulkerson, 1956.)
Grundidee: Iterative Verbesserung des Flusses, bis man den maximalen Fluss erreicht.

Grundvoraussetzung fiir das Gelingen: Die Kapazititen sind ganzzahlig. (Oder ratio-
nal: mit Hauptnennertrick auf ganzzahlige Kapazitdten umrechnen!)

Gegeben: Fluss f zu einem Flussnetzwerk . Kann man diesen Fluss verbessern?
Kann man noch mehr Fluss von ¢ nach s schicken?

Definition 1.2.1. Gegeben sei ein FNW G mit Fluss f.

(a) Wir definieren Restkapazititen fir Paare (u,v) € V XV, u # v.

c(u,v) — f(u,v) , falls (u,v) € E
restf(u,v) =< f(v,u) , falls (v,u) € E
0 , sonst.

(b) Das Restnetzwerk (RNW) Gy hat Knotenmenge V, Kantenmenge Ey =
{(u,v) | rest¢(u,v) > 0} und Kapazititen rest¢(u,v) auf Kante (u,v) € Ey.

Wenn (u,v) € Ey, gilt (u,v) € E oder (v,u) € E, also ist |Ey¢| < 2|E|.

Man beachte, dass Gy im strengen Sinn kein Flussnetzwerk ist, da es entgegenge-
setzte Kanten haben kann und der Eingangsgrad von ¢ und der Ausgangsgrad von s
grofer als 0 sein kann. Dennoch kann man definieren, was ein Fluss in Gy ist: Eine
Funktion f’': Ey — R, die die Kapazititsschranken 0 < f(u,v) < rests(u,v) und
die Kirchhoffregel in v € V' — {q, s} einhilt und fiir die f'(u,v) =0 oder f'(v,u) =0
gilt, falls beide Kanten in E; sind.

Kanten (u,v) € ENEy heiflen Vorwirtskanten. Die Interpretation der Restkapazitéit
ist hier einfach: Man kénnte noch zusitzlich Fluss im Wert von bis zu ¢(u, v) — f(u, v)
iber diese Kante schicken.

Kanten (u,v) € Ey mit (v,u) € E heiflen Riickwirtskanten. Hier kann man gewisser-
maiflen den Fluss von v nach v erhéhen, indem man den Fluss von v nach u verringert,
um einen Wert von bis zu f(v, u).

Definition 1.2.2. Gegeben sei ein FNW G mit Fluss f sowie das zugehorige Restnetz-
werk Gy. Ein flussvergroffernder Weg (kurz: fv Weg oder fuW, engl.: augmen-
ting path) ist ein einfacher Weg p von q nach s in Gy.

Die Kapazitit eines solchen fuW p ist c(p) := min{rests(e) | e liegt auf p}.



Abbildung 4: Oben: Das Restnetzwerk zum Fluss in Abbildung 3. Wir vergréfiern
den Fluss aus Abb. 3 entlang des rot markierten Weges p um ¢(p) = 2. Unten: Das
Resultat der Flussvergroflerung. Der Fluss hat nun einen Wert von 8.

Bemerkung: Weil in Gy nur Kanten mit positiver Restkapazitdt vorkommen, gilt
c(p) > 0.

Wenn p ein flussvergrofSernder Weg ist, kann man auf Gy einen Fluss f, mit Wert
w(fp) = c(p) definieren: Fiir (u,v) € Ef setze:

_J clp) , falls (u,v) auf p liegt
Tplu,v) = { 0 , sonst.

Weil p ein einfacher Weg ist, konnen nie sowohl (u,v) als auch (v, u) auf p liegen.

Wir behaupten, dass die Kirchhoff-Bedingung in v € V' — {q, s} erfiillt ist und dass
w(fp) = c(p) gilt. Die erste Behauptung verifiziert man dadurch, dass man kontrol-
liert, dass in jeden Knoten im Inneren von p genau eine Kante von p hineinfiithrt und
genau eine aus ihm herausfiihrt, beide haben Flusswert ¢(p). Aus der Quelle fiihrt
eine Kante mit Flusswert ¢(p) heraus, also ist w(f,) = ¢(p).

Immer wenn wir einen Fluss f in G und einen Fluss f’ in G mit w(f’") > 0 haben, der



keine Paare entgegengesetzter Kanten benutzt, konnen wir den Fluss f vergrofiern:

Fiir (u,v) € E setze

flu,v) + f'(u,v) , falls f'(u,v) >0,
(f + ), 0) == ¢ flu,v) = f'(v,u) , falls f'(v,u) >0, (1)

f(u,v) , sonst .

Ist diese Definition sinnvoll (,wohldefiniert“) und liefert sie einen Fluss fiir G? Wenn
f'(u,v) > 0 gilt, muss 0 < f'(u,v) < resty(u,v) = c(u,v) — f(u,v) sein, also ist 0 <
flu,v) + f'(u,v) < c(u,v). Wenn f/(v,u) > 0 gilt, muss 0 < f/'(v,u) < resty(v,u) =
f(u,v) sein, also ist 0 < f(u,v)— f'(v,u) < f(u,v) < ¢(u,v). Die beiden Fille kénnen
nicht gleichzeitig auftreten, weil f’ keine Paare entgegengesetzter Kanten benutzt.

Die neuen Werte halten also die Kapazitdtsgrenzen ein. Die Kirchhoffregeln sind
erfiillt, weil sowohl f als auch f’ sie erfiillen. Die Gleichheit w(f + f') = w(f) +w(f")
ist offensichtlich.

Die Ford-Fulkerson-Methode besteht nun einfach in Folgendem:

(1) Definiere f := fy fiir den ,Null-Fluss® fy, mit fo(u,v) = 0 fiir alle (u,v) € E.
(2) repeat
(i) Berechne RNW Gy.

(ii) Wenn es in G¢ keinen fvW mehr gibt, return f; sonst:
(iii) Berechne fvW p und Fluss f,, setze f := f + f,.

Uber diese Methode kénnen wir folgendes feststellen:

Lemma 1.2.3. Sei G FNW mit ganzzahligen Kapazititen. Dann gilt:

(a) Alle Werte f(u,v) und alle ¢(p), die jemals auftreten, sind ganzzahlig.

(b) Sei Cq := 3>y v)er c(q,v) (die Kapazitit aller aus q hinaus fihrenden Kanten).
Dann fiihrt die FF-Methode auf G mazximal Cq Schleifendurchliufe aus und gibt
einen Fluss f aus, fir den es in Gy keinen fuW gibt. Es gilt w(f) < Cg.

Beweis: (a) wird per Induktion iiber die Schleifendurchléufe bewiesen. Die wesent-
liche Feststellung ist, dass auf Zahlen nur die Operationen Addition, Subtraktion
und Minimumsbildung angewendet wird, die die Ganzzahligkeit erhalten. (b) Wir
beobachten den Wert w(f) des Flusses im Verlauf des Algorithmus. Dieser ist an-
fangs 0 und erhoht sich in jedem Schleifendurchlauf um einen Wert ¢(p) > 0, der



Abbildung 5: Das Restnetzwerk zum Fluss in Abbildung 4. Wir vergréflern den Fluss
aus Abb. 4 entlang des rot markierten Pfades p um ¢(p) = 1. Das Resultat ist im
unteren Bild zu sehen. Der Fluss hat nun einen Wert von 9.

das Minimum einer Menge von (positiven) Differenzen von ganzen Zahlen ist. Also
gilt ¢(p) > 1. GroBer als Cg kann w(f) nicht werden, also endet die Schleife spé-
testens nach Cg Durchldufen. (Genauer: Es gibt hochstens w(f) Durchldufe fiir den
ganzzahligen Fluss f, mit dem die Schleife stoppt.) U

Die Schleife endet in einer Situation, wo kein Weg von ¢ nach s in Gy gefunden wird.
Das heifit, dass kein solcher Weg existiert. Aber was bedeutet es, wenn es in Gy
keinen Weg von ¢ nach s gibt? Wir vermuten, dass dann f maximal ist. Dies ist der
wesentliche Inhalt des folgenden Satzes.

Achtung: Die folgenden Uberlegungen benutzen die Ganzzahligkeit der Kapazititen
und Fliisse nicht. Die Ergebnisse gelten also allgemein.

Technisch bendtigen wir noch einen zentralen Begriff. Ein Schnitt (engl. cut) zerlegt
ein FNW in zwei Teilmengen, wobei ¢ und s in verschiedenen Teilen liegen.

Definition 1.2.4. Ein Schnitt (Q,S) in einem Flussnetzwerk G = (V, E,q,s,c) ist
eine Aufteilung der Knotenmenge V in zwei disjunkte Mengen @ und S (d. h. Q und



Abbildung 6: Das Restnetzwerk zum Fluss in Abbildung 5. Es existiert kein Weg von
der Quelle zur Senke.

S sind disjunkt und QU S =V') mit ¢ € Q und s € S. Die Kapazitit eines solchen
Schnittes (Q, S) ist definiert als

(@, 8) = Y cu,v)
(u)EE,
ueEQ,ES

Zwischen Flusswerten und Schnittkapazitdten gibt es eine wesentliche Beziehung:
Kein Fluss kann grofler sein als die Kapazitét eines Schnittes. Bei einem besonderen
Schnitt ist dies klar: @ = {g} und S =V — {g}. Die Kapazitét ist 3>, ,)cpc(q,),
und w(f) = Z(q,U)EE f(q,v) kann wegen der Kapazitéitsregel nicht groBer als dieser
Wert sein. Allgemein stellt man folgendes fest.

Lemma 1.2.5. Sei G ein FNW, [ ein beliebiger Fluss, (Q,S) ein beliebiger Schnitt.
Wenn wir den Fluss tiber den Schnitt (Q,S) als

F@.8) =Y fluv) — > flv,u)

(u,w)EE, (v,u)€E,
uEQ,veS veESuEQ

definieren', dann gilt

w(f) = f(Q,5) <@, 9).

Beweis: Ubung. (Die Gleichheit kann man gut durch Induktion iiber die Gréfe von
Q@ beweisen. Die Ungleichung ist sehr leicht einzusehen.) O

Nun folgt der Hauptsatz iiber Flussalgorithmen.

1Positiv: was flieft von Q nach S? Negativ: was flieBt von S nach Q?



Satz 1.2.6 (MaxFlow-MinCut-Theorem). Sei G ein FNW und f ein Fluss fir G.
Dann sind dquivalent:

(i) f ist mazimal.
(ii) Das RNW Gy enthilt keinen foW.
(iii) Es gibt einen Schnitt (Q,.S) mit ¢(Q, S) = w(f).

Beweis: Wir verwenden einen Ringschluss ,,(i) = (ii) = (iii) = (1)*

(1) = (ii)“: Wir beweisen die Kontrapositon. (Wenn (ii) falsch ist, ist auch (i) falsch.)
Nehmen wir also an, dass das RNW Gy einen fvW p mit Kapazitéit c¢(p) > 0 hat.
Dann ist, wie oben gesehen, f + f, ein Fluss mit Wert w(f + f,) > w(f), also ist f
nicht maximal.

»(il) = (iii)*“: (Dies ist das entscheidende Argument!) Nehmen wir an, dass es im
RNW Gy keinen Weg von ¢ nach s gibt. Wir definieren einen Schnitt:

Q = {v eV |vist von ¢ aus in Gy erreichbar};
S=V-0Q.

Trivialerweise ist ¢ € Q; wegen der Annahme gilt s ¢ @, also s € S.

Betrachte nun eine Kante (u,v) € E mit v € @ und v € S. Nach der Definition
von @ ist w in Gy von ¢ aus erreichbar, aber v nicht. Daher ist (u,v) ¢ E;. Nach
der Definition von Ef bedeutet dies, dass f(u,v) = c(u,v) ist (die Kante (u,v) ist
» gesittigt). — Nun betrachte eine Kante (v,u) € E mit v € S und u € Q. Wieder ist
(u,v) ¢ Ey, also muss f(v,u) = 0 sein, wieder nach der Definition von Ey.

Also gilt:

f(QaS) = E f(U,U) - E f(U,U) = E C(U,’U) ZC(Q)S)
(u,v)EE, (v,u)EE, (uw)€EE,
uEQR,ES veES,UER ueEQR,ES

Damit ist (iii) gezeigt.

»(1ii) = (1) Sei (@, S) ein Schnitt mit ¢(Q,S) = w(f), und sei f’ ein beliebiger
anderer Fluss. Dann gilt nach Lemma 1.2.5:

w(f') = f1(Q,8) < (@, 8) = w(f).

Das heifit, dass kein Fluss einen gréfieren Wert als w(f) haben kann, also dass f
maximal ist. U
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Abbildung 7: Das Restnetzwerk zum Fluss in Abbildung 5. Es existiert kein Weg
von der Quelle zur Senke. Wie im Beweis von Satz 1.2.6 bestimmen wir den (Q, S)-
Schnitt. Blau gefarbte Knoten sind in der Menge @), alle anderen in der Menge S.
Die Kapazitit des Schnittes betréigt 9 (vgl. Abbildung 5).

Aus dem MaxFlow-MinCut-Theorem folgt sofort, dass in dem Moment, in dem die
Ford-Fulkerson-Methode anhélt, der Fluss f maximal ist, da Bedingung (ii) erfiillt ist.
Diese Methode findet also einen maximalen Fluss, wenn die Kapazititen ganzzahlig
(oder rational) sind. Die Anzahl der Runden ist maximal Cg (oder genauer: w(f) fiir
den maximalen Fluss f). Jede Konstruktion eines Restnetzwerks benétigt Zeit O(m),
ebenso die Suche nach einem fvW (zum Beispiel mit Tiefensuche) und gegebenenfalls
die Flussvergroflerung. Die gesamte Rechenzeit ist also O(m - Cg). Da die Groe
der Kapazitit (und nicht die Bitlinge der Zahldarstellung) in die Laufzeit eingeht,
sprechen wir von einem pseudopolynomiellen Algorithmus.?

Beobachtung 1.2.7. Wenn alle Kapazititen ganzzahlig sind, dann gibt es einen ma-
zimalen Fluss f, in dem alle Flusswerte f(u,v) ganzzahlig sind. (Grund: Die FF-
Methode konstruiert einen solchen Fluss, vgl. Lemma 1.2.3.)

Bemerkung zum Namen ,MaxFlow-MinCut-Theorem*: Bisher haben wir nur nach
einem ,maximalen Fluss® (also einem Fluss mit maximalem w(f)) gefragt. Die FF-

*Man kann eine Realisierung der FF-Methode finden, bei der die Rundenzahl durch O(mlog Cg),
also die Laufzeit durch O(m? log C¢) beschriankt ist. Wir werden allerdings sehr schnell noch bessere
Algorithmen identifizieren.
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Methode findet einen solchen Fluss (falls die Kapazitéiten ganzzahlig sind). Genau-
so konnte man auch nach einem Schnitt (Q,S) fragen, der minimale Kapazitét
hat (also ¢(Q,S) < ¢(Q’,8") fiir alle Schnitte (Q',5") erfiillt). Uberraschenderwei-
se haben wir dieses Problem schon gelost! Wenn die FF-Methode anhélt, gibt es
keinen fvW in Gy mehr. Wir betrachten den Schnitt (@, S) im Beweisteil (i) =
(iii)* und behaupten, dass er minimale Kapazitdt hat. Wieso? Betrachte einen be-
liebigen Schnitt (@', S’). Nach Lemma 1.2.5 gilt w(f) < ¢(Q',S’), aber wir haben
auch ¢(@,S) = w(f). Also gilt ¢(Q,S) < ¢(Q’',S’). Daher hat (@, S) minimale Ka-
pazitdt. — Anders gesagt: Jeder Algorithmus, der einen maximalen Fluss berech-
net, berechnet praktisch gleich einen minimalen Schnitt mit. Und: Der gréftmog-
liche Wert eines Flusses ist gleich der kleinstmoglichen Kapazitidt eines Schnittes,
oder: max{w(f) | f Fluss} = min{c(Q,S) | (@,S) Schnitt}, oder: ,MaxFlow =
MinCut“. Diese Erscheinung ist charakteristisch fiir Probleme, die sich als ,linea-
res Programm® formulieren lassen. Das MaxFlow-Problem gehort in diese Klasse; das
MinCut-Problem ist zum Flussproblem ,dual®. (Details zur Dualitét erfihrt man in
Veranstaltungen, die sich mit linearer Programmierung befassen.)

1.3 Der Algorithmus von Edmonds-Karp

Die Ford-Fulkerson-Methode kann auch fiir kleine Graphen sehr grofle Laufzeit ha-
ben, die mit dem Wert des maximalen Flusses wéchst. Dies wird durch das folgende
einfache Beispiel deutlich: G = (V, E) hat 4 Knoten ¢, s, a und b, und Kanten
(g,a),(q,b), (a,s),(b,s) mit Kapazitit M sowie eine Kante (a,b) mit Kapazitit 1.
Wenn man als fvW nie (¢, a, s) oder (q,b,s) benutzt, sondern immer nur (g, a, b, s)
bzw. (q,b,a,s), je nachdem, welcher gerade zur Verfiigung steht, dann benétigt die
Ermittlung des maximalen Flusses vom Wert 2M genau 2M Runden. Die ersten
Schritte eines solchen Ablaufs sind in Abb. 8 dargestellt.

Es gibt mehrere Moglichkeiten, diese ,Falle“ zu vermeiden, die durch das Zulassen
vollig beliebiger flussvergroflernder Wege zustandekommt. Fine der einfachsten fithrt
zum Algorithmus von Edmonds und Karp, dargestellt als Algorithmus 1.3.1. Dieser
verlangt einfach, einen mdglichst kurzen fvW zu wéhlen, also einen mit moglichst
wenigen Kanten. Dies erreicht man am effizientesten dadurch, dass man den fvW im
RNW mittels Breitensuche (Algorithmus BFS) vom Knoten ¢ aus sucht und beim
ersten Erreichen der Senke s aufhort.
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Abbildung 8: Langsame Flussvergrofierung mit der FF-Methode. Erste Zeile: Fluss-
netzwerk und Restnetzwerk mit FvW. Zweite und dritte Zeile: jeweils ein Fluss und
das zugehorige RNW mit FvW. Letzte Zeile: Fluss mit Wert 3 nach drei Runden.
Wenn man in derselben Weise fortfihrt, erhélt man den maximalen Fluss mit Wert
2M erst nach 2M FlussvergroBerungen. (Bild korrigiert 19.10.2019)
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Algorithmus 1.3.1 (Edmonds-Karp).

INpUT: Flussnetzwerk G = (V, E, q, s, ¢)

METHODE:

f := der Nullfluss;

repeat
Berechne das Restnetzwerk G';
Fiihre in Gy BFS mit Startknoten ¢ aus; stoppe, sobald s erreicht;
Falls s nicht erreicht: return f;
Sonst: Der von der BFS gefundene Weg p von ¢ nach s ist fvW;
f=f+1fp // vergroBlere Fluss entlang p

~N O O W N

In Abb. 9 ist ein Beispieldurchlauf angegeben. Dabei sind nur die Fliisse im Netzwerk
G gezeichnet — die Restnetzwerke muss man jeweils erschlieflen.

Wir analysieren nun die Laufzeit des Edmonds-Karp-Algorithmus.
Satz 1.3.2. Sei G ein FNW. Dann hat der Algorithmus von Edmonds-Karp auf G

Laufzeit O(m?n) = O(n®). Dies gilt sogar, wenn die Kapazititen beliebige Zahlen in
Ry sind.

Beweis: Jeder Aufbau des Restnetzwerks und jede Breitensuche kann in Zeit O(m)
bewerkstelligt werden. Wir miissen also nur zeigen, dass es maximal O(nm) Iteratio-
nen der repeat-Schleife (,Runden®) geben kann, bevor sie (iiber den return-Befehl)
verlassen wird. Wir definieren dazu:

di(v) := Abstand von v von ¢ im RNW Ggf) nach Runde ¢, fiir v € V.

Auch hier bedeutet ,,Abstand®“ natiirlich die Linge eines Weges von ¢ zu v mit mog-
lichst wenigen Kanten. d;(v) = oo heifit, dass es in cht) keinen g-v-Weg gibt.

Der springende Punkt der Analyse ist, dass diese Absténde nie kleiner werden kénnen.

Lemma 1.3.3. Fir jede Runde t > 0 und alle Knoten v € V' gilt: di(v) > di—1(v).

Beweis: Wir betrachten Ggf_l) und teilen V in die Breitensuche-Levels® ein:
Vi:={veV |di_i(v) =1}, fiir £=0,1,2,... und ¢ = oc.

Direkt aus der Definition folgt: Wenn (u,v) € Ej(f_l), dann gilt d;—1(v) < dp—1(u)+1.

D.h.: Entlang von Kanten in Ej(ffl) steigt die Levelnummer um nicht mehr als 1 an.

(Wenn d;(u) = oo, ist diese Ungleichung trivial, mit der Vereinbarung oo + 1 = c0.)

3Diese Levels muss der Algorithmus nicht berechnen; wir brauchen sie nur fiir die Analyse.
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VW, ¢(p) =3

tvW, ¢(p) =2

tvW, ¢(p) =3

nicht erlaubt, nur FF-fvW

VW, e(p) =1

a fertig, kein fvW im Restnetzwerk

Abbildung 9: Ein Beispieldurchlauf des Edmonds-Karp-Algorithmus.
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In Runde ¢ wird der Fluss durch eine Flussvergréferung f := f + f, entlang eines
kiirzesten fvW p = (ug,u1,...,ur) mit ug = ¢ und uy, = s vergrofert. Fiir jeden
Knoten wuy auf diesem Weg gilt uy € V;. (Denn: Der Edmonds-Karp-Algorithmus
schreibt vor, dass p ein kirzester fvW ist. Daher ist auch jedes Anfangsstiick von p
ein kiirzester Weg zu seinem Endknoten u,.) Durch die Flussvergréfierung dndert sich

das Restnetzwerk von B\ zu Ej(f). Dabei kénnen Kanten neu erscheinen. (Dass
Kanten auch verschwinden, konnen wir hier ignorieren.) Wenn eine Kante (u,v) in

Ej(f) neu erscheint, dann muss die Gegenkante (v, u) auf p liegen, also v = uy—; und
u = uy gelten, firein ¢ € {1,...,L}. Das heifit d;_1(v) = ¢—1 = d;_1(u) — 1: Entlang
einer neuen Kante (u,v) sinkt die Levelnummer sogar strikt!

Wir erhalten: Entlang einer beliebigen Kante (u,v) € Ej(f) (alt oder neu hinzugekom-

men) steigt die Levelnummer (beziiglich Vp, Vi, ... ) nicht um mehr als 1 an.

Daraus folgt: (1) Fiir ein beliebiges v € V;, £ < 0o, benotigt jeder Weg in E](f) von ¢

(€ Vp) nach v mindestens ¢ Kanten, also gilt di(v) > ¢ = d;—1(v). (2) Wenn v € V,

gibt es in E](f) iiberhaupt keinen Weg von ¢ nach v, also gilt auch d;(v) = oc. O

Beweis von Satz 1.3.2 (Forts.): Wir betrachten ein festes Paar (u,v) mit (u,v) € E
oder (v,u) € E, das heifit, eine mogliche Kante in einem Restnetzwerk Ggf). Die
Kante kann im Verlauf des Algorithmus mehrfach im Restnetzwerk auftauchen und
wieder verschwinden. Wir wollen zeigen, dass sie nicht allzu oft verschwinden kann.
Dabei kénnen wir u # ¢ voraussetzen, also di(u) > 1 stets, da Kanten (g,v) nur
einmal verschwinden, aber nie wieder neu erscheinen kénnen. (Kanten (v, q) kénnen
nicht auf dem fvW liegen.)

Wenn Kante (u, v) in Runde ¢ aus dem RNW verschwindet, ist sie Flaschenhalskante,
liegt also auf dem fvW p fiir Runde ¢. Sei £ = dy—1(u) und ¢ + 1 = d;_1(v). In einer
spéteren Iteration ¢’ kann (u,v) wieder im Restnetzwerk auftauchen. Dazu muss (v, u)
auf dem fvW p/ fiir Runde ¢’ liegen, also muss dp 1 (v) = ¢/ und dy_1 (u) = ¢'+1 gelten,
fiir ein #/. Wenn nun in einer Runde ¢” > t’ die Kante (u, v) erneut verschwindet, muss
dpr—1(u) = 0" und dpr—1(v) = £ 4+ 1 gelten, fiir ein ¢’. Da nach Lemma 1.3.3 der
Abstand eines jeden Knotens von ¢ von Runde zu Runde nicht sinken kann, gilt

(+1=di1(v) <dp_1(v) =0 und ' + 1 =dp_1(u) < dpw_1(u) =",
also dyr_1(u) = 0" > £ +2 = dy_1(u) + 2. Bei jedem Verschwinden von (u,v) ist der

Abstand von u von ¢ also um mindestens 2 angestiegen.

Da wir mit do(u) > 1 beginnen, gilt d¢—;(u) > 2k — 1, wenn (u,v) in Runde ¢ zum
k-ten Mal verschwindet. Die maximale Distanz ist n — 1. Also gilt dy—1(u) < n — 1,
und es folgt k < n/2. Also kann Kante (u,v) nicht héufiger als |in|-mal aus dem
RNW verschwinden.
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Nun beobachten wir, dass es in jeder Runde mindestens eine Flaschenhalskante gibt,
dass also eine Kante aus dem RNW verschwindet, ndmlich eine der Kanten e auf dem
benutzten fvW p, die c(p) = rests(e) erfiillt. Jede der 2m Kanten (u, v) mit (u,v) € E
oder (v,u) € E kann aber nur [ $n|-mal Flaschenhalskante sein, also gibt es maximal

2m[$n| < mn Runden. O

Bemerkung 1: Die Schleife im Algorithmus kann nur auf eine Weise verlassen werden,
ndmlich indem festgestellt wird, dass im RNW Gy die Senke nicht mehr erreichbar ist.
Das MaxFlow-MinCut-Theorem (Satz 1.2.6) besagt dann, dass der nun vorliegende
Fluss f maximal ist.

Bemerkung 2: Durch die kleine Anderung an der Ford-Fulkerson-Methode, die zum
Algorithmus von Edmonds-Karp fithrte, haben wir einen groflen Qualitétssprung ge-
macht, in zweierlei Hinsicht: (i) Die Rechenzeit ist unabhéngig von der Grofle der
Kapazitéiten (solange man annimmt, dass man in konstanter Zeit addieren, subtra-
hieren und das Maximum zweier Zahlen bilden kann). (ii) Der neue Algorithmus
funktioniert auch, wenn die Kapazititen beliebige reelle Zahlen sind. Die Ganzzah-
ligkeitsannahme ist iiberfliissig geworden.

Bemerkung 3: Weil der Algorithmus von Edmonds-Karp nur eine spezielle Variante
der FF-Methode ist, hat er alle Eigenschaften dieser Methode, insbesondere liefert er
einen ganzzahligen optimalen Fluss, wenn die Kapazititen ganzzahlig sind.

Im néchsten Abschnitt wollen wir noch Verfahren zur Laufzeitverbesserung kennen-
lernen.
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1.4 Niveaunetzwerke und Sperrflussmethode

Es kostet O(m) Zeit, ein Restnetzwerk Gy aufzubauen und darin einen kiirzesten
g-s-Weg zu suchen. Der Algorithmus von Edmonds und Karp nutzt dieses dann ei-
gentlich nur sehr wenig: Er konstruiert einen einzigen flussvergréfSernden Weg in Gy,
dann wird Gy durch ein neues Restnetzwerk ersetzt und es wird erneut nach einem
fvW gesucht. Die néchste Idee zur Laufzeitverbesserung besteht darin, auf der Basis
eines Restnetzwerkes gleich einen grofleren Flussvergroflerungs-Sprung zu machen,
indem man nicht nur einen einzelnen Weg betrachtet, sondern in einer Runde den
Fluss gewissermafien entlang mehrerer Wege gleichzeitig erhoht. Allerdings bleibt
man dabei, dass man sich nur fiir kiirzeste ¢-s-Wege im (aktuellen) RNW interes-
siert. Dazu ldsst man aus dem RNW alle Kanten weg, die nicht zu solchen kiirzesten
Wegen gehoren.

1.4.1 Niveaunetzwerke und Sperrfliisse

Definition 1.4.1. Seien f ein Fluss in einem FNW G und Gy das zugehdrige RNW.
Sei L der Abstand von g und s in Gy. Das Niveaunetzwerk (NNW) G'; = (V{, EY)
besteht aus den Knoten und Kanten, die auf Wegen von q nach s der Linge L liegen.
Jede Kante in E} wird mit ihrer Restkapazitdt rest¢(u,v) versehen. Niveau V; besteht
aus den Knoten in VJi, die Abstand ¢ von q haben. (Jede Kante (u,v) lduft von einem
Niveau Vy_1 zum ndchsten, V;.)

Wir beschreiben, wie man G} aus Gy berechnet. Zunéchst fithrt man in Gy eine Brei-
tensuche von ¢ aus durch. Diese BFS ordnet jedem Knoten v sein Level (sein Niveau)
d(v) zu. Sie kann abgebrochen werden, wenn das Level L von s festgestellt wurde und
die Nachfolgerlisten aller Knoten auf Level L — 1 = d(s) — 1 bearbeitet worden sind.
Schon in der Breitensuche kann man auch die Kanten in Gy, die nicht von einem Level
£ — 1 zum néchsten Level ¢ gehen, weglassen. Dies liefert ein Zwischenergebnis G’Jﬁ.
Nun bildet man den Umkehrgraphen von G’ (alle Kanten herumdrehen) und fiihrt
darin Breitensuche von s aus durch. Knoten und Kanten, die dabei nicht erreicht
werden, werden ebenfalls weggelassen.

Was iibrigbleibt, ist das Niveaunetzwerk G’,. Zudem kann man aus der Berechnung
fiir jeden Knoten v eine Liste Out(v) seiner Ausgangskanten (v, u) (zu Knoten u, die
um ein Niveau hoher als v liegen) und eine Liste In(v) seiner Eingangskanten (u,v)
(von Knoten u, die um ein Niveau niedriger als v liegen) erhalten.

Beispiel: In Abbildung 10 ist dargestellt, wie aus einem Flussnetzwerk G mit Fluss
f ein Niveaunetzwerk entsteht.
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Abbildung 10: Zeile 1: Ein FNW mit Fluss. Zeile 2: Das zugehorige RNW. Zeile 3:
das Ergebnis der Breitensuche von der Quelle aus im RNW, mit Levels (fett: Kanten
von einem Level zum néchsten); Zeile 4: das resultierende Niveaunetzwerk.
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Die Idee ist nun, einen Fluss in G’f zu berechnen, der entlang von flussvergroflernden
Wegen der Ldnge L nicht mehr vergréflert werden kann. Das bedeutet intuitiv, dass
alle Wege dieser Lénge , verstopft* sind.

Definition 1.4.2. Sei f ein Fluss in einem FNW G, und sei G’ = (V}, EY) das zu-
gehorige Niveaunetzwerk. Fin Sperrfluss (engl.: blocking flow) fiir G’f ist ein Fluss

p: E} — R(J)r mit folgender Eigenschaft: Jeder q-s-Weg in G} hat mindestens eine
gesdttigte Kante, das ist eine Kante (u,v), die p(u,v) = rests(u,v) erfillt.

Beispiel: Die Bilder in Abb. 11 zeigen ein Niveaunetzwerk mit Restkapazitédten und
einen Sperrfluss in diesem Niveaunetzwerk.

Abbildung 11: Oben: Ein Niveaunetzwerk. Unten: Ein Sperrfluss.

Bemerkung: Die Definition verlangt im Wesentlichen, dass man ¢ mit der FF-Methode
nicht mehr vergréfern kann, wenn man ausschliellich Vorwértskanten betrachtet.
Diese Einschréinkung fithrt zu der Frage, ob es Sperrfliisse gibt, die keine maximalen
Fliisse fiir ihr NNW G/ sind. Dies ist tatséchlich der Fall (Ubung).
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1.4.2 Die Sperrflussmethode mit Analyse

Algorithmus 1.4.3 (Sperrflussmethode).
INpUT: Flussnetzwerk G = (V, E, q, s, ¢)

METHODE:
f := der Nullfluss;
repeat
Berechne das Niveaunetzwerk G};
Falls dabei in der ersten BFS s nicht erreicht: return f;
Konstruiere einen Sperrfluss ¢ in G’f;
f=/f+e¢; /| siehe Gleichung (1)

S O s W N

Algorithmus 1.4.3 gibt die Sperrflussmethode wieder. (Wir sprechen hier von einer
»2Methode“, weil eine wesentliche Komponente, ndmlich die Bestimmung der Sperr-
flisse, noch offen bleibt.) Wie vorher sehen wir folgendes: Wenn die Schleife termi-
niert, dann kann das nur daran liegen, dass im nun vorliegenden RNW s von ¢ aus
nicht mehr erreichbar ist, also nach dem MaxFlow-MinCut-Theorem, dass der nun
vorliegende und ausgegebene Fluss maximal ist. Es bleibt zu zeigen, dass die Schlei-
fe (schnell) terminiert. SchlieBlich muss man {iberlegen, wie schnell man Sperrfliisse
berechnen kann.

Lemma 1.4.4. Die Sperrflussmethode terminiert nach mazimal n—1 Sperrflussberech-
nungen.

Beweis: Wir werden zeigen, dass die Anzahl der Levels im NNW in jedem Schlei-
fendurchlauf strikt zunimmt. Da dieser Abstand anfangs mindestens 1 ist und nicht
grofler als n — 1 sein kann, wenn s von ¢ aus erreichbar ist, kann es nicht mehr als
n — 1 Sperrflussberechnungen und anschlieBende Flussvergréflerungen geben.

Sei dazu L := L;—1 := dy—1(s) der Abstand von ¢ nach s im alten RNW Ggf_l), fiir
t > 1. Dann ist L auch die Anzahl der Levels im NNW G”f in Iteration t. Zu G’f wird
der Sperrfluss ¢ berechnet, und der Fluss wird mittels f := f 4 ¢ vergroflert. Wir
betrachten nun einen beliebigen ¢-s-Weg p = (vg, v1,v2,...,v,) mit v9 = ¢, v, = § im
RNW G;t) nach Ausfithrung dieser Flussvergrofierung. (Falls es keinen solchen Weg
gibt, stoppt der Algorithmus in der nichsten Runde ohne Sperrflussberechnung, es
ist also nichts zu zeigen.) Wir behaupten, dass r grofier als L sein muss.
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Es gibt zwei Félle:

1. Fall: Samtliche Kanten von p sind im alten RNW Ggft_l) enthalten. Weil in G;t_l)
Knoten ¢ und s Abstand L haben, muss » > L gelten. Annahme: r = L.
Dann ist p ein kiirzester ¢g-s-Weg in cht_l), liegt also komplett in G’f. Nach der
Definition eines Sperrflusses ist in ¢ mindestens eine Kante e von p geséttigt,
d.h. es gilt p(e) = rest}til)(e). Nach der Definition von f + ¢ ist dann e nicht

im neuen Restnetzwerk Ggf), ein Widerspruch. Daher gilt in diesem Fall r» > L.

2. Fall: p enthilt mindestens eine Kante (v;_1,v;), die nicht im alten RNW cht_l)
enthalten ist. Jede solche Kante kommt durch die Flussvergréflerung ins Rest-
netzwerk, und das heif3t, dass v; in Niveau V;_1 und v;_1 in Niveau V, von G’f
liegt, fiir ein ¢ € {1,..., L}, in anderen Worten d;_1(v;) = dy—1(v;—1) — 1. Sol-
che Kanten gehen also aus Sicht des alten Niveaunetzwerks zuriick in Richtung
Quelle! Fiir Kanten (v;_1,v;) auf p, die im alten RNW Ggf_l) enthalten sind,
gilt di—1(v;) < di—1(vi—1) + 1. Weg p mit mindestens einer neuen Kante kann
daher mit seinen r Schritten maximal den Abstand d;_1(v,) < r — 2 erreichen.
Es ist aber v, = s, und dy—1(s) = L, also gilt r > L 4 2. O

Der Algorithmus von Dinitz ist eine spezielle Version der Sperrflussmethode, in der
Sperrfliisse iterativ gefunden werden, wie folgt: Man gibt den Kanten im NNW G’f
ihre Restkapazititen rest ¢(u, v) und startet mit ¢ = ¢ = 0, dem Nullfluss. Nun ver-
fahrt man im Wesentlichen wie die Ford-Fulkerson-Methode auf G’f, allerdings werden
nie Riickwértskanten betrachtet. Dies fiihrt nach einer Reihe von Runden zu einem
Sperrfluss. Es ist nicht besonders schwierig, dies so zu organisieren, dass eine Sperr-
flussberechnung Zeit O(nm) benstigt (Ubung). Da es maximal n—1 Sperrflussberech-
nungen gibt, ist die Gesamtlaufzeit des Algorithmus von Dinitz O(n?m) = O(n?).

Es gibt noch weitere raffinierte Methoden fiir die Berechnung von Sperrfliissen. Ei-
ne heif3t ,,Backward-Forward-Propagation®. Diese berechnet einen Sperrfluss in Zeit
O(n?), und damit benétigt die gesamte Flussberechnung Zeit O(n?). Sleator und Tar-
jan haben 1980/83 eine Datenstruktur (,,dynamic trees“) angegeben, mit deren Hilfe
sich die Konstruktion eines Sperrflusses sogar in Zeit O(m logn) bewerkstelligen l4sst.
Dies fithrt dann zu einem Flussalgorithmus mit Laufzeit O(nmlogn).

Die Methode ,,Backward-Forward-Propagation wird im WS 2021/22 nicht behan-
delt, ist also nicht priifungsrelevant.
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1.5 Der Preflow-Push-Ansatz

Wir hatten folgende Veranschaulichung fiir ein Flussproblem betrachtet:

Situation: (,,Fanstrome“) In Dortkirchen gibt es ein Straflensystem und 60000 FuB-
ballfans, die am Bahnhof ankommen und zu Fufl zum Stadion wollen. Fiir jede Strafle
ist eine maximale Gesamtanzahl an Personen festgelegt, die sie (in eine festgelegte
Richtung) passieren konnen. Wie soll die Polizei die Menschenmassen aufteilen und
lenken, so dass alle ankommen? Fiir die Abbildung siehe Abschnitt 1.1.

Wenn wir fragen, wie viele Fans maximal zum Ziel gelangen kénnen, landen wir beim
MaxFlow-Problem. Wir betrachten in diesem Abschnitt eine Strategie, die sich vom
Ford-Fulkerson-Ansatz (,,flussvergrofiernde Wege“) unterscheidet.

Im Fanstréme-Beispiel sieht die Grundidee so aus. Es wird eine Simulation auf dem
Papier durchgefiihrt, bei der man zunéchst einmal so viele Fans in das Straflennetz
hineinschickt wie auf die Straflen passen, die direkt vom Bahnhof wegfiihren. Man
erlaubt vorlaufig, dass Fans auf Pliatzen und Straflenkreuzungen ,,herumstehen®, dass
also mehr dort angekommen sind als wieder weggegangen sind (,,Uberschuss®).

Bahnhof

Stadion
1

Abbildung 12: Beispiel Fanstrome. Straflenkapazititen und testweise Einleitung von
Fanstromen. (Zahlen in Tausend Fans.) Erzeugt Uberschuss (,,excess”) in einigen Kno-
ten.

Nun verschiebt man geschickt Gruppen zwischen Pliatzen hin und her und schreibt
mit, wie viele Fans ,netto” durch eine Strale gegangen sind (wenn welche zuriickge-
hen, subtrahiert man wieder). Dieser Nettowert muss immer innerhalb der Kapazitét
der jeweiligen Strafle liegen, und man kann von einem Platz nicht mehr Fans abzie-
hen als gerade da sind. Es kann auch passieren, dass Fans zum Bahnhof zuriickge-
schickt werden, also schliellich gar nicht ins Netzwerk eintreten diirfen. Wenn man
es schliellich geschafft hat, alle Fans beim Stadion abzuliefern oder zum Bahnhof zu-
riickzuschicken, ergeben die (Fluss-)Werte an den Strafien einen legalen Plan. Wenn
man die Verschiebungen geschickt organisiert, ist das Ergebnis sogar ein maximaler
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Fluss.

Wir modellieren das Vorgehen mathematisch. Dazu lockern wir die Kirchhoff-Bedingung
und erhalten so den Begriff eines Priiflusses (,preflow).

Definition 1.5.1. Fin Prdfluss in einem Flussnetzwerk G = (V, E,q,s,c) ist eine
Funktion f: E — Ra“, die jeder Kante e einen Wert f(e) zuordnet, wobei gilt:

(i) Mit
fi(v) == Z f(u,v), fout(v) :== Z f(v,u).

(uv)eE (v,u)EE
gilt fin(v) > fout(v) fiir alle v € V — {q}.
(if) 0 < f(e) < c(e),

(Der einzige Unterschied zum Begriff des Flusses ist das ,>“ in Bedingung (i).)

fir alle e € E.

Es ergeben sich ,,Uberschiisse® (excess)

ex(v) == fm(v) — four(v)

in den Knoten v € V. Da ¢ keine Eingangskanten hat, gilt stets fi,(q) = 0, also
ex(q) < 0. Die Quelle ist nach Bedingung (i) der einzige Knoten, der negativen
Uberschuss haben kann. Auf der anderen Seite gilt stets ex(s) = fin(s) > 0, weil s
keine ausgehenden Kanten hat.

Ein Knoten v € V' — {s} heifit aktiv, wenn ex(v) > 0 ist, sonst inaktiv. Die Quelle ist
nie aktiv, da stets ex(q) < 0 gilt; die Senke ist nach Definition nie aktiv.

Die Grundidee von Preflow-Push-Algorithmen ist, einen Préfluss zu definieren und
durch geeignete Operationen schrittweise so zu verindern, dass schlieSlich alle Uber-
schiisse in Knoten v € V' — {s} verschwunden sind. Dann ist ein Fluss entstanden,
der sich als maximal erweist, wenn man richtig vorgeht.

Die Restkapazititen rest¢(u,v) fiir (u,v) € E und (v,u) € E werden fiir einen Préfluss
genauso definiert wie fiir einen Fluss, ebenso das Restnetzwerk (RNW) G, das alle
Kanten mit positiver Restkapazitat enthélt.

Um die Operationen zu steuern, ben6tigt man ein neues zentrales Konzept, so ge-
nannte Héhenfunktionen. Dabei stellt man sich vor, dass jeder Knoten v auf einem
bestimmten Level h(v) € N platziert ist. Diese Niveaus (Hohen) dndern sich im Ver-
lauf des Algorithmus.

Definition 1.5.2. (Korrigiert 5.11.2021.) Gegeben sei ein Prdfluss f in einem
Flussnetzwerk G = (V, E, q, s, ¢). Eine Hohenfunktion fiir f ist eine Funktion h: V —
N miat:
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(i) h(qg) =n=1|V]| und h(s) =0, und
(ii) h(u) < h(v) +1 fir alle (u,v) € Ey.

Wenn man sich die Knoten entsprechend ihrer Hohenwerte auf Niveaus angeordnet
denkt, bedeutet dies, dass Restnetzwerkkanten (mit positiver Restkapazitét) nicht
mehr als ein Niveau nach unten gehen diirfen. Das heif3t:

e Wenn (u,v) € F und h(u) > h(v) 4+ 2, dann muss (u,v) gesdttigt sein, d.h. es
muss f(u,v) = c(u,v) gelten.

e Wenn (v,u) € E und h(u) > h(v) + 2, dann muss (v,u) leer sein, d. h. es muss
f(v,u) =0 gelten.

Preflow-Push-Algorithmen manipulieren Paare (f,h), wobei f Prifluss und h eine
Hohenfunktion fiir f ist. Das Ziel ist erreicht, wenn f ein Fluss geworden ist.

Die einfachste Weise, ein Paar (f,h) zu finden, mit dem man beginnen kann, ist
folgende: Setze die Quelle auf Hohe n, alle anderen Knoten auf Hohe 0, und schicke
iiber die Ausgangskanten von ¢ den maximal erlaubten Fluss.

Algorithmus 1.5.3 (Initialisierung).

Data: Flussnetzwerk G = (V, E, q,s,c) mit n = |V|
Result: Initialisierung fiir Preflow-Push

1 f(q,v) < c(q,v) fir Kanten (q,v) aus der Quelle;
2 f(u, v)%Ofur(u v) € E mit u # q;

5 hig)

4 h(v) <—Ofurv€V {q};

Wir beobachten: f ist ein Prifluss und h ist eine Hohenfunktion fir f. (Die Hohen
von Quelle und Senke sind n und 0 wie gefordert. Alle Flussnetzwerkkanten, die steil
nach unten gehen, sind gesittigt.) Die Uberschiisse in den Knoten berechnen sich wie
folgt:

e ex(v) = ¢(q,v) fiir v mit (¢,v) € E.
e ex(v) =0 fiirve V —{q} mit (¢,v) ¢ E.
o ex(q) = —Cg = =3 (yuyer (¢, V).

Aktiv sind also die unmittelbaren Nachfolger von ¢, aufler eventuell s. Die Summe
aller Uberschiisse (inklusive dem von g¢) ist 0. (Es wird sich herausstellen, dass dies
im Verlauf des Algorithmus immer so bleibt.)
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Bemerkung: Bei der Initialisierung verwendet man auch oft eine Variante, die zu einer
leichten Beschleunigung fiihrt. Anstatt Knoten v € V — {q} pauschal auf Hohe 0 zu
setzen, kann man ihn auch auf Level dg (v, s) setzen (den Abstand von v zur Senke im
Flussnetzwerk G, was nach der Initialisierung im Teil V' — {¢} zum Restnetzwerk G/
identisch ist). Die Zahlen d¢(v, s) konnen leicht durch Breitensuche im Umkehrgra-
phen (ohne ¢) von s aus ermittelt werden. Man sieht sofort, dass die Bedingung an die
Hohenfunktion erfiillt ist: Wenn (u,v) € E = Ey gilt, dann ist dg(u, s) < dg(v, s)+1.

Es gibt zwei zentrale Operationen zum Umbau des Paares (f, h). Eine (,push(u,v)%)
dndert den Fluss iiber eine Kante (u,v) oder ihre Umkehrkante (v,u), die andere
(,relabel(u)*) d&ndert den Hohenwert eines Knotens u. (Im Gegensatz zur FF-Methode
und ihren Abwandlungen wie die Sperrflussmethode sind diese Manipulationen sehr
lokal.) Wegen der Namen der Operationen heiflen Preflow-Push-Verfahren auch Push-
Relabel-Verfahren.

Die erste Operation verindert den Flusswert auf einer Kante. Zweck ist, Uberschuss
von einem aktiven Knoten u zu einem Knoten v zu verschieben, entlang einer Kante
(u,v) € Ey, also einer Kante mit positiver Restkapazitét. (Dann kann (u,v) € E oder
(v,u) € E gelten, fiir das Flussnetzwerk G = (V, E, q, s, ¢).) Diese Operation darf nur
ausgefiihrt werden, wenn h(u) = h(v) + 1 gilt.

Intuition: Uberschuss von u nach v verschieben kann man nur, wenn

e u hoher sitzt als v,
e u Uberschuss hat, d.h. ex(u) > 0 gilt, und

e auf der Restnetzwerkkante (u,v) Platz ist, also rests(u,v) > 0 gilt.

Die letzte Bedingung bedeutet fiir (u,v) € E, dass (u, v) nicht geséttigt ist ( Vorwdrts-
kante, man kann noch mehr Fluss iiber die Kante schicken) und fiir (v,u) € E, dass
f(v,u) > 0 ist (Rickwdrtskante, man kann den Fluss iiber (v,u) verringern). Aus
der Definition des Konzepts ,,Hohenfunktion fiir f“ und der ersten und der letzten
Bedingung ergibt sich, dass h(u) = h(v) + 1 gelten muss, damit man Uberschuss von
u nach v verschieben kann.

Der Fluss kann sich nicht um mehr als ex(u) und auch nicht um mehr als rest ¢ (u, v) >
0 &ndern.
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Algorithmus 1.5.4 (push).

Data: f, h, Kante (u,v) € Ef mit ex(u) > 0, v # ¢ und h(u) = h(v) +1
1 0 < min{ex(u),rests(u,v)};
2 if (u,v) € E then f(u,v) < f(u,v) + 6;
3 if (u,v) ¢ E then f(v,u) « f(v,u) — ¢
// (implizit:) ex(u) + ex(u) — d;
/7 ( ) ex(v) < ex(v) + 0;
// (implizit:) resty(u,v) < resty(u,v) — J;
// ( ) rest (v, u) < rests(v,u) + J;

;
implizit:

implizit:

Es gibt zwei Moglichkeiten:

o Wenn ex(u) > resty(u,v) ist, verschieben wir rests(u,v) Uberschuss. Dadurch
wird rests(u,v) = 0: die Kante (u,v) verschwindet aus dem Restnetzwerk. Wir
nennen dies eine saturierende push-Operation.

(Achtung: Die Kante (u, v) kann spéter auch wieder im RNW auftauchen, ndm-
lich wenn push(v, u) ausgefithrt wird.)

e Wenn ex(u) < rests(u,v) ist, verschieben wir ex(u) viel Uberschuss. Dadurch
wird ex(u) = 0, und w wird inaktiv. Wir nennen dies eine nichtsaturierende
push-Operation. (Achtung: Spéter kann u auch wieder aktiv werden, nédmlich
wenn Uberschuss von einem anderen Knoten nach u verschoben wird.)

Die Operation push(u,v) senkt resty(u,v) um ¢ und erhoht resty(v,u) um §. Dies
geschieht quasi automatisch, nicht algorithmisch, da diese Werte aus Flusswerten und
Kapazitdten berechnet werden.

Lemma 1.5.5. (a) Nach der Ausfihrung von push(u,v) ist das neue f immer noch
ein Prdfluss.

(b) Nach der Ausfihrung von push(u,v) ist h immer noch eine Héhenfunktion fir
das neue f.

Beweis: (a) Dass Flusswerte auf (u,v) bzw. (v, u) nichtnegativ bleiben und die Ka-
pazitétsbedingung eingehalten wird, liegt daran, dass wir f(u,v) oder f(v,u) nur um
d <rests(u,v) d&ndern. Dass fin(u) > fout(u) bleibt, liegt daran, dass wir f(u,v) nur
um 0 < ex(u) erhohen bzw. f(v,u) nur um § < ex(u) vermindern. Es ist auch klar,
dass ex(v) durch die push-Operation nur wachsen kann, also auf jeden Fall nachher
positiv ist. (b) Bedingung (i) in Definition 1.5.2 bleibt erfiillt. ir Fiir (ii) miissen nur
Kanten (u,v) und (v,u) betrachten, da sich auf den anderen Kanten nichts dndert.
Nach wie vor gilt h(u) < h(v) + 1. Der rest-Wert auf der Gegenkante (v,u) steigt;
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dadurch kénnte (v, u) neu ins RNW gelangen. Dies ist aber fiir h auch kein Problem,
da h(v) = h(u) — 1 < h(u) + 1 gilt. O

Es kann nun natiirlich passieren, dass keine push-Operation ausfithrbar ist, obwohl es
Knoten mit Uberschuss gibt. Woran kann das liegen? Knoten sitzen auf bestimmten
Hohen. Wenn u Uberschuss hat (also ex(u) > 0 gilt), aber im Restnetzwerk beziig-
lich der Hohenfunktion in einem lokalen Minimum sitzt (also h(u) < h(v) fiir alle
(u,v) € Ey gilt), kann man diesen Uberschuss nicht bewegen. In diesem Fall werden
aktive Knoten u vorsichtig angehoben, so dass h Hohenfunktion bleibt, aber schlief}-
lich doch erreicht wird, dass ein aktiver Knoten u eine Ausgangskante (u,v) hat, auf
der eine push-Operation zulissig ist. Dafiir gibt es die Operation relabel(u), die nur
die Hohenfunktion verdndert: Wenn fiir einen aktiven Knoten u gilt, dass h(u) < h(v)
fir alle v mit (u,v) € Ey, dann kénnen wir die Hohe von v um 1 vergréfern.

Im Bild des Rohrensystems, durch das Wasser geleitet werden soll, lisst sich der Zweck des
Anhebens ebenfalls recht anschaulich beschreiben. Wir stellen uns vor, die Knoten hétten
Reservoirs, in denen Wasser temporir aufbewahrt werden kann. Knoten kénnen auf einem
Niveau zwischen 0 und 2n — 1 liegen. Anfangs wird die Quelle auf Niveau n gesetzt, alle
anderen Knoten auf Niveau 0, und die maximale von den Kantenkapazititen erlaubte Menge
an Wasser wird von ¢ zu seinen Nachfolgern geschickt. In diesen steht nun Uberschuss-Wasser.
Man kann Wasser von u nach v schicken, aber nur wenn auf der Restnetzwerkkante (u,v)
Platz ist und wenn u auf einem héheren Niveau sitzt als v (dann flieit ndmlich das Wasser von
selber nach unten). Der Zweck der nun folgenden relabel-Operation ist es, Knoten vorsichtig
anzuheben, so dass dieser Fluss nach unten stattfinden kann, sei es nun in Richtung Senke oder
auch zuriick zur Quelle. Der Algorithmus besteht dann darin, push- und relabel-Operationen
anzuwenden, bis nur noch Knoten s Uberschuss hat, also alle anderen temporiren Reservoirs
leer sind.

Algorithmus 1.5.6 (relabel).

Data: f, h, aktiver Knoten u mit Vv € V': rest¢(u,v) > 0 = h(u) < h(v)
Result: Hebe aktiven Knoten u ein Niveau hoher
1 h(u) < h(u) + 1;

Durch den Aufruf relabel(u) &ndert sich nichts daran, dass h Hohenfunktion fiir f
ist: Die Hohen von Knoten ¢ und s werden nie verdndert, da diese nie aktiv sind. Fiir
Kanten (u,v) € Ey gilt nachher h(u) < h(v) + 1; fir Kanten (w,u) € Ef galt vorher
h(w) < h(u) 4+ 1, also nachher h(w) < h(u).

Wir kénnen nun die Klasse der Preflow-Push-Algorithmen beschreiben.
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Algorithmus 1.5.7 (Preflow-Push-Methode).

Data: Flussnetzwerk G = (V, E, q, s, ¢)

Result: Maximaler Fluss f fiir G

1 Initialisierung(G);

2 while es gibt aktiven Knoten u do

3 wéahle einen aktiven Knoten u;

4 | if h(u) < h(v) fir alle Nachfolger v von uw im RNW Gy then
5 ‘ relabel(u)

6 else

7 | wiihle v mit (u,v) € Ef und h(u) = h(v) + 1; push(u, v);
8 end

9 end
10 return f;

In der Preflow-Push-Methode sind die Wahl des aktiven Knotens v und gegebenenfalls
des Knotens v offengelassen. Es wird sich zeigen, dass diese Entscheidungen fiir die
Terminierung und die Korrektheit des Ergebnisses irrelevant sind. Strategien fiir diese
Entscheidungen bestimmen aber, wie schnell der Algorithmus abliuft.

Beispiel: Tafel, Internet.

http://www.adrian-haarbach.de/idp-graph-algorithms/implementation/maxflow-push-relabel/

index_en.html

(Vorsicht: Quelle heifit s [,source”], Senke heifit ¢ [, target’]. Etwas ldnger, aber in-
struktiv: Ablauf auf Graph , Jungnickel“. Manche Browser zeigen die Pfeilrichtungen
nicht an. Im Internet Explorer sind sie aber zu sehen.)

In Beispielen sieht man, dass der Algorithmus in der Lage ist, einerseits Uberschuss
nach s zu verschieben und andererseits Uberschuss, der nicht durch das Netzwerk
hindurchpasst, zuriick zu ¢ zu schieben. Fiir den zweiten Teil ist es notig, dass die
Hohenwerte auch grofier als n werden, damit es zu ¢ mit h(q) = n ,abwirts* geht wie
in der push-Operation gefordert.

Wir betonen nochmals, dass die durch die Initialisierung festgelegten Werte h(q) =
n und h(s) = 0 nie gedndert werden. Damit erhalten wir die erste entscheidende
Eigenschaft von Systemen (f,h).

Lemma 1.5.8. Wenn h eine Hohenfunktion fir Prdifluss f ist, dann gibt es im RNW
Gy keinen Weg von q nach s.

Beweis: Da es n Knoten gibt, aber die Menge {0,1,...,n} Grofle n + 1 hat, muss es
ein k € {1,...,n — 1} geben, so dass kein Knoten v mit h(v) = k existiert. Ein Weg
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in Gy von ¢ nach s miisste eine Kante (u,v) € Ey mit h(u) > k > h(v) enthalten.
Eine solche gibt es aber wegen der Definition einer Hohenfunktion nicht. O

Dieses Lemma macht einen zentralen Unterschied zwischen der Preflow-Push-Methode
und der Ford-Fulkerson-Methode explizit: FF arbeitet mit Fliissen, und stoppt, wenn
es keinen ¢-s-Weg im RNW mehr gibt. Bei Preflow-Push gibt es nie einen solchen
Weg. Man arbeitet mit Préfliissen f und stoppt, wenn man einen Fluss hat.

Lemma 1.5.9. Wenn h Héhenfunktion fir f ist und kein Knoten aktiv ist, dann ist f
ein mazximaler Fluss fir G.

Beweis: Wenn kein Knoten aktiv ist, hat jeder Knoten v € V — {q¢, s} Uberschuss 0,
und das heifit, dass iiberall die Kirchhoff-Bedingung erfiillt ist. Daher ist f ein Fluss.
Nach Lemma 1.5.8 gibt es im RNW G keinen Weg von ¢ nach s. Das Max-Flow-
Min-Cut-Theorem liefert dann, dass f maximal ist. O

Was wir noch zeigen miissen, ist, dass die Anwendung der Preflow-Push-Methode
nach endlich vielen Schritten dazu fiithrt, dass kein Knoten mehr aktiv ist. Die Stra-
tegie hierfiir ist folgende: Wir zeigen, dass die Hohen von Knoten durch 2n — 1 nach
oben beschriankt sind; Hohen konnen also nicht ,,in den Himmel wachsen“ und die An-
zahl der relabel-Operationen ist endlich. Weiter stellen wir fest, dass zwei saturierende
push-Operationen auf ein und derselben Kante (u,v) nur vorkommen kénnen, wenn
zwischendurch die Hohe h(u) strikt angewachsen ist. Dies fithrt dazu, dass es nur
endlich viele saturierende push-Operationen geben kann. SchlieBlich zeigen wir (mit
einem weiteren Trick), dass auch die Anzahl der nichtsaturierenden push-Operationen
endlich ist.

Lemma 1.5.10. Wenn f Prdfluss ist und ex(v) > 0 gilt, dann gibt es im RNW G
einen Weg von v nach q.

Beweis: Sei X die Menge aller Knoten v, von denen aus es einen G y-Weg nach ¢ gibt,
und sei Y =V — X. Es ist klar, dass ¢ € X gilt. Es gibt keine Kante (u,v) € Ef mit
u €Y und v € X. Daraus folgt:

f(v,u) =0 fir (v,u) € E,ve X,ueY. (2)

Wir zeigen nun, dass die Summe der Uberschiisse der Knoten in Y nicht positiv sein
kann. Da Uberschiisse (auer in ¢ € X) immer nichtnegativ sind, miissen dann alle
Knoten in Y Uberschuss 0 haben. Daraus folgt die Behauptung: Jeder Knoten v mit
positivem Uberschuss muss in der Menge X liegen.
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Z ex(u) = Z(fln(u) — fout(u))

ueY ueyY

= fmw) = four(u)
ueyY ueyY

= Z f(U,U) - Z f(’LL,’U)
(v,u)€EE (u,w)EE
veVueY ueY,veV

YOS fww) - Y fluw).
(vyu)eE (u,v)EE
veEX uEY ueYweX

Die Gleichheit (x) in der letzten Zeile ergibt sich dabei daraus, dass f(u,v) fiir die
Kanten (u,v) € F mit u,v € Y in beiden Summen vorkommt, mit entgegengesetz-
ten Vorzeichen. Die erste Summe ist 0 wegen (2), die zweite Summe enthélt nur
nichtnegative Summanden. Zusammen ergibt sich ein nicht-positiver Wert. O

Intuitiv kann man aus Lemma 1.5.10 auch entnehmen, dass es immer im Prinzip mog-
lich ist, einen Uberschuss entlang von RNW-Kanten zuriick zur Quelle zu schieben.

Lemma 1.5.11. (i) Fir alle v € V gilt stets h(v) < 2n — 1.

(ii) Die Anzahl der relabel-Operationen ist nicht grofier als 2n(n — 2).

Beweis: (1) Wir haben stets h(q) = n und h(s) = 0. Betrachte nun v € V — {q, s}
nach der Ausfithrung einer relabel(v)-Operation. Dann ist v aktiv. Aus Lemma 1.5.10
in Kombination mit Eigenschaft (ii) in der Definition von Hohenfunktionen folgt,
dass h(v) < 2n — 1 gilt. Denn: Sei v = vy, v1,...,v; = ¢ ein einfacher Weg von
v nach ¢ im RNW Gy. Dann gilt ¢ < n — 1, und wir haben h(v;—1) — h(v;) < 1,
fir 1 < ¢ < t. Summation liefert h(v) — h(q) = h(vg) — h(vy) < t < n — 1, also
h(v) <h(q)+n—1=2n—1.

(ii) Jeder Knoten v # ¢, s startet mit hA(v) = 0. Mit jeder Operation relabel(v) steigt
die Hohe um 1 an. Daher kann nach (i) auf v hochstens (2n — 1)-mal eine relabel-
Operation angewendet werden. Summiert iiber alle v # ¢, s ergibt sich die Schranke
(2n —1)(n —2) < 2n(n — 2) fir die Anzahl der relabel-Operationen. O

Lemma 1.5.12. Die Anzahl der saturierenden push-Operationen ist nicht grifer als
2nm.

Beweis: (Ergénzt 6.11.2021.) Wir betrachten zunéchst eine beliebige Kante (u, v) mit
(u,v) € E oder (v,u) € F, das heifit, (u,v) ist potenzielle RNW-Kante, und zeigen,
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dass iiber die Kante (u,v) nicht 6fter als n-mal eine saturierende push-Operation
lduft. Der Beweis ist sehr dhnlich zu dem in der Laufzeitanalyse fiir den Edmonds-
Karp-Algorithmus. Betrachte einen Zeitpunkt ¢, an dem push(u,v) saturierend aus-
gefiihrt wird. Dann verschwindet (u,v) zu diesem Zeitpunkt aus dem Restnetzwerk.
Weiter betrachte einen Zeitpunkt t” > ¢, zu dem erneut push(u,v) ausgefiihrt wird.
Dann ist (u,v) zwischenzeitlich wieder im RNW erschienen, das heifit, es gibt einen
Zeitpunkt ¢’ mit ¢t <t < t”, zu dem iiber die Gegenkante (v,u) eine push-Operation
stattfindet. Die Hohen hy(u), hy (u), hy (v), hyr(u) und hyr (v) zu diesen drei Zeitpunk-
ten erfiillen Folgendes, nach der Bedingung fiir push-Operationen und weil Héhen
niemals sinken:

Wenn man diese Gleichungen und Ungleichungen addiert, ergibt sich hyr(u) > hy(u)+
2. Das heifit: Zwischen zwei saturierenden push(u, v)-Operationen erhoht sich A(u) um
mindestens 2. Da anfangs h(u) = 0 gilt, fiir die erste push(u, v)-Operation h(u) > 1
sein muss und stets h(u) < 2n — 1 gilt (Lemma 1.5.11(i)), gibt es nicht mehr als n
viele saturierende push(u,v)-Operationen.

Die Anzahl der Kanten (u,v) mit (u,v) € E oder (v,u) € E ist 2m. Daher gibt es
insgesamt nicht mehr als 2m - n = 2nm saturierende push-Operationen. O

Nun miissen wir noch die Anzahl der nichtsaturierenden push-Operationen abschét-
zen. Hierfiir betrachten wir die Kombination (f,h) aus Prifluss und Hohenfunktion
als einen ,,Zustand“ des Systems, und definieren eine Funktion ®, die jedem solchen
Zustand ein ,, Potenzial“ ®(f,h) € N zuordnet. (Man muss dabei den Namen ,,Po-
tenzial“ nicht verstehen — es handelt sich hier nur um eine Sprechweise.) Der Wert
O(f,h) ist anfangs 0. Er steigt mit relabel-Operationen (hochstens 2n(n — 2) viele)
und mit saturierenden push-Operationen (héchstens 2nm viele) an und sinkt mit je-
der nichtsaturierenden push-Operation um mindestens 1. Daraus folgt, dass es nur
endlich viele nichtsaturierende push-Operationen geben kann. — Dies fithren wir nun
genauer aus. Wir definieren:

O(f,h) =Y hlv).
veV
v ist aktiv

Es ist klar, dass ® nur Werte in N annimmt.

Lemma 1.5.13. (a) Eine relabel-Operation erhéht ®(f,h) um 1.
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(b) Eine saturierende push-Operation erhiht ®(f, h) um hochstens 2n — 2.
(¢) Eine nichtsaturierende push-Operation verringert ®(f, h) um mindestens 1.

(d) Es gibt hochstens 4n’*m — 2nm nicht-saturierende push-Operationen.

Beweis: (a) relabel(u) vergrofert die Hohe des aktiven Knotens u um 1.

(b) Durch die saturierende push-Operation push(u,v) kann Knoten v vom Zustand
sinaktiv® in Zustand ,aktiv¢ wechseln. Seine Hohe ist maximal 2n — 2 (denn A(u) <
2n — 1 und h(u) = h(v) + 1), und um diesen Wert kann ®(f, h) ansteigen.

(¢) Wenn push(u, v) nichtsaturierend ist, ist nachher u inaktiv geworden und es kénn-
te sein, dass v vorher inaktiv war und nun aktiv ist. ®(f, h) sinkt also um mindestens
h(u) — h(v) = 1.

(d) Der Anfangswert von ®(f,h) nach der Initialisierung ist 0. Nach Lemma 1.5.11
kann ®(f, h) durch alle relabel-Operationen zusammen um héchstens 2n(n — 2) an-
steigen. Nach Lemma 1.5.12 in Kombination mit (b) kann ®(f, h) durch alle saturie-
renden push-Operationen zusammen um nicht mehr als 2nm(2n — 2) = 4nm(n — 1)
ansteigen. Die Summe aller Anstiege ist also kleiner als 4nm(n — 1) 4+ 2n(n — 2) <
dnm(n —1)+2nm < 4n’m — 2nm. (Wir kénnen natiirlich annehmen, dass in G jeder
Knoten aufler s eine Ausgangskante hat, also m > n — 1 gilt.) O

Aus Lemma 1.5.12 und Lemma 1.5.13(d) folgt, dass es insgesamt nicht mehr als 4n%m
push-Operationen geben kann. Daher hélt die Preflow-Push-Methode nach endlich
vielen Operationen an. Was bleibt noch zu tun? Zunichst einmal muss man {iberlegen,
wieviel Rechenzeit fiir die O(n?m) push- und die O(n?) relabel-Operationen ben&tigt
wird. Man kann die Dinge recht leicht so arrangieren, dass man in konstanter Zeit
eine Kante (u,v) fiir ein push(u,v) findet (man speichert die Kanten (u,v) € Ef mit
aktivem u und h(u) = h(v) + 1 in einer Wartemenge) bzw. einen Knoten wu fiir ein
relabel(u) findet (ebenfalls eine Wartemenge), und dass push(u, v) O(1) Zeit benétigt,
relabel(u) Zeit O(n) (durchlaufe die Ausgangskanten von u und priife, ob sie fiir
push(u,v) in Frage kommen). Damit ist die Rechenzeit O(n?m) + O(n3) = O(n*m).

Satz 1.5.14. Die Preflow-Push-Methode kann (auf einfache Weise) so implementiert
werden, dass die Rechenzeit durch O(n®*m) beschrinkt ist.

Durch geschickte Wahl der Reihenfolge der push- und relabel-Operationen kann die
Rechenzeit noch sehr verbessert werden. Zunéchst nimmt man lokale Strukturierun-
gen vor, die es einem ersparen, in jeder Runde den ganzen Graphen anzusehen.

Eine ganz einfache Variante ist die, dass man einen aktiven Knoten u, fiir den keine
push-Operation moglich ist, gleich auf ein Niveau hebt, bei dem dies mdoglich ist. Dies
kiirzt das Anheben in Finzelschritten ab.
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Algorithmus 1.5.15 (relabel-1).

Data: f, h, aktiver Knoten u mit Vv € V': rest¢(u,v) > 0 = h(u) < h(v)
Result: Hebe aktiven Knoten u ein Niveau hoher als niedrigsten Nachfolger in Gy
1 h(u) < min{h(v) | (u,v) € Ef} +1;

Eine weitere Vorgehensweise zur Strukturierung der Operationen ist die, einen einmal
ausgesuchten Knoten v mit positivem Uberschuss komplett zu leeren. Das heifit: Man
schiebt Uberschuss mit saturierenden push-Operationen zu Nachbarn, so lange dies
moglich ist. Wenn u dann immer noch Uberschuss hat, wird relabel-1(u) ausgefiihrt;
danach kann wieder mit push-Operationen begonnen werden. Die ganze Operation
heifit discharge(u), sie hinterlésst u als inaktiven Knoten. Damit angestrebte Laufzeit-
effekte realisiert werden kénnen, muss man die Untersuchung der von u ausgehenden
Kanten passend organisieren. Dazu bendtigt man die Adjazenzliste von u, in der in
der Form einer linearen Liste alle Kanten aufgefiihrt sind, die moglicherweise in E
aus u herausfiihren, also alle Kanten (u,v) € E und alle Kanten (u,v) mit (v,u) € E.
Sobald einmal relabel-1(u) ausgefithrt wurde, fingt man in der Adjazenzliste von u
wieder von vorne an. Wenn Knoten u komplett geleert werden konnte, merkt man
sich die aktuelle Stelle in der Adjazenzliste und fiahrt spiter (wenn u wieder aktiv
geworden ist und danach erneut discharge(u) aufgerufen wird) an derselben Stelle in
der Adjazenzliste fort.

Algorithmus 1.5.16 (Discharge).

Data: f, h, aktiver Knoten u, Zeiger u.current in die Adjazenzliste von u
Result: bewirkt push- und relabel-Operationen an w; schliefflich ex(u) =0
1 while v ist aktiv do

2 vV < u.current;

3 if v = NULL (Ende der Adjazenzliste erreicht) then

4 relabel-1(u);

5 setze u.current auf den Anfang der Adjazenzliste von w;
6 else

7 if rests(u,v) > 0 und h(v) + 1 = h(u) then

8 ‘ push(u,v)

9 else

10 ‘ schiebe w.current in Adjazenzliste um 1 Position weiter
11 end

12 end
13 end

Man muss sich vergewissern, dass die Ausfiihrung der relabel-1-Operation in Zeile
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4 erlaubt ist, das heiit, dass h(u) < h(v) fiir alle v mit (u,v) € Ey gilt. Wenn die
Situation u.current = NULL auftritt, heifit das, dass vorher die Adjazenzliste von u
(eventuell in mehreren Abschnitten) komplett durchlaufen worden ist, dass sich h(u)
gedndert hat, und so dass alle betrachteten ausgehenden Kanten (u,w)

e h(w) > h(u) erfiillten (daran &ndert sich nichts, da kein relabel(u) stattfand),
oder

e h(w) = h(u)—1 erfiillten und entweder von vorneherein nicht in £y waren, oder
e durch die aktuelle oder eine frithere Discharge-Operation geséttigt worden sind.
Daher kann es keine Kanten (u, w) geben, an denen push ausfithrbar wire, und relabel

ist erlaubt.

Eine geldufige Vorgehensweise fiir eine Konkretisierung der Preflow-Push-Methode
ist die ,,Highest-Label-Heuristik“, bei der immer Knoten mit mdoglichst grofler Hohe
ausgewahlt werden, auf die dann Discharge angewendet wird.

Algorithmus 1.5.17 (Highest-Label).

Data: Flussnetzwerk G = (V, E, q, s, ¢)
Result: Maximaler Fluss f fiir G
Initialisierung(G);
foreach u € V — {q, s} do
‘ setze u.current auf den Anfang der Adjazenzliste von u
end
while es gibt aktives u do
wéhle aktives u mit h(u) maximal;
Discharge(u);
end

W g & U b w N -

Eine erste, nicht sehr schwierige, Analyse ergibt eine Rechenzeitschranke von O(n?).

Wir zeigen hier nur kurz, dass die Anzahl der nichtsaturierenden push-Operationen
durch O(n?) beschriinkt werden kann. Dazu iiberlegen wir Folgendes: Eine nichtsa-
turierende push-Operation an Knoten u macht diesen auf jeden Fall inaktiv. Wenn
(irgendwelche saturierenden push-Operationen und) n — 2 nichtsaturierende push-
Operationen in Folge ausgefiihrt wurden, ohne jegliche relabel-Operation, dann sind
alle Knoten in V — {g¢,s} inaktiv geworden, und der Algorithmus hélt an. Das
heifit: Damit der Algorithmus weiterlduft, muss nach spétestens n — 3 nichtsaturie-
renden push-Operationen eine relabel-Operation folgen. Da die Anzahl der relabel-
Operationen nur O(n?) ist, ist die Anzahl der nichtsaturierenden push-Operationen
durch n - O(n?) = O(n3) beschrinkt.
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Eine gewisse technische Schwierigkeit liegt noch im Nachweis, dass es in derselben
Zeitschranke moglich ist, immer einen aktiven Knoten mit gréfitem hA-Wert zu finden.
Hierfiir wird auf die Literatur verwiesen.

Satz 1.5.18. Die Preflow-Push-Methode mit der Highest-Label-Regel kann so imple-
mentiert werden, dass die Rechenzeit durch O(n®) beschrinkt ist.

Eine zweite, etwas aufwendigere Analyse (siehe die Arbeit von Cheryian und Mehl-
horn) fiihrt zu einer Rechenzeitschranke von O(n?y/m) fiir die Highest-Label-Heuristik.
Dies ist fiir Kantenanzahlen m = o(n?) noch besser als O(n?).

Literatur:

Jon Kleinberg, Eva Tardos, Algorithm Design, Addison-Wesley 2006, Section 7.4.

J. Cheriyan, K. Mehlhorn, An analysis of the highest-level selection rule in the
preflow-push max-flow algorithm, Information Processing Letters 69 (1999): 239-242.

Die folgende Tabelle dient nur zur Orientierung fiir Interessierte, soll also nicht aus-
wendig gelernt werden ...
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(M. Dietzfelbinger, 12.11.2021)

2 Matchings in bipartiten Graphen

2.1 Grundbegriffe

Englischunterricht:

“to match”: passend (paarweise) zusammenfiigen
“matchmaker”: Heiratsvermittler(in)

Beispiel 1: (s. Abb. 1 links und 2 rechts) Wir veranstalten einen Schulausflug mit 2k
Kindern. Eine Menge von Paaren E C {{3,j} |i,j € {1,...,2k},i # j} legt fest, wer
mit wem im gleichen (Zweier-)Zimmer schlafen kann. Ist es moglich, die Kinder auf
genau k Zimmer aufzuteilen?

Beispiel 2 (das Standardbeispiel, s. Abb. 3): U und W sind n-elementige Mengen, die
fiir n Ménner und n Frauen stehen. Eine Menge E C U x W gibt an, wer mit wem
ykann“ (was auch immer: im Bus nebeneinander sitzen, Tango tanzen, heiraten). Gibt
es eine Moglichkeit, die Personen einander paarweise zuzuordnen, so dass die durch £
gegebene Einschrankung eingehalten wird? Technisch: Gibt es eine Teilmenge M C E
mit |M| = n derart, dass jedes i € U und jedes j € W in M genau einmal vorkommt?
Wenn nicht, finde eine moglichst groffe Menge von kompatiblen Paaren.

Beispiel 3: Eine Firma beschéftigt n Personen und hat n Tétigkeiten auszufiihren.
Die Personen sind bei den Jobs unterschiedlich schnell und fehleranfillig.

‘Spﬁlen Putzen Kochen Biigeln

Anton 1 2 0 5
Berti 0 3 4 1
Conni 3 1 2 6
Det 2 0 3 4

Wenn Person i Job j ausfiihrt, entsteht Wert w;; (pro Stunde). Wie sollte man die
Jobs auf die Personen aufteilen, damit der erzielte Wert in Summe moglichst grof3
wird? Hier ist nach einem ,perfekten Matching® M C U x W mit |M| = n gefragt,
wobei U =W = {1,...,n} gilt, so dass Z(i,j)eM w;j moglichst grof ist.

Wir definieren den Begriff ,,Matching* zunéchst fiir allgemeine Graphen. Damit ist
eine Menge von einander nicht beriithrenden Kanten gemeint. (Passend: Beispiel 1.)

Definition 2.1.1. G = (V, E) sei ein (ungerichteter) Graph. Ein Matching in G ist
eine Menge M C E mit folgender Eigenschaft: wenn (u,v) und (x,w) verschiedene
Elemente von M sind, dann ist {u,v} N {z,w} = 0.
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Abbildung 1: Ein Graph und ein (nicht erweiterbares) Matching

Definition 2.1.2. (a) Ein Matching M in G = (V, E) heifit nicht erweiterbar oder
inklusionsmazximal (engl.: mazimal matching), wenn es keine Kante e ¢ M
gibt, so dass M' = M U {e} ebenfalls Matching ist.

(b) Ein Matching M in G = (V, E) heifit gréfites Matching oder mazximales
Matching oder kardinalititsmazimal (engl.: maximum matching), wenn
es kein Matching M' mit |M'| > |M]| gibt.

(¢) Ein Matching M in G = (V, E) heifit perfektes Matching, wenn jeder Knoten
v €V in einer Kante in M vorkommt.

s <

Abbildung 2: Ein (kardinalitéits)maximales Matching und ein perfektes Matching

Die Situation in Beispiel 1 kann als Suche nach einem perfekten Matching in ei-
nem allgemeinen Graphen modelliert werden, die in Beispiel 2 als Suche nach einem
perfekten oder zumindest (kardinalitdts)maximalen Matching in einem ,bipartiten®
Graphen, in Beispiel 3 geht es um ein perfektes Matching in einem vollsténdigen
bipartiten Graphen, das eine gegebene Kostenfunktion maximiert.



Definition 2.1.3. Ein (ungerichteter) Graph G = (V, E) heifit bipartiter oder paarer
Graph, wenn man 'V in disjunkte Mengen U und W zerlegen kann, so dass alle Kanten
zwischen U und W wverlaufen.

Aquivalent hierzu ist die Bedingung, dass man die Knoten in V so mit zwei Far-
ben (,blau“ und , griin“) farben kann, dass jede Kante zwei verschiedenfarbige End-
punkte hat. Es gibt einfache Algorithmen, die einen Graphen G in Zeit O(|V] +
|E|) = O(n + m) darauf testen, ob er bipartit ist, und gegebenenfalls eine solche
Aufteilung/Farbung berechnen (Ubung).

Abbildung 3: Ein bipartiter Graph, mit nicht erweiterbarem Matching, mit perfektem
Matching

In diesem Kapitel betrachten wir Algorithmen, die in einem gegebenen Sinn best-
mogliche Matchings fiir bipartite Graphen finden.

2.2 Kostenoptimale Matchings in bipartiten Graphen
mit Kantengewichten: Auktionen

(Demange, Gale, Sotomayor, Multi-Item Auctions, Journal of Political Economy, Vol.
94, No. 4, Aug., 1986, pp. 863-872.)

Gegeben ist eine Menge U = {1,...,n} (von ,Bietern“) und eine Menge W =
{1,...,nw} (von ,Waren“), sowie eine ,Wertmatrix*

(Wij)1<i<ny1<j<ne

mit Werten w;; € N. (Wert w;; driickt aus, wie viel Ware j fiir Bieter ¢ wert ist.) Das
Ziel ist, einige der Waren Bietern zuzuordnen, und zwar jedem Bieter hochstens eine,
so dass der gesamte realisierte Wert moglichst grof} ist. Gesucht ist also ein Matching
M im bipartiten Graphen G = (U U W,U x W), so dass w(M) = 2o G.)eM Wij
moglichst grof} ist.
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SEaa

Alicel 0 3 2 3|
Bob, 4 0 10 10
Carll 3 9 0 2

Daisyi 5 7 0 12

Abbildung 4: Beispielinput fiir Auktionsmatching. Bieter: ¢ = 1,2,3,4 sind Alice,
Bob, Carl und Daisy; Waren j = 1,2, 3,4 sind Uhr, Fahrrad, Sessel, Reise.

Eine mogliche Zuordnung ist (Alice, Reise), (Bob,Sessel), (Carl, Fahrrad),
(Daisy, Uhr); diese hat Wert 3 + 10+ 9 + 5 = 27. Sie ist nicht optimal.

Man kann offenbar auch das Problem, ein kardinalitdtsmaximales Matching M in
einem bipartiten Graphen G = (U, W, E) zu finden, in dieser Terminologie formulie-
ren: w;; € {0, 1} fiir alle 4, j, mit w;; = 1 genau dann wenn (i, j) € E. Dies stellt den
einfachsten Fall dar.

Wir wollen das Problem l6sen, indem wir eine Auktion durchfiihren, und zwar fiir alle
Waren auf einmal. Wie bei einer normalen Auktion gibt es Gebote fiir die Waren;
das aktuelle Hochstgebot fiir eine Ware j nennen wir den Preis p;. Das (fiktive)
Mindestgebot ist 0: der Preis jeder Ware ist anfangs 0.

Aus der Sicht einer einzelnen Ware j sieht die Auktion ganz normal aus. Die Bieter
geben nacheinander Gebote ab. Diese Gebote steigen bei jedem neuen Gebot immer
um einen festen Schrittwert § > 0, so dass das Hochstgebot bei einer Ware nachein-
ander 9, 29, 36, ... ist. Der Bieter, der aktuell das Hochstgebot fiir Ware j abgegeben
hat, ist (temporirer) Besitzer, genannt owner(j). Mit jedem hoheren Gebot dndert
sich dieser Besitzer. Natiirlich diirfen Bieter wiederholt (immer hohere) Gebote fiir
Ware j abgeben. Wenn die Auktion endet, erhélt der aktuelle Besitzer owner(j) die
Ware j endgiiltig (und muss den aktuellen Preis p; bezahlen).

Aus der Sicht der Bieter sieht es so aus: Jeder darf im Prinzip fiir jede Ware bieten;
wer momentan Besitzer einer Ware ist, darf nicht bieten. Durch die Wahl w;; = 0
wird bewirkt, dass sich Bieter ¢ fiir Ware j nicht interessiert und nie fiir sie bietet.

Damit es nicht zu sehr durcheinander geht, lduft die Auktion in Runden. In einer
Runde darf nur ein Bieter in Aktion treten, und zwar einer, der momentan keine
Ware besitzt. Er sucht sich eine Ware aus, die er haben mdchte, und gibt sein Gebot
ab, sagen wir fiir Ware j, das um ¢ hher sein muss als das bisherige Hochstgebot p;.
Bleibt nur noch die Frage, wie ein Bieter entscheidet, fiir welche Ware er bieten will.
Hier stellen wir uns vor, dass Bieter i mit Ware j ,,Gewinn“ w;; — (p; + 9) erzielt.
(Er zahlt p; + § und zieht Wert w;; aus dem Besitz.) Nun gibt es zwei Fille. Wenn
der Gewinn fiir alle Waren negativ ist, steigt Bieter i aus der Auktion aus — er kann



nichts mehr gewinnen. Andernfalls sucht er sich eine Ware j aus, die ihm den grofiten
Gewinn bietet, also eine, fiir die w;; — p; am grofiten ist, und bietet fiir diese.

Die Auktion endet, wenn kein Bieter mehr bieten mochte, das heifit, wenn jeder
Bieter, der keine Ware besitzt, ausgestiegen ist.

Der folgende Algorithmus baut diese Sorte von Auktion nach. Die Bieter, die zur
Abgabe eines Gebots bereit sind, halten sich in einer ,Wartemenge* @ auf. (Dabei
spielt die Ordnung, in der Bieter aus ) entnommen werden, keine Rolle; manchmal
nennt man eine solche Datenstruktur ,Halde*.) Wir setzen 6 = 1/(np+1). Der Grund
hierfiir wird aus der Analyse klar werden.

Algorithm 1: Auktions-Matching

1 // Berechnet ein gewichtsmaximales Matching zu (w;j)1<i<n,,1<j<n.
2 Initialisierung:

3 Fiir jede Ware j: setze p; < 0 und owner(j) - NIL
4 Fiige alle Bieter in die Wartemenge @) ein

5 Setze 0 :=1/(np + 1). // Dann gilt: dny, < 1.

6 Bietevorgang:

7 Solange ) nicht leer ist:

8 Entnehme einen Bieter ¢ aus ()

9 Bestimme ein j, das w;; — p; maximiert // bei Gleichheit: beliebig
10 Falls w;; —p; > 0:  // falls w;; < p;: Bieter ¢ wird inaktiv
1 Fiige (bisherigen Besitzer) owner(j) in @ ein
12 owner(j) < ¢
13 pj < p; +90

14 Ausgabe: Menge M aller Paare (owner(j), j) mit owner(j) # NIL

Beispiel: Ablauf des Auktionsalgorithmus. Eine Zeile entspricht einer Runde. Je-
weils links: Werte w;; und p;. Jeweils rechts: w;; — pj. ¢: in Wartemenge. Hellgrau:
(owner(j), j). Dunkelgrau: in dieser Runde neu zugewiesen.

Dj 0 0 0 Dj 0 0 0
Q 1 5 3 aktiv 1 5 3
el 1 4 3 ol 1 4 3
| O 1 1 el O 1 1

Dj 0 0.25 0 Dj 0 0.25 0

1 ) 3 1 475 3
| 1 4 3 e| 1 37 3
Q 0 1 1 aktiv 0 0.75 1




pj 0 0.25 025
1 5 3
| 1 4 3
0 1 1
pj 0 0.5 0.25
ol 1 ) 3
1 4 3
0 1 1
pj 0 0.75  0.25
1 5 3
el 1 4 3
0 1 1
pj 0 1 0.25
| 1 ) 3
1 4 3
0 1 1
pj 0 1.25  0.25
1 5 3
el 1 4 3
0 1 1
pj 0 15 0.25
| 1 ) 3
1 4 3
0 1 1

Dj 0 0.25  0.25
1 475 275
aktiv 1 - 2.75
0 075 0.75

Dj 0 05 025
aeiv | 1 4B 2.75
1 3.5 2.75
0 0.5 0.75

Dj 0 075  0.25
1 425 275
aktiv 1 - 2.75
0 0.25 0.75

Dj 0 1 0.25
aktiv | 1 - 2.75
1 3 275
0 0 0.75

Dj 0 125 025
1 375 275
aktiv 1 - 2.75
0 -0.25 0.75

Dj 0 15 025
aktiv | 1 - 2.75
1 2.5 2.75
0 -0.5 0.75




Pj 0 1.75 0.25 Dj 0 1.75 0.25
1 ) 3 1 325 275
el 1 4 3 aktiv [ 1 2.250 R2.79
0 1 1 0 -0.75 0.75
Pj 0 1.75 0.5 Dj 0 1.75 0.5
1 ) 3 1 325 25
1 4 3 1 225 25
Q 0 ]. 1 aktiv 0 ‘075 0.5
pj 0 1.75 0.75 Dj 0 1.75 0.75
1 ) 3 1 325 2.25
el 1 4 3 aktiv [ 1 2.28 2.25
0 1 1 0 -0.75 0.25
pj 0 2 0.75 Dj 0 2 0.75
Q 1 5 3 aktiv 1 3 225
1 4 3 1 2 225
0 1 1 0 -1 0.25
pj 0 2.25 0.75 Dj 0 2.25 0.75
1 ) 3 1275 2.25
Q 1 4 3 aktiv 1 1.75 2.25
0 1 1 0 -1.25 0.25
by 0 2.25 1 Dj 0 2.25 1
1 ) 3 1 27 2
1 4 3 1 17 2
el 0 1 1 | 00 <1250

Q ist leer, Ende. Ausgegebenes Matching: {(1,2), (2,3)} mit (optimalem) Wert 8.



Wir iiberlegen zunéchst, dass der Algorithmus das korrekte Ergebnis liefert, wenn er
eine Ausgabe erzeugt. (Dass nur endlich viele Runden durchgefiihrt werden, sehen
wir weiter unten.)

Die Analyse beruht darauf, dass festgestellt wird, dass alle Bieter am Ende ,,zufrieden*
sind, in folgendem Sinn:

Definition Ein Bieter i heifit ,,0-zufrieden®, wenn gilt:

(i) Wenn ¢ Ware j hat, d.h. owner(j) = 4, dann gilt w;; > p; und fir alle Waren

(ii) Wenn ¢ keine Ware hat, d. h. es gibt kein j mit owner(j) = ¢, dann gilt fiir alle
Waren j': w;jr — py < 0.

(Intuition: Im ersten Fall darf die Ware j, die Bieter ¢ momentan besitzt, keinen
Verlust einbringen und maximiert bis auf eine Abweichung von § seinen méglichen
Gewinn. Im zweiten Fall sind die Preise aller Waren so hoch, dass Bieter ¢ mit ihnen
keinen positiven Gewinn machen kann.)

Schleifeninvariante SI:
Bieter, die nicht in der Wartemenge () sind, sind §-zufrieden.

Behauptung: SI gilt immer. Natiirlich wird der Beweis durch Induktion iiber Runden
des Algorithmus gefiihrt. Am Anfang ist SI erfiillt, weil alle Bieter in @) sind. Nun
betrachten wir eine Runde.

Wenn Bieter ¢ aus ) entnommen wird, gibt es zwei Fille:

1. Fall: Es gibt eine Ware j mit w;; — p; > 0. — Dann wihlt der Algorithmus fiir
i eine solche Ware j aus, die zudem w;; — p; > w;;» — pj fiir alle Waren j’ erfiillt.
Die Ungleichungen werden zul wij —pj = 0 und § + w;; — p;j > wyj — py fiir alle
j' abgeschwécht, weil der Preis p; um ¢ steigt (Zeile 13 des Algorithmus). Damit ist
(i) fiir ¢ erfiillt. Solange i Besitzer von j ist, bleibt (i) fiir ¢ giiltig, weil die einzige
mogliche Anderung ist, dass die pj fiir j" # j groBer werden.

2. Fall: Fiir alle Waren j gilt w;;» —pj < 0. — Dann gibt Bieter ¢ auf, und er wird nie
mehr in die Wartemenge () kommen, aber er ist d-zufrieden, weil fir ihn (ii) gilt. Da
Preise pj nur steigen konnen, bleibt (ii) giiltig.

Wenn in der betrachteten Runde Bieter ¢ seine Ware weggenommen wird, dann wan-
dert ¢ nach @, und SI gilt auch fir .

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Es ist offensichtlich, dass der Algorithmus irgendwann einmal anhélt. (In jeder Runde
steigt entweder ein Bieter (endgiiltig) aus oder ein Preis erhoht sich um §. Preis p;
kann nicht grofler als maxi<;<p, w;; werden.) Wenn der Algorithmus anhélt, muss @
leer sein, und daher sind dann alle Bieter J-zufrieden. Das folgende Lemma betrachtet
diese Situation und liefert die Korrektheit des Algorithmus.

!Bin Detail: Preise sind immer Vielfache von §, und Werte sind ganzzahlig. Wenn also wij—p; >0
war und nun p; := p; + d gesetzt wird, gilt nachher w;; — p; > 0.



Lemma 2.2.1. Sei M' C U x W ein beliebiges Matching. Wenn alle Bieter §-zufrieden
sind, dann gilt fir das (Algorithmen-)Matching M = {(i,7) | i = owner(j)}:

onp + Z wij > Z wij

(i,5)eM (i,5)EM’

Bevor wir das Lemma beweisen, bemerken wir, dass daraus die Korrektheit des Algo-
rithmus folgt: Weil alle Gewichte ganzzahlig sind und dny, < 1 ist (nach der Wahl von
d), folgt D= iyem Wij = (i jyemr Wij- Da M’ beliebig war, ist das vom Algorithmus
gelieferte Matching M optimal.

Beweis von Lemma, 2.2.1: Wir bemerken zunéchst, dass p; > 0 ist genau dann wenn ir-
gendwann einmal irgendein Bieter Besitzer von j geworden ist. Da Waren nie mehr frei
werden, wenn sie einmal gewihlt worden sind, heifit dass, dass ein Paar (owner(j), j)
in M vorkommt.

Fiir Bieter 7 bezeichne j; € W U{NIL} die Ware, die ihm in M zugeordnet wird, und
Ji € WU{NIL} die Ware, die ihm in M’ zugeordnet wird. Weiter setzen wir pnyr, = 0
und w; N1, = 0. Wir behaupten, dass Folgendes gilt:

(5—{—(’[1)”1 Py, )>w ’_pjz (1)
Dies folgt daraus, dass ¢ d-zufrieden ist, wie man durch Betrachten mehrerer Félle
sieht:
Fall A: (i,7;) € M und (4,5]) € M'. — Dann folgt (1) aus (i).
Fall B: j; = NIL und (4, j;) € M'. — Dann ist die linke Seite in (1) gleich §, und die
rechte Seite ist nicht positiv, weil auf ¢ Bedingung (ii) zutrifft.
Fall C: (i,7;) € M und j, = NIL. — Wegen (i) ist die linke Seite in (1) mindestens ¢,
die rechte Seite ist 0.

Fall D: j; = NIL und j/ = NIL. — Dann ist die linke Seite in (1) gleich ¢, die rechte
Seite ist 0.

Durch Summieren von (1) iiber alle Bieter ¢ erhalten wir:

md+ Y (wi —pi) =Y (wiy —pyr) (2)

1<i<ny, 1<i<ny,

Wir addieren nun ;. p; zu beiden Seiten von (2) und erhalten Folgendes:

md+ Y wig = Y pit Y = Y wy— Y opgt Y, p (3)

1<i<ny 1<i<ny 1<j<nw 1<i<nyp 1<i<ny 1<j<nw

Auf der linken Seite heben sich die beiden p;-Summen genau auf, weil die Bedingung
pj > 0 gleichbedeutend damit ist, dass es ein ¢ mit j = j; gibt. Auf der rechten Seite
gibt die Summe mit negativem Vorzeichen die Summe der Preise all der Waren an,
die in M’ vorkommen, die Summe mit positivem Vorzeichen die Summe der Preise
aller Waren. Also ist der Gesamtbeitrag der beiden p;-Summen > 0.



Damit ist Lemma 2.2.1 bewiesen. O

Es fehlt nun noch die Laufzeitanalyse und der Nachweis, dass der Algorithmus anhélt.
Hierzu bemerken wir Folgendes: In jedem Schleifendurchlauf steigt einer der Preise
pj um ¢ an oder einer der Bieter , gibt auf*, das heifit, er scheidet dauerhaft aus der
Wartemenge Q aus. Kein Wert p; kann grofler als C' := max; j» w;» werden. Daher
ist die gesamte Anzahl der Schleifendurchléufe nicht grofier als
C
np + % < C(np +ny) /o < Cn?,

fiir n = np, + ny. Jeder Schleifendurchlauf ldsst sich trivial mit Laufzeit O(n) imple-
mentieren, was eine Gesamtlaufzeit von O(Cn?) liefert.

Satz 2.2.2. Sein die Gesamtzahl der Knoten im Graphen G und sei C' das maximale
Kantengewicht. Algorithmus 1 liefert in Zeit O(Cn?) ein gewichtsmazimales bipartites
Matching, fiir ny Bieter und ny Waren und n = ny, + ny. Wenn die Werte nur 0
und 1 sein kénnen, also ein mazimales Matching gesucht wird, ist die Laufzeit O(n?).

Bemerkung 2.2.3. (1) Man kann auch grofiere Werte fiir 6 wihlen. Lemma 2.2.1 gilt
trotzdem. Das heifit, dass der Wert w(M) = }_; - cpy wi; additiv nur um dny, vom
Optimum abweicht. Dies kann man benutzen, wenn man nicht das exakte Optimum
benétigt.

(2) Eine besondere Anwendung gibt es beim Berechnen von maximalen Matchings
in einem bipartiten Graphen mit n Knoten und m Kanten. Man setzt § = 1/[/n].
Wenn der Algorithmus stoppt, ist die Abweichung zwischen |M| und dem Optimum
nur n/[v/n] < y/n. Die Rechenzeit ist O(m+/n). Im néichsten Abschnitt werden wir
sehen, wie man nun mit O(y/n) Berechnungen von flussvergrofernden Wegen in einem
geeigneten Flussnetzwerk ein kardinalitdtsmaximales Matching findet. Der Zeitauf-
wand hierfiir ist nochmals O(my/n).

2.3 Kardinalititsmaximale Matchings in bipartiten Graphen

Im Folgenden ist stets G = (UU W, E) mit E C U x W ein bipartiter Graph mit
Knotenmengen U (links) und W (rechts). Wir mochten in diesem Graphen ein (kardi-
nalitéts)maximales Matching berechnen. Es stellt sich heraus, dass Flussalgorithmen
dieses Problem direkt l6sen.

Sei G = (U UW, E) ein bipartiter Graph, mit disjunkten Mengen U und W.? Das
zugehorige Flussnetzwerk G = (V,E, ¢) entsteht aus G wie folgt: V ergibt sich aus
U U W durch Hinzufiigen von zwei neuen Knoten ¢ und s. Die Kantenmenge E ist
E (von U nach W gerichtet) zusammen mit neuen Kanten (q,u), fir v € U, und
(w,s), fir w € W. Alle Kapazitéiten sind 1. Wenn wir nun nur ganzzahlige Fliisse
betrachten, dann kénnen an einer Kante nur Flusswert 1 oder Flusswert 0 herrschen.

20ft hat man U = {1,...,n1} und W = {1,...,n2}. Man nimmt dann stillschweigend an, dass
diese beiden Mengen kiinstlich disjunkt gemacht worden sind, etwa durch Hinzufiigen einer zweiten
Komponente zum Index.
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Proposition 2.3.1. Flisse f in G mit ganzzahligen Werten f(e) und Matchings M
in G entsprechen einander eineindeutig. Dabei entspricht ein Fluss f mit Wert w(f)
einem Matching M mit |M| = w(f). Insbesondere entsprechen mazimale Flisse in
G genau kardinalitdtsmazimalen Matchings in G.

Abbildung 5: Links: Bipartiter Graph mit Matching. Rechts: Entsprechender Fluss-
graph mit Fluss. Kanten ohne Beschriftung haben Kapazitéit 1 und Flusswert 0.

Beweis: Wenn ein Matching M gegeben ist, definieren wir einen Fluss f = fy; wie
folgt: Fiir jede Kante (u,w) € M erhalten die Kanten (q,u), (u,w) und (w, s) Fluss-
wert 1, alle anderen Kanten erhalten Flusswert 0. Es ist klar, dass die Kirchhoff-
Gesetze gelten, und es ist klar, dass w(fy) = |M] ist.

Wenn umgekehrt ein ganzzahliger Fluss f gegeben ist, sicht man unmittelbar, dass
dieser 0-1-wertig ist und dass er aus lauter Wegen der Lénge 3 von ¢ nach s besteht.
Das entsprechende Matching M besteht aus den Kanten (u,w) mit f(u,w) =1, fiir
velU,weW. O

Damit ergibt sich unmittelbar aus jedem Flussalgorithmus mit der Ganzzahligkeits-
eigenschaft ein Algorithmus fiir die Berechnung eines kardinalitdtsmaximalen Mat-
chings. (In Frage kommen dafiir alle Ford-Fulkerson-Varianten, Edmonds-Karp, Sperr-
flussvarianten, Dinitz, und alle Versionen der Preflow-Push-Methode.)

2.3.1 Matchingvergriéflernde Wege

Definition 2.3.2. Sei G = (V| E) ein ungerichteter Graph und M C E ein Matching.
Knoten v € V', die nicht auf einer Matchingkante liegen, heiflen fres.

Ein einfacher Weg p = (vo,v1,...,v:) mit der Eigenschaft, dass sich auf diesem Weg
Matching-Kanten mit Nicht-Matching-Kanten abwechseln (d.h. (vi—1,v;) € M <
(vi,vit1) &€ M) heifit ein alternierender Weg (aW).

Ein alternierender Weg p = (vo,v1,...,v:) heifft matchingvergréflernder Weg
(mv W), wenn t ungerade ist und vy und vy frei sind.
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Lemma 2.3.3. Sei G ein beliebiger Graph. Ein Matching M in G ist kardinalitdtsma-
ximal genau dann wenn es zu G und M keinen matchingvergriffernden Weg gibt.

Beweis:3 ,=*: Wenn M Matching ist und p = (vg, vy, ..., v:) ein mvW, dann erhalten
wir aus M ein neues, um eine Kante grofieres Matching M’, indem wir (vg;—1, v2;),
1 <4< (t—1)/2, entfernen und (vg;, v2i+1), 0 < i < (¢t — 1)/2, hinzufiigen.

»,<=": Sel M ein Matching, das nicht maximal ist. Wiihle ein Matching M’ mit |M'| >
|M|. Wir betrachten die symmetrische Differenz M & M’ = (M U M') — (M N M').
Diese Menge bildet einen Teilgraphen von G, in dem jeder Knoten Grad 0, 1 oder

2 hat. Daraus folgt, dass es sich um knotendisjunkte Wege und Kreise handelt, auf
denen sich M- und M’-Kanten abwechseln. (S. Abb. 6.) Da M @& M’ mehr M'-Kanten

Oo—e—CO—e——O

M’ M

o O—0 O—0e O

Abbildung 6: Schematische Darstellung von M & M’. Kanten in M sind rot, Kanten
in M’ tiirkis und etwas diinner gezeichnet. Der Teilgraph (U U W, M & M) besteht
aus Kreisen und einfachen Wegen, wobei mindestens einer dieser Wege mit einer
M’-Kante beginnen und einer M’-Kante enden muss (unten). Dies ist ein matching-
vergroflernder Weg bzgl. M.

als M-Kanten enthilt, aber Kreise gleich viele M- und M’-Kanten enthalten, muss
einer der Wege mehr M’-Kanten als M-Kanten enthalten. Das heifit, dass er in einem
M-freien Knoten mit einer M’-Kante beginnt und in einem M-freien Knoten mit einer
M'-Kante endet, also ein mvW ist. U

Ab jetzt sei G = (U U W, E) bipartit. Der Anwendung der Ford-Fulkerson-Methode
auf G entspricht folgendes Vorgehen: Gegeben M, suchen wir nach matchingvergro-
Bernden Wegen. Wir beginnen an einem beliebigen freien Knoten ug € U. Wenn ug
nicht isoliert ist, kénnen wir entlang einer Kante (ug, w) zu einem Knoten wy € W
gehen. Falls w frei ist, haben wir einen mvW gefunden. Falls nicht, gibt es eine ein-
deutig bestimmte Kante (wy,u;) € M. Nun gilt auch u; als gefunden. Wir gehen
zu einem Nachbarn wy # wi von wug, falls ein solcher existiert, und priifen wieder,
ob dieser frei ist. Falls ja, haben wir einen mvW gefunden. Falls nein, gibt es eine

3Im Fall von bipartiten Graphen kénnte man auch die Entsprechung aus Prop. 2.3.1 benutzen
und argumentieren, dass flussvergréflernde Wege im Restnetzwerk zu G und matchingvergroflernde
Wege in G einander genau entsprechen. Dann folgt das Lemma aus dem MaxFlow-MinCut-Theorem.
Wir geben hier aber einen einfachen direkten Beweis an, der auch fiir nicht bipartite Graphen gilt.
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eindeutig bestimmte Matching-Kante (w2, us2), und wir betrachten ug als erreicht.
Dieses Vorgehen wird iteriert, aber nicht nur entlang eines Weges, sondern von allen
erreichten U-Knoten aus. Ein allgemeiner Iterationsschritt sieht also wie folgt aus:
Wenn U’ C U die Menge der bisher gefundenen U-Knoten und W’ C W die Menge
der bisher gefundenen W-Knoten ist, sucht man eine Kante (u,w), wobei u € U’
und w € W — W’ ein neuer, bisher unerreichter Knoten ist. Wenn w frei ist, bildet
der alternierende Weg, entlang dessen man von ug zu w gekommen ist, einen mat-
chingvergréflernden Weg; wenn w nicht frei ist, wird der eindeutig bestimmte Knoten
v’ € U mit (w,u') € M zu U’ hinzugefiigt. (Beachte: v’ ¢ U’, weil v’ nicht frei ist, also
v’ # ug, und weil alle anderen Knoten in U’ immer gleichzeitig mit dem anderen Ende
ihrer Matchingkante gefunden werden.) In dieser Weise fahrt man fort, bis entweder
ein freier Knoten auf der W-Seite gefunden wird oder bis alle Nicht-Matching-Kanten,
die aus gefundenen Knoten u € U’ herausfiihren, zu Knoten in W’ fithren. Im letzten

U ug € U, frei U ug € U, frei
w w

U U

w Wi o
U U 0'}:
W B w e W, frei W )
U O U o

Abbildung 7: Links: Alternierender Baum mit matchingvergréfierndem Weg (griin).
Rechts: Alternierender Baum ohne matchingvergréfiernden Weg. Baumkanten sind
schwarz/diinn (von U nach W) oder rot/dicker (Matchingkanten, von W nach U).
Gestrichelte Kanten fiihren von U-Knoten zu schon entdeckten W-Knoten.

Fall muss man die gleiche Prozedur noch fiir die anderen freien Knoten in U durch-
fiihren. Es entsteht eine Menge von ,alternierenden Bdumen®: Die Wurzeln sind frei,
auf den Wegen wechseln sich Matchingkanten und Nichtmatchingkanten ab. Sobald
ein freies w € W gefunden wird, kann man aufhtéren und das Matching vergrofern.
Wenn das nie passiert, obwohl von allen freien Knoten in U gestartet wurde, dann
gibt es keinen matchingvergréffernden Weg, also ist M maximal.

Bemerkung: Man kann diesen Ansatz (,Konstruktion alternierender Baume*) syste-
matischer organisieren und straffen. Man setzt dazu

F:={ueU]|uist frei} und
N :={u € U | ein Nachbar w € W von u ist frei},
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und definiert einen Hilfsgraphen (U, Ejr) wie folgt: (u,u') € Ejs, wenn es einen
Knoten w € W gibt, so dass (u,w) € E — M und (w,v) = (v/,w) € M. (Die-
se Definition zieht Vorwértsgehen von w zu einem neuen Knoten w € W und das
erzwungene Zuriickgehen entlang einer eindeutig bestimmten Matchingkante (w,u’)
zu einem Schritt zusammen.) Wie man leicht sieht, ist dann die Suche nach einem
matchingvergréfernden Weg in G dquivalent zur Suche nach einem Weg von F' nach
N in (U, Epp).

Wir kénnen dann also folgendermafien vorgehen: Ausgehend von M, berechne (U, Ejs)
und fiithre in diesem gerichteten Graphen eine Breitensuche durch, wobei nur Knoten
in F' als Wurzeln von BFS-Baumen benutzt werden. (Siehe Vorlesung ,,Algorithmen
und Datenstrukturen®, zu Breitensuche.) Notiere die Vorgénger der erreichten Kno-
ten in ihren Breitensuchbidumen. Sobald ein Knoten v’ € N gefunden wurde, kann
der Weg von u' zu der zugehorigen Wurzel v € F' rekonstruiert werden. Dieser Weg
wird in einen matchingvergréfernden Weg umgerechnet, und das Matching M kann
um eine Kante vergrolert werden.

Ausgehend vom leeren Matching My = () kénnen hochstens %n Matchingvergrofe-
rungen durchgefiihrt werden. Wenn kein mvW mehr gefunden wird, ist das Matching
M maximal. Jede Breitensuche kostet Zeit O(m), fiir m = |F|. Die Gesamtlaufzeit
des resultierenden Algorithmus ist O(nm). (Wir kommen spéter, im Abschnitt iiber
gewichtete Matchings, auf diesen Ansatz zuriick.)

2.3.2 Matchings iiber Sperrfliisse

Die Sperrflussmethode mit der Sperrflussberechnung (z. B. nach Dinitz) fiithrt auf den
ersten Blick zu einem Matchingalgorithmus mit Laufzeit O(n?m) (bzw. O(n?)) bei
Knotenzahl n und Kantenzahl m. Im Folgenden wollen wir sehen, dass die Sperrfluss-
methode in Wirklichkeit zu deutlich besseren Laufzeitschranken fithrt — sogar besser
als O(nm).

Definition 2.3.4. Fin Flussnetzwerk G = (V, E,c) heifit 0-1-Netzwerk, wenn alle
Kantenkapazititen den Wert 1 haben. (Nicht vorhandene Kanten haben Kapazitit
0.) G heifst einfaches Netzwerk, wenn G 0-1-Netzwerk ist und jeder Knoten v €
V —{q, s} Eingangsgrad 1 oder Ausgangsgrad 1 hat.

Beispiel: Das oben zu einem bipartiten Graphen G definierte Flussnetzwerk G ist ein
einfaches Netzwerk, weil jeder Knoten in U Eingangsgrad 1 hat und jeder Knoten in
W Ausgangsgrad 1 hat.

Lemma 2.3.5. Wenn G ein einfaches Netzwerk ist und f ein ganzzahliger Fluss in G
ist, dann ist auch das Restnetzwerk Gy ein einfaches Netzwerk.

Beweis: (Vgl. Abb. 8.) Wir betrachten einen Knoten v, in den genau eine Kante (u, v)
hineinfiihrt. (Knoten v mit Ausgangsgrad 1 behandelt man analog.)
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Abbildung 8: Links: Knoten v in einfachem Netzwerk mit fi,(v) = fout(v) = 0. Auch
im Restnetzwerk bleibt der Eingangsgrad 1. Rechts: Knoten in einfachem Netzwerk
mit fi,(v) = fout(v) = 1. Auch im Restnetzwerk ist der Eingangsgrad 1, obgleich
zwei Riickwértskanten auftreten.

1. Fall: f(u,v) = 0. In diesem Fall liegt auch auf den Kanten, die aus v hinausfiih-
ren, Fluss 0. Die Restkapazitéit auf all diesen Kanten ist also 1; die Kanten in
Riickwértsrichtung haben Restkapazitit 0, sind also nicht vorhanden.

2. Fall: f(u,v) = 1. In diesem Fall gilt rest(u,v) = 0 und rest(v,u) = 1, in G fiihrt
also (v,u) aus v hinaus. Es gibt genau eine Kante (v,w) mit f(v,w) = 1, fiir
die also rest(w,v) = 1 und rest(v,w) = 0 gilt. Alle anderen Ausgangskanten
haben Fluss 0, also auch Restkapazitét 1. Also hat auch im Restnetzwerk G's
Knoten v Eingangsgrad 1. O

In einfachen Netzwerken ist es nicht moglich, dass ein ganzzahliger Fluss einen groflen
Wert hat und gleichzeitig der Abstand zwischen ¢ und s grof ist. Dahinter steckt,
dass sich in diesen Netzwerken ganzzahlige Fliisse in knotendisjunkte Fliisse zerlegen
lassen. (Diese Tatsache werden wir spéter auf ein Restnetzwerk anwenden.)

Lemma 2.3.6. Sei G = (V, E) ein einfaches Netzwerk und sei f ein ganzzahliger Fluss
in G mit Wert w(f). Wenn L der Abstand von q nach s in G ist, gilt:

(L—1)-w(f) < |V|—2.

Beweis: Wir betrachten die Kantenmenge Ey—;, die aus den Kanten e mit f(e) =
1 besteht. Weil G einfaches Netzwerk ist, und wegen der Kirchhoff-Regel, gibt es
fiir Knoten v € V' — {q, s} nur zwei Félle: v hat keine Kante in EFy—; oder v hat
in Ey—; Eingangsgrad 1 und Ausgangsgrad 1. Aus solchen Knoten und inzidenten
Kanten kann man nur einfache Wege bauen, die bei ¢ beginnen und bei s enden,
und Kreise, die weder ¢ noch s beriihren. Solche Kreise kénnen wir einfach weglassen
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(d.h., wir kénnen den Flusswert auf den Kanten auf 0 setzen), ohne dass sich der
Flusswert &ndert. Es bleiben w(f) knotendisjunkte Wege von ¢ nach s iibrig. Auf
jedem dieser Wege liegen aufler ¢ und s noch mindestens L — 1 andere Knoten. Wegen
der Disjunktheit gilt: |V — {q, s}| > (L — 1) - w(f), wie behauptet. O

Lemma 2.3.7. Sei G = (V, E) ein beliebiges Flussnetzwerk und sei f Fluss in G. Sei
w* der mazximale Wert eines Flusses in G. Dann existiert im Restnetzwerk Gy ein
Fluss fo mit Wert w(fy) = w* —w(f), so dass f + fo mazimaler Fluss ist.

Beweis: (Siehe Abb. 9.) Sei f* ein maximaler Fluss in G, mit w(f*) = w*. Wir
definieren, fiir (u,v) € E:

folu, );:{ (J)“‘(u,v) ~ fuyv) , falls flu,v) < f*(u,v)

, sonst,

und

0 , sonst,

fo(v,u) == { Fnv) = f ) -, falls £u,0) > f(u,0)

Man kontrolliert leicht nach, dass fg ein Fluss im Restnetzwerk ist, der f + fo = f*
und w(f) +w(fo) = w(f*) = w* erfiillt. O

flu,v) in G: fo(u,v) und fo(v,u) in Gy:

C 3/5 @ folu,v) =1, falls f*(u,v) =4

2
f*(u,v) in G: @{_\@

3
O mnO e

’ folu,v) =2, falls f*(u,v) =1

Abbildung 9: Links oben: Kante mit Fluss f(u,v) = 3 und Kapazitit c(u,v) = 5.
Links unten: Kante mit ,Wunschfluss* f*(u,v). Rechts: Kanten im RNW G mit
Restkapazitéten. Je nachdem ob f*(u,v) > f(u,v) oder f*(u,v) < f(u,v) gilt, wird
in G¢ Fluss fo(u,v) oder fy(v,u) auf einen positiven Wert gesetzt.

Wir erinnern uns an die Sperrflussmethode (die hier auf ein einfaches Netzwerk an-
gewendet werden soll und nur ganzzahlige Sperrfliisse benutzt).
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Algorithmus 2.3.8 ((Ganzzahlige) Sperrfluss-Methode).
INPUT: Flussnetzwerk G = (V, E, q, s, ¢), ¢ ganzzahlig.

METHODE:

f := der Nullfluss;

repeat
Berechne das Restnetzwerk Gy und das Niveaunetzwerk G';;
Falls dabei in der ersten BFS s nicht erreicht: return f;
Konstruiere einen (ganzzahligen) Sperrfluss ¢ in G’f;

f=F+e

S O W N~

Ohne irgendwelche Modifikationen lduft dieses Verfahren in einfachen Netzwerken
besonders schnell.

Satz 2.3.9. Sei G ein einfaches Netzwerk. Dann gilt, wenn Algorithmus 2.3.8 ausge-
fihrt wird:

(a) Das Ergebnis ist ein mazximaler Fluss.

(b) Der Algorithmus fihrt maximal 2(|y/n] + 1) Runden aus.

Beweis: (a) folgt direkt aus der Korrektheit der Sperrflussmethode. Wir beweisen (b).
Sei w* der Wert eines maximalen Flusses. Es ist klar, dass w* und alle zwischendurch
berechneten Flusswerte w(f) ganze Zahlen sind.

Wir teilen die Runden in Algorithmus 2.3.8 in zwei Typen ein, je nach der Situation
in Zeile 3. Man unterscheidet, ob fiir f, den bisher berechneten Fluss, der Wert w( f)
noch ,,weit von w* entfernt“ ist oder nicht.

Typ 1: w(f) < w* — y/n. — Es sei L der Abstand von ¢ nach s im Restnetzwerk Gy,
also die Tiefe des Niveaunetzwerks G}. Nach Lemma 2.3.7 gibt es einen (ganzzahli-
gen) Fluss fy im Restnetzwerk G mit Wert w(fy) = w* — w(f), also w(fy) > /n.
Aus Lemma 2.3.5 wissen wir, dass auch Gy ein einfaches Netzwerk ist. Mit Lem-
ma 2.3.6 folgt (L — 1)w(fo) < |V| =n. Mit w(fo) > +/n folgt: L < \/n + 1. (Intuitiv
heifit das: Wenn der Abstand von w(f) zum Zielwert noch , grof“ ist, dann hat das
Niveaunetzwerk eher geringe Tiefe.) Im Beweis von Lemma 1.4.4 haben wir gesehen,
dass bei der Sperrflussmethode die Tiefe des Niveaunetzwerks in jeder Runde strikt
zunimmt. In der ersten Runde ist diese Tiefe mindestens 1. Daher kann es nicht mehr
als [y/n] +1 Runden vom Typ 1 geben.

Typ 2: w(f) > w*—+/n. — Da mit jeder Runde der Flusswert um mindestens 1 wichst,
gibt es maximal |/n| + 1 Runden vom Typ 2. O

Beobachtung 2.3.10. In einem einfachen (Niveau-) Netzwerk G'; = (V' E') kann ein
Sperrfluss in Zeit O(|E’|) berechnet werden.

(Idee: Fiihre eine Tiefensuche von ¢ aus durch. Sobald s erreicht wird, kann man
den gesamten aktiven Weg von ¢ nach s aus dem Graphen streichen, inklusive der
ausgehenden Kanten. Auf diese Weise wird jede Kante maximal einmal betrachtet.)
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Satz 2.3.11 (Hopcroft-Karp). (Kardinalitits-) Mazimale Matchings in bipartiten Gra-
phen bzw. mazimale Flisse in einfachen Netzwerken kénnen in Zeit O(y/n - m) be-
rechnet werden, wobei n die Knotenzahl und m die Kantenzahl ist.

(Bemerkung: In seiner Originalversion benutzt der Algorithmus von Hopcroft und
Karp matchingvergréflernde Wege. In jeder Runde wird eine nicht erweiterbare Men-
ge von kiirzestmoglichen matchingvergrofiernden Wegen berechnet und das Matching
mit allen diesen Wegen erweitert. Genaues Hinsehen zeigt, dass dies genau der Ver-
wendung eines Sperrflusses im Niveaunetzwerk entspricht. Details: Ubung.)

2.4 Das Zuordnungsproblem und die Ungarische Methode

Wir verallgemeinern das Problem, ein kardinalitdtsmaximales Matching zu finden,
auf bipartite Graphen mit Kantengewichten. Zu einem bipartiten Graphen G =
(U U W, E) mit nichtnegativen Kantengewichten c¢: E — R wollen wir ein Mat-
ching M C E finden, das den Wert c¢(M) = > ., c(e) maximiert. Auch fiir dieses
Problem gibt es effiziente Algorithmen, wie wir sehen werden. Der Auktionsalgorith-
mus aus Abschnitt 2.2 kann benutzt werden, wenn die Gewichte ganzzahlig sind.
Allerdings kommt in der Laufzeitschranke das gréfite Gewicht vor. Wir suchen nach
einem Algorithmus, dessen Laufzeit nur von |U U W| abhéngt.

Die Notation wird einfacher, wenn die disjunkten Mengen U und W die gleiche Gréfle
haben und wenn E = U x W ist. Dazu fiigen wir gegebenenfalls Knoten hinzu, so dass
|U| = |W| = n wird, und ergénzen fehlende Kanten mit Gewicht 0. Es entsteht ein
vollsténdiger bipartiter Graph auf der Knotenmenge V = U U W mit 2n Knoten. In
diesem Graphen werden nur noch perfekte Matchings gesucht. (Weil die Kosten von
»echten“ Kanten nichtnegativ sind, lassen sich maximale nicht-perfekte Matchings
durch Hinzunehmen einiger neuer Kanten mit Kosten 0 zu einem maximalen perfek-
ten Matching mit denselben Kosten ergénzen.)

Es ergibt sich das ,,Zuordnungsproblem* (engl.: assignment problem).

Max-Zuordnungsproblem:

Seien U und W Mengen mit |U| = |W| = n. Gegeben Zahlen (,,Gewich-
te) cyw = c(u,w) € RY, u € U,w € W, finde ein perfektes Matching M
in E=U x W, so dass

c(M)= > clu,w)

(u,w)eM

moglichst grof} ist.

Beispiel: n Personen sollen n Jobs zugeordnet werden. Wenn Person u Job w ausfiihrt,
entsteht (pro Stunde) Wert ¢,,,. Wie soll man Personen und Jobs einander zuordnen,
um den gesamten erzeugten Wert zu maximieren?
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‘Spiﬂen Putzen Kochen Biigeln

Anton 1 2 0 5
Berti 0 3 4 1
Conni 3 1 2 6
Det 2 0 3 4

(Ist die durch Unterstreichung angedeutete Zuordnung optimal?)

Es ist leicht zu sehen, dass sich das Problem nicht &ndert, wenn Kantengewichte auch
negativ sein konnen (ersetze ¢y, € ]Ra“‘ durch ¢y € R¥). Man addiert einfach C' =
—min{cy, | v € U,w € W} zu allen Kantengewichten und erhilt eine dquivalente
Instanz mit nichtnegativen Eintrégen.

Natiirlich gibt es auch ein entsprechendes Minimierungsproblem:

Beispiel: n Personen sollen n Jobs zugeordnet werden. Wenn Person v Job w aus-
fithrt, fallen (pro Stunde) Kosten ¢, an. Wie soll man Personen und Jobs einander
zuordnen, um die Gesamtkosten zu minimieren?

Min-Zuordnungsproblem:

Seien U und W Mengen mit |U| = |W| = n. Gegeben Zahlen ¢, =
c(u,w) € R (ohne Vorzeichenbeschrinkung), fir v € U,w € W, finde
ein perfektes Matching M in E = U x W, so dass

moglichst klein ist.

Aus einem Minimierungsproblem wird ein dquivalentes Maximierungsproblem, wenn
man alle Gewichte mit —1 multipliziert. Ab hier betrachten wir nur noch das Max-
Zuordnungsproblem, und nennen es das Zuordnungsproblem. Auflerdem legen wir
die Bezeichnung V = U U W fest.

Der Ansatz fiir die Losung ist, mit dem leeren Matching M = ) zu beginnen und in
n Runden die Kantenzahl im Matching M zu erhohen, bis ein perfektes Matching ge-
funden ist, das das Gesamtgewicht maximiert. Dazu findet man in jeder Runde einen
matchingvergroflernden Weg in einem bipartiten Hilfsgraphen G¢ mit Knotenmenge
UUW (ohne Kantengewichte!) und vergroflert M entlang dieses Weges, dhnlich wie
in Abschnitt 2.3.1. Wenn M nicht perfekt ist, aber Gy keinen matchingvergrofiernden
Weg mehr hat, kann man den Hilfsgraphen so modifizieren, dass sich das Matching er-
weitern ldsst. Wenn schliellich ein perfektes Matching erreicht ist, erweist sich dieses
als optimal. Es sind natiirlich noch viele Details zu klaren.

Der zentrale Trick liegt darin, den Knoten Werte oder Markierungen zu geben:
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Definition 2.4.1. FEine Funktion ¢: V — R heifit eine zuldssige Markierung fiir
den Gewichtssatz (cyw)ucUwew , falls

Cuw < 0(u) + l(w)

gilt, fir allew e U, w e W.

Abbildung 10: Ein vollstdndiger bipartiter Graph mit Kantengewichten und einer
zuldssigen Markierung.

Definition 2.4.2. Sei ¢: V — R zuldssige Markierung. Dann ist der Gleichheits-
graph Gy = (UUW, Ey) durch die Kantenmenge

B = {(w) | uw = £(u) + ()}
definiert.

Zuldssige Markierungen ¢, der Hilfsgraph G, und Matchings M in Gy werden ver-
schriankt entwickelt.

Wir kénnen eine kombinatorische Bedingung dafiir angeben, dass ein Matching im
Gleichheitsgraphen das Zuordnungsproblem 16st: jedes perfekte Matching in Gy ist
geeignet!

Satz 2.4.3 (Kuhn/Munkres). Sei ¢: V' — R zuldssige Markierung und sei M C Ey
ein perfektes Matching. Dann ist M optimal, d. h. der Wert c¢(M) ist gréfitmaglich
unter allen perfekten Matchings tiber U x W.

Beweis: Sei M’ ein beliebiges perfektes Matching in £ = U x W. (Keine Beschrinkung
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Abbildung 11: Ein vollstdndiger bipartiter Graph mit Kantengewichten und einer
zuldssigen Markierung ¢. Die Kanten des Gleichheitsgraphen sind (griin) hervorgeho-
ben.

auf E;!) Dann gilt:

((1) gilt, weil ¢ zulissig ist; (2), weil M’ perfekt ist; (3) gilt, weil M perfekt ist, und
(4), weil M C Ej ist.) O
Damit ist unser Ziel fiir den Rest dieses Abschnittes klar: wir entwerfen einen Algo-
rithmus, der zugleich eine Markierung ¢ und ein perfektes Matching M C E, aufbaut.

Wir geben zunéchst in Form eines Flussdiagramms den allgemeinen Plan des Algo-
rithmus an (Abb. 12). Die Details werden im Weiteren genauer ausgefiihrt.

Der Beginn ist einfach: Wir setzen M = () und 4(u) = 0 fiir v € U und {(w) =
max{cyy | w € U} fiir w € W. Dann ist klar, dass ¢ zuléssig ist und dass M C Ej ist.

Nun nehmen wir an, dass ¢ und M C E, gegeben sind, wobei M (noch) nicht per-
fekt ist. Wir entwickeln die Situation weiter, indem wir in Gy = (V, Ey) nach einem
matchingvergréffernden Weg suchen. Dies geschieht systematisch, durch Aufbau eines
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Abbildung 12: Ungarische Methode: Der Plan

alternierenden Baums B im bipartiten Graphen Gy (Abbildungen 13 und 14).

Definition 2.4.4. Sei Gy = (V, Ey) sowie ein Matching M C E; gegeben. Ein alter-
nierender Baum B besteht aus einem (von r weg gerichteten) Baum B mit Wurzel
r € U, wobei Folgendes gilt:

(i) r ist frei;

(i1) wenn (u,w) mit uw € U, w € W gerichtete Kante in B ist, dann ist entweder w
frei oder es gibt ein v’ € U, so dass (uv',w) € M ist und (w,u') Kante in B ist.

Die Menge der Knoten in B, die in U liegen, heifst S, die Menge der Knoten in B,
die in W liegen, heifit T.

Wenn Gy und ein nicht perfektes Matching M C E, gegeben sind, lédsst sich ein
solcher alternierender Baum ganz leicht aufbauen. Man beginnt mit einem beliebigen
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Wurzel r, frei

Abbildung 13: Ein (eventuell unvollstindiger) alternierender Baum, der einen mat-
chingvergroflernden Weg enthilt (griin/schraffiert). Baumkanten sind schwarz/diinn
(von S nach T') oder rot/dicker (Matchingkanten, von 7" nach S). Kanten in Ey, die
nicht zum Baum gehoren, sind gepunktet dargestellt.

freien Knoten r € U als Wurzel, und setzt S := {r}, T := (). Dann iteriert man die
folgende Aktion:

Finde einen Baumknoten u € S, so dass es eine Kante (u,w) € E; mit w €
W — T gibt. Fiige (u,w) zu B hinzu; fiige w zu T hinzu.

1. Fall: Wenn w frei ist, breche die Konstruktion ab und melde den Weg in B
von 7 zu w als matchingvergréflernden Weg.

2. Fall: Wenn w nicht frei ist, dann gibt es einen (eindeutig bestimmten) Knoten
u' € U, so dass (u/,w) € M ist. Fiige die Kante (w,u') zu B hinzu; fiige
v’ zu S hinzu.

Man beachte, dass in der Konstruktion immer beide Endpunkte einer Matchingkan-
te zusammen entdeckt und in den Baum eingebaut werden. Insbesondere muss der
Knoten v/ im 2. Fall auch neu sein, weil w neu ist.

Es gibt zwei Moglichkeiten, wie dieser Prozess anhalten kann. Wenn ein freier Knoten
w € T gefunden wird, konnen wir M anhand des matchingvergréflernden Weges
vergrofern (1. Fall, Abb. 13). (Danach wird ein vollig neuer alternierender Baum
aufgebaut.) — Der Prozess kann aber auch stoppen, wenn alle w € W, fiir die es
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u € S und eine Kante (u,w) € Ey gibt, schon in T sind (Abb. 14). In dieser Situation
kénnen wir £ so verdndern, dass der alternierende Baum weitergebaut werden kann.
Das wird getan, und nach endlich vielen solchen Modifikationen muss einmal der 1.
Fall eintreten.

Wurzel r, frei

S

T

s

s .
T O

Abbildung 14: Ein alternierender Baum, dessen Konstruktion endet, weil alle Kanten
aus S-Knoten zu schon bekannten (im Bild enthaltenen) T-Knoten fithren. Die Kno-
tenmenge S ist (dunkel)blau, die Menge T (hell)griin dargestellt. Weil die Wurzel frei
ist und alle anderen Knoten paarweise auf Matchingkanten liegen, gilt |S| = |T'| + 1.

Nehmen wir also an, der Aufbau von B endet, weil alle Ey-Kanten aus S zu Knoten
in T fithren. Weil die Wurzel r frei ist und alle anderen Knoten in S und 7T durch
die Matchingkanten in B einander paarweise zugeordnet sind, gilt |S| = |T'| + 1.
Insbesondere ist T' C W, und T ist exakt die Menge aller Ey-Nachbarn von Knoten
in S.

Bemerkung 2.4.5. In dieser Situation kénnen wir noch Folgendes beobachten:

(a) Wenn (u,w) € Ey eine beliebige Kante ist, dann kann nicht zugleich v € S und
w ¢ T sein. Jede Kante in E, enthélt also einen Knoten aus (U — S) U T (wir sagen:
(U —8)UT tiberdeckt Ey).

(b) Wir konnen in dieser Situation sogar folgern, dass es in Gy = (V, Ey) kein perfektes
Matching geben kann.* Wieso? Es gilt |(U — S)UT|=n — |S| + |T| = n — 1. Daher
kann ein Matching M in E; nicht mehr als n — 1 Kanten haben, da (U — S)UT erst
recht jede der disjunkten Kanten in M trifft.

4Es folgt nicht unbedingt, dass M nicht erweiterbar ist. Dies ist hier aber nicht von Bedeutung.

24



Wenn die Konstruktion des alternierenden Baums B von r aus zu Fall 2 gefiihrt hat,
verdndern wir ¢ zu einer neuen Markierung (die dann wieder ¢ heifit), wie folgt:

Definiere
a = ay(S) == min{l(u) + l(w) — cyw | ©w € S;w e W —T}.

Wegen Bemerkung 2.4.5(a) und der Definition des Gleichheitsgraphen sind alle Zah-
len, iiber die hier das Minimum gebildet wird, positiv. Also ist o > 0. Weiter gibt es
ein Paar (u,w) € S x (W —T) mit a = {(u) + ¢(w) — cy. Wir definieren:

O (u) = l(u) — a, fir u € S;
! (w) == L(w) + o, fiir w e T;
O'(v) :=L(v), firve SUT.

Das néchste Lemma besagt, dass mit dieser Konstruktion eine neue zuléssige Mar-
kierung ¢’ entsteht, so dass M und der alternierende Baum B weiter zu ¢’ passen und
B erweitert werden kann.

Lemma 2.4.6. In der eben beschriebenen Situation ist ¢’ wieder zuldissig, und es gilt:

(1) Egm (S X T) C E[/.
(Damit liegen alle Kanten von B in Eyp.)

(ii) E,n((U—-8)x (W =T)) C Ep.
(Damit liegen auch alle die Kanten von M in Ey, die B nicht beriihren.)

(iii) Es gibt mindestens eine Kante (u,w) € Ey mit w € S und w ¢ T (die nicht in
Ey; war).

Beweis: Wir betrachten vier Arten von Paaren (u,w) € U x W.
(a) u € S,w € T: Es gilt:
(w) +¢(w) = (£(u) — ) + (((w) + @) = £(u) + €(w) = Cuw.

Wenn (u,w) € Ey, dann gilt auch ¢'(u) + ¢'(w) = ¢y, also (u,w) € Ep.

(b) u ¢ S,w ¢ T: Es gilt trivialerweise ¢/ (u) + ¢'(w) = £(u) + £(w) > cypp-
Wenn (u, w) € E, gilt, dann auch (u,w) € Ey.

(c) w € S,w ¢ T: Nach Definition von « gilt
O(u) + 0 (w) = (U(u) — a) +£(w) > cyw.

Fiir jedes Paar (u, w) mit a = £(u) 4+ £(w) — ¢y gilt €' (u) + €' (w) = ¢y Hiervon gibt
es mindestens eines, woraus (iii) folgt.

(d) u ¢ S,w e T: Es gilt:

(u) + 0 (w) = L(u) + (L(w) + @) > £(u) + L(w) > cyw-
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Abbildung 15: Vier Arten von Paaren (u,w) bei der Konstruktion von ¢ und Ep.
Kanten vom Typ (c) und (d) kénnen nicht in M liegen.

g

Beispiel: In Abb. 16 findet eine Aktualisierung von ¢ statt, die zu einer Anderung des
Gleichheitsgraphen fiihrt. Danach kann der alternierende Baum so erweitert werden,
dass ein matchingvergréffernder Weg entsteht.

Abbildung 16: Links: Die Konstruktion des alternierenden Baums B von r = wus
aus endet mit S = {u1, ua,us} und T' = {wq, ws}. Die Berechnung von « ergibt 2. —
Rechts: Nach der Anderung der Markierungen ist (us,w;) neue Kante im Gleichheits-
graphen. Nun findet sich auch ein matchingvergrofiernder Weg (ug, wa, u1, ws, ug, wy).

Nach der Anderung von ¢ auf ¢ benennen wir ¢ in ¢ um. Aus Lemma 2.4.6 folgt,
dass alle Kanten, die fiir M und fiir B relevant sind, nach wie vor in E, sind, dass
aber mindestens eine neue Kante (u,w) € S x (W — T') dazugekommen ist, die es
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erlaubt, B zu vergroflern. Wir bauen B weiter, bis ein matchingvergréf8ernder Weg
gefunden wird oder bis neue, groflere Mengen S und T' gefunden wurden, iiber die B
nicht hinausgeht. In diesem Fall kann ¢ erneut modifiziert werden, um B wieder zu
vergroflern.

Insgesamt fiihrt dies zu Algorithmus 2.4.10°.

Satz 2.4.7. Die Ungarische Methode (Algorithmus 2.4.10) lést das Zuordnungspro-
blem.

Beweis: Der Algorithmus konstruiert eine zuléssige Markierung ¢: V' — R und ein
perfektes Matching M in Gy. Nach Satz 2.4.3 ist ¢(M) maximal. O

Satz 2.4.8. Die Ungarische Methode (Algorithmus 2.4.10) kann so implementiert wer-
den, dass sie Laufzeit O(n*) hat.

Beweis: Es gibt genau n Matchingvergrofierungen, um von 0 auf n Kanten zu kom-
men. Fiir eine Matchingvergréoflerung muss ein alternierender Baum aufgebaut, even-
tuell die Funktion ¢ mehrfach verédndert und der Baum erweitert werden. Da [S| =
|T| +1 dadurch wichst, gibt es hochstens n Anderungen von £. Eine solche Anderung
und die anschliefende Erweiterung von B ist ohne Weiteres in Zeit O(n?) durchfiihr-
bar. 0

Bemerkung 2.4.9. Mit etwas mehr Sorgfalt kann die Laufzeit sogar auf O(n?) re-
duziert werden. Hierzu bendétigt man etwas aufwendigere Datenstrukturen, die es
erlauben, zu einem Knoten u € S genau die bisher noch nicht betrachteten Kanten
(u, w) des Gleichheitsgraphen zu finden, so dass beim Aufbau und Weiterbau von B
nicht wiederholt alle w € W betrachtet werden miissen. Wir lassen die Details weg.

®publiziert von H. Kuhn (1955). Er nannte das Verfahren ,Ungarische Methode®, weil sich der
Algorithmus auf die Arbeit zweier ungarischer Mathematiker stiitzte, ndmlich Dénes K6nig and Jen6
Egervary.
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Algorithmus 2.4.10 (Ungarische Methode).
// Lost das Zuordnungsproblem in vollstdandigen bipartiten Graphen
INpPUT: Kostenmatrix (Cyy)uevwew mit ¢y € R, fiir |U| = |[W| =n;

INITIALISIERUNG:

1 l(u) < O fur alle u € U;

2 A(w) < max{cyy | v € U} fur alle w € W;

3 M+ 0;

ITERATION:

4 while |M| < n repeat

5 // vergrofiere M:

6 wéahle freies r € U;

7 S {r}; T + 0;

8 stecke r in neue, leere Warteschlange Q;

9 repeat // B aufbauen, ggfls. £ anpassen (wiederholt)

10 entnehme u aus Q;

11 priife Kanten (u,w) € Fy (d.h. mit {(u) + ¢(w) = ¢yyw) nacheinander:
12 if w¢ T then

13 fiige w zu T hinzu; fige (u,w) zu B hinzu;

14 if es gibt eine Kante (v/,w) € M

15 then

16 fiige v’ zu S hinzu; fiige (w, ') zu B hinzu;

17 fiige v’ in @ ein;

18 else // w e W ist frei

19 bestimme den mv Weg p von r nach w in B; springe zu Zeile 28;
20 if @ ist leer // B kann mit aktuellem Ej nicht erweitert werden
21 then // passe ¢ an

22 a = min{l(u) + l(w) — cyw | u € S;w e W =T}

23 fiige alle w € S mit (Jw € W —T': £(u) + L(w) — ¢y = @) in Q ein;
24 for u € S do 4(u) + l(u) — o

25 for w € T do 4(w) + l(w) + «;

26 // baue B weiter auf: weiter bei Zeile 9

27 // Ende repeat aus Zeile 9

28 // hier ist p ein mv Weg in Gy von r zu einem w € W

29 vergrofiere M mit p zu M’ mit |[M'| = |[M| + 1;

30 M« M';

31 // Ende while aus Zeile 4

32 Ausgabe: M.
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2.5 Stabile Paarungen

Wir stellen uns folgende Situation bei einer Praktikumsborse vor: n Studierende su-
chen einen Praktikumsplatz; Firmen bieten n solche Plitze an. Jeder Studierende
hat ein eigenes Ranking fiir die Praktikumsplétze; die Firmen haben fiir jeden Platz
ein Ranking der Studierenden nach deren Eignung fiir den Platz. Wie soll man eine
Zuordnung treffen? Was soll eigentlich das Kriterium fiir eine ,, gute* Zuordnung sein?
— Probleme dieser Art stellen sich in vielen Zusammenh#ngen, zum Beispiel auch bei
der Zuteilung von Studienplédtzen an Bewerber(innen). Untersucht wurde es im Zu-
sammenhang mit der Verteilung von Assistenzérzten auf Krankenhéuser in den USA.
Das Thema ist so wichtig und vielseitig, dass es schon friih ein ganzes Buch dariiber
gabb.
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Abbildung 17: Ein vollstdndiger bipartiter Graph mit Préferenzen an den Knoten

Im etwas allgemeineren Fall hat man einen bipartiten Graphen mit Seiten U und
W gegeben; jeder Knoten in U hat eine Rangfolge seiner Nachbarn in W und je-
der Knoten in W hat eine Rangfolge seiner Nachbarn in U. Um die Sache nicht zu
kompliziert zu machen, befassen wir uns hier nur mit dem vollstdndigen bipartiten
Graphen (UUW, E) mit |U| = |[W| und E = U x W und der Suche nach einem per-
fekten Matching M C FE, das bestimmte Qualitétskriterien erfiillt. (Siche Abb. 17.
Varianten werden in der Ubung betrachtet.) Die traditionelle Terminologie sieht so
aus:

U={u,...,u,} ist eine Menge von n Ménnern;

W ={wi,...,w,} ist eine Menge von n Frauen;

5D. Gusfield und R. W. Irving, The Stable Marriage Problem: Structure and Algorithms. MIT
Press, 1989
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notfalls kommen alle Paare miteinander aus, aber jede Person hat ein (striktes)
Ranking der Personen auf der anderen Seite.

Notation: r,: W — {1,...,n} ist das Ranking von u € U, eine injektive Abbildung.
(Kleinere Werte bedeuten hohere Wertschétzung.) Analog ist r,: U — {1,...,n} das
Ranking von w € W.

Wir suchen also ein , gutes“ perfektes Matching. Was soll das sein? Wir mochten
erreichen, dass es kein Paar gibt, das in M nicht zusammen ist, aber miteinander
zufriedener wire als es in M ist. (Das ist natiirlich nur ein mogliches Ziel bei der
Herstellung von Zuordnungen.)

Definition 2.5.1. Sei M ein Matching in U x W. Wir nennen zwei Paare (u,w) und
(u',w") in M eine Instabilitit, wenn zugleich gilt:

ro(w") < ry(w) (d.h. u findet w' besser als w),

Tw (0) < Ty (W) (d.h. w' findet u besser als u').

O —©
\2
O—®

Abbildung 18: Eine Instabilitét. Die waagerechten (roten) Kanten sind im Matching,
aber die Endpunkte der diagonalen (schwarzen) Kante bevorzugen einander gegen-
iiber den Matching-Partnern

In diesem Falle, so die Vorstellung, wiirden u und w’ ihre Partner verlassen und
sich zu einem neuen Paar zusammentun. Aus subjektiver Sicht der beiden ist dies
eine Verbesserung, auch wenn das globale Ziel, dass jede(r) eine(n) Partner(in) hat,
dadurch zerstort wird.

Definition 2.5.2. Ein perfektes Matching M heifit eine stabile Paarung, wenn es
keine Instabilitat hat.

Um eine stabile Paarung zu konstruieren, gibt es einen sehr eleganten Algorithmus
(von Gale und Shapley’, 1962), den wir hier betrachten wollen. Er formuliert den
Ablauf als eine Folge von Heiratsantragen, die sich gegenseitig Konkurrenz machen.

"D. Gale und L. S. Shapley: ,,College Admissions and the Stability of Marriage®, American Ma-
thematical Monthly 69, 9-14, 1962. — Zusammen mit Alvin E. Roth erhielt Lloyd S. Shapley 2012
den Nobelpreis in Wirtschaftswissenschaften.
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Er ist als Algorithmus 2 wiedergegeben. Er beginnt mit dem leeren Matching und
besteht aus Runden. In jeder Runde macht irgendeine Frau w, die momentan nicht
verlobt ist, einem Mann u einen Heiratsantrag. Wenn dieser frei ist, wird (u, w) zum
Matching hinzugefiigt. Wenn u mit w’ verlobt ist, kommt es darauf an, ob er w oder
w’ hoher schitzt. Wenn r,(w) < ry(w'), 16st u die Verlobung und verlobt sich mit
w (das Paar (u,w’) im Matching wird durch (u,w) ersetzt), andernfalls &ndert sich
nichts. Die einzige Regel ist, dass jede Frau w fiir sich gesehen die Mé&nner in der
Reihenfolge ihres Rankings r,, abarbeitet. Der Algorithmus stoppt, wenn alle Frauen
w verlobt sind (wenn das Matching perfekt geworden ist) oder alle Frauen ihre Listen
abgearbeitet haben. Man sollte Algorithmus 2 am Graphen aus Abb. 17 durchspielen.
Zum Vergleichen findet man das Resultat in Abb. 19.

Algorithm 2: Gale-Shapley: Heiratsantrags-Algorithmus

1 // Berechnet eine stabile Paarung M

2 Eingabe: Rankings r,, u € U der Méanner und r,,, w € W, der Frauen.
3 Es wird ein Matching M gebaut, das sich im Lauf der Zeit noch &ndert.
4 (u,w) € M heifit: v und w sind ,verlobt*.

5 Initialisierung:

6 M :=1(;

7 while Jw € W(w ist momentan nicht verlobt und

8 w hat noch nicht allen u einen Antrag gemacht) do

9 wéhle ein solches w beliebig;

10 w macht dem ersten Mann u auf ihrer Liste,

11 den sie bisher noch nicht gefragt hat, einen Antrag.

12 1. Fall: u ist frei. — Dann: Verlobung, fiige (u,w) zu M hinzu.
13 2. Fall: (u,w’) € M, u ist anderweitig verlobt.

14 Fall 2a: r,(w') < ry(w): u lehnt ab, keine Anderung.

15 Fall 2b: ry(w) < ry(w’): w nimmt an, M := (M — {(u,w")}) U{(u,w)}.
16 (w' ist nicht mehr verlobt.)

17 Ausgabe: M. ,Massenhochzeit*

Es stellen sich Fragen nach Korrektheit und Zeitaufwand.

Beobachtungen: (i) Sobald ein Mann u € U einmal einen Antrag bekommen hat,
bleibt er immer verlobt. Seine Partnerinnen kénnen wechseln, aber er wechselt immer
nur zu Partnerinnen, die ihm nach seiner Rangliste lieber sind: Einen Wechsel von
(u,w") zu (u,w) gibt es nur, wenn r,(w') > r,(w) gilt.

(ii) Eine Frau w € W kann auch wieder frei werden, wenn sie einmal mit einem u € U
verlobt war. Wenn sie spéter wieder einen Partner u’ findet, dann hat dieser aus ihrer
Sicht einen schlechteren Rang als der vorherige: r,,(u') > 7, (u). Dies liegt einfach
daran, dass sie ihre Antrége in dieser Reihenfolge stellt.

Lemma 2.5.3. Algorithmus 2 terminiert nach maximal n? Schleifendurchliufen.

Beweis: Nach spitestens n? Durchliufen haben alle n Frauen ihre Ranglisten der
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Abbildung 19: Resultat des Gale-Shapley-Algorithmus

Lénge n abgearbeitet. O

Es ist auf den ersten Blick iiberhaupt nicht klar, dass am Ende jede Person eine(n)
Partner(in) hat. Hierzu benutzt man ein Kardinalitdtsargument.

Lemma 2.5.4. Wenn Algorithmus 2 terminiert, dann ist M (die verlobten Paare) ein
perfektes Matching.

Beweis: Annahme: Der Algorithmus terminiert, aber M ist nicht perfekt. Weil |U| =
|W| gilt, muss es eine Frau w geben, die frei ist. Weil die Schleife beendet ist, hat
w jedem Mann einen Antrag gemacht. Nach Beobachtung (i) ist daher jeder Mann
verlobt, also ist |M| = n, Widerspruch. O

Satz 2.5.5. Die Ausgabe M wvon Algorithmus 2 ist eine stabile Paarung.

Beweis: Wir betrachten zwei beliebige Paare (u,w), (u/,w’) € M und zeigen, dass
diese keine Instabilitit bilden. Wenn r,(w’) > r,(w) gilt, ist nichts zu zeigen. Also
koénnen wir

ro(w') < 7y (w)

annehmen. Wegen Beobachtung (i) kann w’ niemals u einen Antrag gemacht haben.
(Zum Zeitpunkt eines solchen Antrags wire u entweder frei gewesen oder wére mit
einer Frau w” verlobt gewesen, fiir die r(w”) > ry(w) > 7, (w’) gilt. In beiden Fillen
hétte v den Antrag angenommen. Dann miisste aber die endgiiltige Partnerin w von
u bei u mindestens so beliebt sein wie w’, d.h., es miisste r,(w) < r,(w’) gelten.)
Aus der Tatsache, dass w’ bei der Abarbeitung ihrer Liste nicht bis zu v gekommen
ist, folgt nach Beobachtung (ii), dass 7, (u’) < ru(u) gilt. Also bilden (u,w) und
(u',w') € M keine Instabilitét. O
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Wir wollen unsere Uberlegungen noch ein wenig erweitern. In Zeile 9 des Algorithmus
wird die Frau w, die den néichsten Antrag macht, beliebig gewéhlt. Hat die Reihen-
folge, in der die Antrige gemacht werden, Einfluss auf das Ergebnis? Kurioserweise
ist das Ergebnis immer das gleiche — der ,,Nichtdeterminismus* im Algorithmus bleibt
ohne Auswirkungen. Algorithmen dieser Art sind natiirlich besonders interessant.

Definition 2.5.6. v € U heifst ein mdoglicher Partner fiir w € W, falls es eine stabile
Paarung M mit (u,w) € M gibt. (Nach Satz 2.5.5 gibt es eine stabile Paarung, also
hat jedes w € W mindestens einen moglichen Partner.)

best(w) := der mogliche Partner u von w, der r,,(u) minimiert.
(Der beste mdagliche Partner von w.)
M* .= {(best(w),w) | w e W}.
Satz 2.5.7. Die Ausgabe M wvon Algorithmus 2 ist M*.

Bevor wir den Satz beweisen, machen wir einige Bemerkungen.

(a) Bemerkenswert ist zunéchst, dass der Nichtdeterminismus in Algorithmus 2 keine
Auswirkungen auf das Ergebnis hat.

(b) Von der Definition her ist zunéchst nicht einmal klar, dass M* ein Matching ist.
(c) Alle Frauen bekommen gleichzeitig den besten Partner, den sie unter der Ein-
schrankung ,stabile Paarung“ (ein globales ,soziales Gut“) iiberhaupt bekommen
konnen.

(d) (Siche Ubung:) Alle Minner bekommen gleichzeitig die schlechteste mogliche
Partnerin ...

Beweis von Satz 2.5.7: Indirekt. Annahme: Es gibt eine Ablaufreihenfolge R des
Algorithmus von Gale-Shapley, die eine von M™ verschiedene stabile Paarung M
erzeugt.

Nach Annahme und der Definition von M* gibt es in M ein Paar (u,w) mit u #
best(w). Weil (u, w) in der stabilen Paarung M vorkommt, ist u moglicher Partner von
w. Im Algorithmus ist festgelegt, dass w den Ménnern ihre Antrége in der Reihenfolge
wachsender r,,-Werte (d. h. geringer werdender Wertschitzung) macht. Daraus folgt,
dass w im Verlauf von R ihrem besten moglichen Partner best(w) einen Antrag
gemacht hat, dieser sie aber abgewiesen hat oder sich spéter zugunsten einer anderen
Frau von ihr getrennt hat. Damit wissen wir, dass es im Ablauf R einen Zeitpunkt
to gibt, zu dem zum ersten Mal einer Frau wy und einem moglichen Partner ug von
wo Folgendes passiert:

wp macht ug einen Antrag, wird aber abgewiesen, da wug schon mit einer Frau w’
verlobt ist, die er besser als wy findet

oder

wq ist bisher mit Mann uqg verlobt, wird aber von diesem verlassen, da ug von einer
Frau w’ einen Antrag bekommt, die er besser als wy findet.

In beiden Fillen gilt also:

Tug (W) < T (wo). (4)
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Wegen der Minimalitdt von tg und wegen der Anfragereihenfolge bei den Frauen ist
ug nicht nur irgendein moéglicher Partner von wg, sondern sogar der beste mogliche
Partner, d. h. uy = best(wy).

Weil ug moglicher Partner von wy ist, gibt es eine stabile Paarung My mit (ug, wg) €
My. In My kommt auch v’ in einem Paar vor, etwa (u’, w") € Mj.

Wir betrachten nun die Geschichte von w’ in R: Unmittelbar nach Zeitpunkt ¢y ist
w’ mit ug verlobt. Nach Wahl von ty; wurde w’ selbst vor t; noch nie von einem
moglichen Partner zuriickgewiesen oder ,entlobt“. Nun ist u’ ein solcher méglicher
Partner von w’ (weil (u/,w’) € My fiir die stabile Paarung M gilt). Es folgt, dass in
R w’ mit v vor dem Zeitpunkt o nichts zu tun hatte, das bedeutet, dass

ru (o) < ro(u) ()

gelten muss. Die Relationen (4) und (5) zusammen besagen, dass die Paare (ug, wp)
und (u/,w’) eine Instabilitéit in der stabilen Paarung My bilden (sieche Abb. 20), ein
Widerspruch. O

(e =)

L
()

Abbildung 20: Die waagerechten (roten) Kanten gehéren zu My. Mann wg schitzt
w’ mehr als seine Mo-Partnerin wqy (nach (4)); Frau w’ schétzt uy mehr als ihren
My-Partner v’ (nach (5)). Dies ist eine Instabilitit. (Die konkret angegebenen Rénge
sind nur Beispiele.)
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(M. Dietzfelbinger, 26. Januar 2022)

3 Amortisierte Analyse

Wir betrachten hier ein Analyseproblem, das oft bei Datenstrukturen, mitunter auch
in anderen algorithmischen Situationen auftritt. Angenommen, wir haben eine Da-
tenstruktur, die einen Datentyp implementiert, z.B. einen Stack, eine Queue, ein
Worterbuch, eine Priority Queue. Bei solchen Datenstrukturen wird immer eine Fol-
ge Opq,...,0p,, von Operationen ausgefithrt. Diesen Operationen sind , Kosten®
C1,...,Cn zugeordnet. (Meistens ist ¢; eine vereinfachte Version der Rechenzeit fiir
Operation Op;, so geplant, dass die Rechenzeit O(¢;) ist.) Die Gesamtkosten sind

Cr =1+ + cn,

die Gesamtrechenzeit dann O(C,,). Mit dem Ausdruck ,,Amortisierte Analyse® ist die
Bestimmung einer Abschitzung von C), gemeint, oder Techniken hierfiir.

Wir betrachten in diesem Kapitel ad-hoc-Methoden (,, Aggregationsmethode®) und
zwel allgemeinere Techniken, die , Bankkontomethode“ und die ,, Potenzialmethode".
In spéiteren Abschnitten werden wir diese Methoden auf Datenstrukturen zur Imple-
mentierung von Priority Queues anwenden.

3.1 Die Aggregationsmethode

Bezispiel 1: Stack mit ,,multipop”. — Wir betrachten die bekannte Stack-Datenstruktur
(Vorlesungen ,,Algorithmen und Programmierung” und ,Algorithmen und Daten-
strukturen®). Diese besitzt die folgenden Operationen:

sempty“ zur Erzeugung eines leeren Stacks (die im Folgenden ignoriert wird),
»push® zum Einfiigen oben auf dem Stack,

»pop* zum Entfernen und Ausgeben des obersten Elements (nur bei nichtleerem
Stack),

»isempty” zum Test, ob der Stack leer ist.

Alle diese Operationen haben Aufwand O(1). Wir schreiben ihnen jeweils Kosten 1
zu. Nun kommt eine weitere Operation dazu:



smultipop(k)“ fir k > 1 entfernt die obersten k Eintrdge und gibt sie aus.
Falls die Stackhohe p mindestens 1, aber kleiner als k ist, werden alle Eintrége
entfernt (kein Fehler!). Der Aufwand hierfiir ist O(min{k, p}); wir geben dieser
Operation Kosten min{k,p} > 1.

Behauptung: Die Kosten von n Operationen Opy, ..., Op,,, startend mit einem leeren
Stack, sind kleiner als 2n.

Beweis: Wir konnen isempty-Operationen ignorieren, da sie Kosten 1 haben und den
Stack nicht dndern. Wenn es n push-Operationen gibt, sind die Kosten n. Wenn es
pop- und multipop-Operationen gibt, dann kann die Gesamtzahl der dadurch vom
Stack entfernten Eintrige nicht grofler sein als die Anzahl der mit ,,push® eingefiigten
Eintrage: dies sind maximal n — 1 viele. Nun gibt die Anzahl der entfernten Eintrige
ganz genau diese Kosten an. Einfiigungen und Loschungen zusammen haben also
Kosten nicht hoher als (n — 1) 4+ (n — 1) < 2n. O

Was haben wir gemacht? Wir haben die spezielle Struktur der Operationen benutzt,
um mit einer geschickten Argumentation die Summe der Kosten zu beschrinken.
So etwas nennen wir ,Ad-hoc-Methode* oder ,,Aggregationsmethode®. (Natiirlich ist
dies eigentlich keine Methode, sondern man muss sich in jeder Situation wieder etwas
Neues einfallen lassen.)

Beispiel 2: Hochzéhlen eines Binérzéhlers.

Wir stellen uns vor, wir wollen auf einem Z&hler, der Zahlen in Bin#rdarstellung
darstellt, von 0 bis n zdhlen. Die Anzahl der Stellen des Zahlers soll ausreichend
sein. Am Anfang wird der Zihler (kostenlos) auf 0 gestellt. Dann wird n-mal eine
Inkrementierungsoperation ausgefiihrt: Opy, ..., Op,,, wobei Op, die Erhohung von
i — 1 auf 7 ist.

Kosten fiir eine Erhohung: Die Anzahl der gednderten Bits.

(Von 1100111 auf 1101000 sind die Kosten 4; von 1101000 auf 1101001 sind sie 1.)

Wenn ¢; die Kosten von Op, sind, was ist dann C, = ¢1 + - - - + ¢,?7 Wir betrachten
den Anfang der Entwicklung. In der folgenden Tabelle sind immer die Bits im Z&hler
unterstrichen, die sich im letzten Schritt geéindert haben.



1 Zahlerstand Kosten

— 0 —
1 1 1
2 10 2
3 11 1
4 100 3
) 101 1
6 110 2
7 111 1
8 1000 4
9 1001 1

10 1010 2

11 1011 1

12 1100 3

13 1101 1
14 1110 2
15 1111 1
16 10000 5
17 10001 1

Die Kosten folgen einem regelméfiigen Muster, aber wie soll man sie summieren? Wir
bemerken, dass jede unterstrichene Ziffer in der Tabelle genau 1 kostet. Nun schétzen
wir die Anzahl der unterstrichenen Ziffern geschickt ab.

Fiir £ > 0 sei uy die Anzahl der unterstrichenen Ziffern in Bitposition ¢, die zur
Zweierpotenz 2¢ gehort. Die letzte Ziffer (Position £ = 0) ist in jeder Zeile unter-
strichen, also ist uyp = n. Die vorletzte Ziffer (Position ¢ = 1) ist in jeder zweiten
Zeile (2,4,6,...) unterstrichen, beginnend mit der zweiten, also ist u; < n/2. Die
drittletzte Ziffer ist in jeder vierten Zeile (4,8,12,...) unterstrichen, beginnend mit
der vierten, also ist us < n/4. Allgemein: uy < n/2¢, fiir £ = 0,1,2,.... Damit:

n
Gesamtkosten < Z 5 =n-2=2n.
>0

Beim Hochzéhlen eines Binérzahlers von 0 auf n werden insgesamt weniger als 2n
Bits gekippt.

Anmerkung: Spiter werden wir sehen, wie sich die Zahl der gekippten Bits ganz
genau bestimmen l&sst.

Beispiel 3: Anzahl der Vergleiche beim Heapaufbau.
Wir betrachten binére Heaps wie in der Vorlesung ,,Algorithmen und Datenstruktu-



ren“ (Bachelor)!. Die Frage ist, wie viele Vergleiche nétig sind, um aus einem beliebi-
gen Array A[l..n| einen binéren Heap zu bauen. Die effizienteste Prozedur sieht wie
folgt aus:

for i from |n/2] downto 1 do bubble_down(i,n).

Dabei fiithrt bubble_down(i,n) auf jedem Niveau des Heaps unterhalb von Knoten 4
bis zu 2 Vergleiche aus.

Abbildung 1: Aufruf bubble_down(2,21) fithrt zu dreimal 2 Vergleichen, auf Level
1,2, 3 unter Knoten ¢ = 2. Ob Level £ noch nicht leer ist, wird durch die Ungleichung
i-2¢ < n entschieden, weil der Knoten im Unterbaum mit Wurzel i, der am weitesten
links sitzt, die Form 4 - 2° hat (im Beispiel: 2 - 23 = 16).

Wir wollen die Gesamtzahl der Vergleiche nach oben durch ein C),, abschitzen. Wir
betrachten den Aufruf bubble_down(i,n). Dabei werden entlang eines Wegs von Kno-
ten ¢ zu einem Blatt jeweils der Knoteninhalt mit dem kleineren Kind verglichen
und eventuell vertauscht. Dies kostet zwei Vergleiche pro Level unterhalb von i. Der
relevante Teil des Heaps fiir den Aufruf bubble_down(i,n) ist also der Teilbaum mit
Warzel i. (Beispiel: Abb. 1.) Level £ existiert in diesem Baum nur, wenn i - 2¢ < n

"https://moodle2.tu-ilmenau.de/course/view.php?id=2465 KW24, Folien Kapitel 6, Seite
67/68.



ist, weil Knoten i - 2¢ der kleinste Knoten auf Level ¢ im Teilbaum unter i ist und n
der grofite Knoten im gesamten Heap ist. Damit:

Cn< Y, o2

1<i<|n/2] £>1:4-2¢<n

Der Trick ist hier die Vertauschung der Summationsreihenfolge. Dabei kénnen wir
die /-Summe auch unbegrenzt laufen lassen:

Cn<2:-) > 1=2->|n/2]<2-> n/2' =2n.

£>1 1<i<n/2¢ £>1 0o>1

(Die letzte Gleichheit folgt daraus, dass >, 270 =1 ist.)

Fazit: Um aus einem Array A[l..n] einen Heap zu machen, sind weniger als 2n Schliis-
selvergleiche notig.

3.2 Die Bankkontomethode

Anschauliche Grundidee bei dieser Methode ist, dass der Benutzer fiir jede Operation
der Datenstruktur eine pauschale Gebiihr bezahlen muss. Die gezahlten Beitréige
werden teilweise zum Begleichen der Kosten benutzt und teilweise zu einem Guthaben
yangespart“, das dann spéater zum Bezahlen teurer Operationen benutzt werden kann.
Die pauschale Gebiihr fiir Op; heifit ,amortisierte Kosten“ a;. Diese muss (geschickt)
festgelegt werden. Bei der Ausfithrung von Operation Op; gibt es dann zwei Félle:
Wenn a; > ¢ fiir die echten Kosten ¢;, wird der Uberschuss a; — ¢; > 0 auf das
Bankkonto eingezahlt. Wenn a; < ¢; ist, bestreiten wir den fehlenden Betrag ¢; — a;
aus dem Guthaben. Dabei ist Schuldenmachen streng verboten: Es muss auf dem
Konto immer ein Guthaben > 0 vorhanden sein! Je nach Anwendung kann man zur
Veranschaulichung das Guthaben auf Komponenten der Datenstruktur verteilen. Wir
wenden die Methode auf Beispiel 1 an, den Stack mit ,,multipop®.

Operation a; ¢ Bemerkung
isempty 1 1 keine Anderung des Guthabens
push 2 1 Einzahlung: 1
pop O 1 Abhebung: 1
multipop(k) 0 min{k,p} Abhebung: min{k,p}

Bei jeder Einfiigung steigt das Guthaben um a; — ¢; = 2 — 1 = 1. Wir konnen uns
daher vorstellen, dass jeder Eintrag ein Guthaben von 1 besitzt. Am Anfang ist das
Guthaben 0, und der Stack ist leer. Der eingezahlte Wert 1 bei ,push(x)“ gehort zu



diesem Eintrag x. Bei ,pop* wird ein Element y entfernt, die Kosten 1 werden durch
das y zugeordnete Guthaben abgedeckt. Bei , multipop(k)“ werden min{k, p} Eintrége
entfernt, das Guthaben dieser Eintrige deckt die Kosten genau ab.

Wir definieren das Guthaben nach Schritt 7 als B; und die Stackhohe nach Schritt ¢
als p;.

Lemma 3.2.1. B; = p;, fiiri > 0. (Daraus folgt: B; > 0 fiir alle i > 0.)

Die Aussage folgt eigentlich direkt daraus, wie das Guthaben auf die aktuell vorhan-
denen Stackeintrige verteilt ist. Im Allgemeinen beweist man eine solche die Behaup-
tung durch Induktion {iber 7.

Aus B, = p, > 0 folgt dann:

0< B, = Z (aj —¢;), also C, = Z ¢ < Z a;.

1<i<n 1<i<n 1<i<n

Das bedeutet, dass die (echten!) Gesamtkosten Cj, nicht grofler als 2 - (Anzahl der
push-Operationen) sein kénnen.

Wir formulieren das Rezept ,,Bankkontomethode* allgemein:

(i) Ordne jeder Operation Op; (geschickt) amortisierte Kosten a; zu.

(Meist hingen diese nicht von 4 ab, sondern nur von Op; und eventuell von der Grofle der

Datenstruktur.)

(ii) Definiere By := 0 und B; := B;—1 + (a; — ¢;), fir ¢ > 1.

(Die Veréinderung a; — ¢; des Kontostands kann positiv oder negativ oder gleich 0 sein.)

(iii) Formuliere eine Induktionsbehauptung (IB;) iiber B;, aus der folgt, dass stets
B; > 0 gilt.

(Die Wahl von (IB;) ist der entscheidende und schwierige Schritt. Die Behauptung ,,B; > 0¢

geniigt nicht!)
(iv) Beweise (IB;).

(Meist durch Induktion, mit einer Fallunterscheidung dariiber, was bei Op; passiert.)

(v) Aus B, > 0 und By = 0 und B; = Bi—1 + (a; — ¢), fir 1 < i < n, folgt
unmittelbar Y ;" | (a; — ¢;) > 0, also

ancl++cn§a1++an

Daraus erhilt man die gewiinschte Schranke fiir C,,.



Beispiel 2: Hochzéhlen eines Binérzéhlers, Bankkontomethode.
(i) Wir definieren:

a; = 2. (,Clevere“ Ideel!)

(ii) Bp:=0und B; := B;_1 + (a; — ¢;), fir i > 1.

(iii) (IB;) B; = |bin(i)|; = Anzahl der 1-Ziffern in bin(é).  (Dies ist der ,clevere* Teil!)
(Beispiel: bin(19) = 10011, also muss Byg = 3 sein. Man kann sich das Ansparen so vorstellen:
Beim Hochzéhlen wird genau eine neue 1 erzeugt, also eine 0 auf 1 gekippt. Die amortisierten

Kosten bezahlen fiir dieses Kippen und fiir das spétere Zuriickkippen dieser Stelle auf 0.
Solange die Ziffer 1 Bestand hat, ist ihr das Guthaben von 1 Euro zugeordnet.)

(iv) Beweis von (IB;) durch Induktion tiber i:
I.A.: By =0, und die Anzahl der 1-Ziffern in bin(0) ist 0.
L.V.: (IB;_1) stimmt.
I.S.: Der Zéhler wird von ¢ — 1 auf ¢ erhoht.
bin(i —1)= %...x01...1,
—— S —
z Einsen 1
bin(i) = %...% 10...0.
—_—— N~

z Einsen J4

Nach I. V. gilt B;_1 = z+£. Die echten Kosten ¢; sind die Anzahl der gekippten Bits,
also £ + 1. Damit:

Bi=Bi1+a—c¢=(z+0)+2—-L+1)=2+1,
und das ist gerade die Anzahl der Einsen in bin(i), wie behauptet.
(v) Da die Anzahl der Einsen in bin(7) stets nichtnegativ ist (genauer gesagt: sie ist
positiv fiir ¢ > 0), folgt
Ch=c1+ - F+cp<ar+- - -+ay,=2n.
Man kann die amortisierten Kosten sogar genau angeben:
Ch=c1+-+cp,=a1++a, — |bin(n)|; = 2n — |bin(n)|;.

(Beispiele: C1g =31, C17=32=2-17—2, C1g =34 =2-18 — 2, usw.)

Um die Schlagkraft der Methode zu demonstrieren, betrachten wir noch ein etwas
komplizierteres Beispiel:

Beispiel 3: Stack mit Verdoppelungs- und Halbierungsstrategie.
Wir betrachten den Datentyp Stack mit den gewodhnlichen Operationen empty, push,



pop, isempty, top. Der Stack soll mit Hilfe eines Arrays A[l..m]| und eines Pegels p
dargestellt werden. Der Pegelstand p (in p) gibt die aktuelle Anzahl der Eintrige an;
der Stack besteht (von oben nach unten) aus den Eintrégen A[p|, A[p—1], ..., A[1]. Ein
Problem entsteht dadurch, dass man beim Anlegen des Arrays nicht weif}, wie hoch
der Stack wird. In der AuD-Vorlesung wurde schon die Verdopplungsstrategie behan-
delt und analysiert, die es gestattet, die Datenstruktur gegebenenfalls zu vergréflern,
ohne dass die Kosten mehr als linear in der Anzahl der Operationen sind. Wir er-
weitern die Fragestellung noch. Wie kann man gegebenenfalls auch wieder Speicher
freigeben, wenn der Stack wieder viel kleiner wird, so dass der zu einem beliebigen
Zeitpunkt beanspruchte Platz nicht viel grofer als die Anzahl der aktuellen Eintrige
ist? Wir geben eine Anfangs- und Mindestgrole mq fiir das Array vor.

Op; = empty: Lege Array A[l..mg] an, setze p < 0.
Op; = isempty, top: Ausfithrung offensichtlich; echte Kosten: ¢; = 1.

Op; = push(x):
1. Fall: Wenn p < m, erhthe p um 1 und speichere x in A[p].
Echte Kosten: ¢; = 1.
2. Fall: Wenn p = m: ,Verdopple.*“ Das heifit: A[1..m| wird durch ein doppelt so
grofles Array ersetzt, wie folgt. Ein Array AA[1..2m] wird alloziert; die m Eintra-
ge werden von A nach AA kopiert; A wird freigegeben; AA wird in A umbenannt.
Nun ist Platz fiir das Einfiigen von z (wie im 1. Fall).
Echte Kosten: ¢; = m + 1 (fiir Umspeichern und Einfiigen von x).

Op; = pop:
1. Fall: Wenn m = myg oder %m < p, gib A[p] aus und verringere p um 1. Echte
Kosten: ¢; = 1.
2. Fall: Wenn p = £m und m > my: ,,Halbiere.“ Das heift: A[1..m] wird durch
ein halb so grofles Array ersetzt, wie folgt. Ein Array AA[l..%m] wird alloziert;
die m/4 Eintrége werden von A nach AA kopiert; A wird freigegeben; AA wird in
A umbenannt. Nun ist A genau zur Halfte gefiillt, und wir verfahren weiter wie
im 1. Fall.
Echte Kosten: ¢; = %m + 1 (fiir Umspeichern und Entfernen des obersten Ein-
trags).

Eine kurze Bemerkung zu der naheliegenden Frage, weshalb man nicht halbiert, wenn
der Fillstand unter %m fallt: In diesem Fall kénnten abwechselnde pop- und push-
Operationen zu aufeinanderfolgenden Verdopplungen und Halbierungen fiithren, die
viel zu teuer wiren.



Beispiel: Wir iiberlegen kurz, wie der Auf- und Abbau der Arrays ablduft, wenn man mit
mgo = 100 startet, zunéchst 2500 Eintrage einfiigt und dann 2490 wieder 16scht. Einfiigen der
ersten 100 Eintrége kostet 100. Dann wird verdoppelt, mit Kosten 101. Einfiigen der néchsten
99 Eintrige kostet 99, die folgende Verdopplung 201, und so weiter. Durch weitere Verdopp-
lungen wichst das Array auf Groflen 400, 800, 1600, 3200 an. Die Kosten: 199 (einzeln),
401 (Verdopplung), 399 (einzeln), 801 (Verdopplung), 799 (einzeln), 1601 (Verdopplung), 899
(einzeln). Insgesamt: 2500 + 100 + 200 4 400 + 800 + 1600 = 2500 + 3100 = 5600. Nun wird
geloscht. Nach 1700 Einzel-Loschungen ist die Anzahl der Eintridge auf 800 gesunken. Das
Array wird auf Grofle 1600 halbiert, mit Kosten 801. Danach erfolgt die Halbierung auf 800
(Kosten 401), auf 400 (Kosten 201) auf 200 (Kosten 101) und auf mg = 100 (Kosten 51).
Weitere Loschungen verkleinern das Array nicht mehr. Die Gesamtkosten fiir die Loschungen
sind 2490 4 800 + 400 + 200 + 100 = 2490 + 1500 = 3990.

Bei einem Ablauf mit einer so einfachen Struktur sieht man leicht, dass die Gesamt-
kosten linear in der Anzahl der Operationen sind. Aber wie sieht es bei Ablaufen aus,
bei denen Einfiigungen und Loschungen wild durcheinander auftreten? Wir benutzen
die Bankkontomethode.

(i) Wir definieren amortisierte Kosten wie folgt. Dabei beschrénken wir uns auf die
Operationen push(x) und pop. (Die anderen Operationen haben konstante echte Kos-
ten und &ndern die Datenstruktur nicht.)

Operation a; Ci Bemerkung
empty 1 1 wird nicht weiter betrachtet
top 1 1 wird nicht weiter betrachtet
push 3 1. Fall: 1; 2. Fall: m+1 1. Fall: Einz.; 2. Fall: Abhebung
pop 2 1. Fall: 1; 2. Fall: im + 1 1. Fall: Einz.; 2. Fall: Abhebung

(11) By:=0und B; := B;_1 + (ai — Ci), fir ¢ > 1.
(iii) Es sei m; die Arraygrofie nach Schritt ¢ und p; der Pegelstand nach Schritt i.

(IB;) (a) Wenn p; > 2m;, dann gilt B; > 2(p; — 2m;) (>0, s. Abb. 2);
(b) wenn m; > mg A p; < %mi, dann gilt B; > %mi —p;i (=0, s. Abb. 3);
(c) wenn m = mg und p; < %m, gilt B; > 0 (s. Abb. 4).

Idee: Wenn p > %m, wird Guthaben angespart, um fiir eine zukiinftige teure Verdopp-
lung zu bezahlen. (Man kann sich vorstellen, dass auf jedem Eintrag, der oberhalb
von Level %m liegt, ein Guthaben von 2 Euro liegt. Weiteres Guthaben ignorieren
wir. Wenn der Pegelstand %mz ist, wird nur verlangt, dass das Guthaben nichtnegativ
ist.) Wenn p < %m, wird ebenfalls Guthaben aufgebaut, um fiir eine zukiinftige teure
Halbierung zu bezahlen. (Jedem freien Platz unter Level %m ist ein Guthaben von 1
Euro zugeordnet, weiteres Guthaben wird ignoriert.) Dies entfillt, wenn m = my ist,

also insbesondere in der Anfangsphase, wenn das Array noch fast ganz leer ist.

(iv) Beweis von (IB;) durch Induktion iiber i:
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Abbildung 2: (a) Wenn der Pegelstand p grofier oder gleich %m ist, verlangt man:
Kontostand B > 2(p — $m): 2 Euro fiir jede besetzte Stelle oberhalb von $m.

1 %m P %m m
0000
@
000
0000

Abbildung 3: (b) Wenn der Pegelstand p zwischen im und %m liegt und m > my ist,
verlangt man: Kontostand B > %m — p: ein Euro fiir jede Fehlstelle unterhalb von

1
Qm.

LLA.: By =0, und pp = 0 und my ist der Startwert. (IBg) ist trivialerweise erfiillt.

L. V.: (IB;_;) stimmt.

1.S.: Op; wird aufgefiihrt. Es gibt zwei Fille:

Falls Op; = push(x):

Wenn p; 1 < %mi_l, gilt ¢; = 1 und a; = 3, also B; > B;_1. Die Anzahl der freien
Platze unter Level %mi_l sinkt um 1, also wird die Anforderung an das Guthaben
geringer. Auch wenn p; = %mi_l, gilt B; > 1 > 0. Damit ist (IB;) in allen méglichen
Fallen gesichert.

Wenn %mi,l < p;_1 < m;_1, dann wichst das Guthaben um a; —c¢; = 2 und 2(p—%m)
wichst ebenfalls um 2. Damit gilt auch Bedingung (b) weiter. (Wir legen die beiden
eingezahlten Euros neben den neuen Eintrag z.)

Wenn schlielich p;_1 = m;_1, dann erfolgt die Verdoppelung auf m; = 2m;_;. Das
Guthaben B;_; ist mindestens 2(p;—1 — %mi,l) = m,;_1. Dies reicht gerade, um die
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Abbildung 4: (¢) Wenn m = mg und der Pegelstand p kleiner als %m ist, verlangt
man nur: Kontostand B > 0.

Kosten m;_1 des Umbaus zu decken. Die Einfiigung hat noch Kosten 1, die amorti-
sierten Kosten sind a; = 3. Bleiben genau 2 Euros iibrig, die wir neben den neuen
Eintrag x legen. In Zahlen:

1.V.(a) 1
Bi=Bi1+(a;i—c) > 2(pi-1— §mi—l) + (@3 = (mi—1+1))
1
=2(m—1 — §m,~_1) +B—=(mi—1+1))=2
1
=2(p; — imz)

Also gilt (IB;).

Falls Op; = pop:

Wenn %mi_l < pi—1 < m;_1, dann wéchst das Guthaben um a; — ¢; = 1, aber die
Anforderung in (a) wird schwécher, weil die Anzahl der Eintrége oberhalb von Level
%mi_l sinkt.

Wenn %mi,l < pi—1 < %mi,l und m;_1 > mg, dann wichst das Guthaben um
a; —¢; = 1, und %m — p wichst ebenfalls um 1. Anschaulich: Wir legen den neu
eingezahlten Euro neben die neu freigewordene Stelle.

Wenn imi_l < pi1 < %mi_l und m;_1 = mg, dann gibt es nur die Anforderung
B; > 0, die aber aus der 1. V. folgt.

Wenn schlielich m;_1 > mg und p;_1 = %mi_l, erfolgt die Halbierung, mit ¢; =
imi_l 4+ 1 und a; = 2. Diese hat Kosten imi_l. Diese Kosten werden durch die
Eurostiicke gedeckt, die neben den leeren Plitzen zwischen Level imi_l und %mi_l
liegen. Das Entfernen des néchsten Eintrags kostet noch 1, aber mit a; = 2 bleibt
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noch ein Euro fiir die neue leere Stelle unter %mz iibrig. Rechnerisch:

LV.(b) 1 1
Bi=Bi_1+(ai—¢;) > (§mz‘—1 —pi—1) + (2 - (Zmi—l +1))

1= imi—pi.

Bei m;_1 = my fallen keine Halbierungskosten an, das Guthaben bleibt positiv. Also
gilt (IB;).

(v) Da die in (IB;) angegebenen unteren Schranken fiir B; stets nichtnegativ sind,
folgt
Ch=c1+ - +cn<ar+--+ay Sgnpush+2npopa

wobei 1y, und ny,, die Anzahl der push- bzw. pop-Operationen in der Folge ist.

Satz 3.2.2. Die Arrayimplementierung von Stacks mit Verdoppelung und Halbierung
hat folgende Eigenschaften:

(a) n Operationen haben insgesamt Zeitaufwand O(n).

(b) Wenn p FEintrdige in der Datenstruktur gespeichert sind, ist das momentan be-
nutzte Array nicht grofier als max{mqg, 4p}.

3.3 Die Potenzialmethode

Auch die Potenzialmethode ist ein allgemeiner Ansatz, den man bei amortisierten
Analysen in seinem Werkzeugkoffer haben sollte. Hier ist die Idee, jedem ,inneren
Zustand“ D der Datenstruktur eine (nichtnegative) reelle Zahl, genannt das Potenzial
®(D) von D, zuzuordnen.? Wenn man méchte, kann man sich ®(D) als eine Art in
D gespeicherte Energie vorstellen. (Wie wir gleich sehen werden, handelt es sich hier
um ,,monetiire Energie“: die Fihigkeit, Kosten zu iibernehmen .. .)

Beispiel 1: Stack mit ,multipop®. — (1) Wir ordnen einem Stack D mit momentan p
Eintrégen das Potenzial ®(D) = p zu.

Nach Festlegung des Potenzials geht die Potenzialmethode recht schematisch vor.

(ii) Die amortisierten Kosten einer Operation Op, die die Datenstruktur von Zustand
D in Zustand D’ transformiert, mit echten Kosten c, hat amortisierte Kosten

a:=c+ (®(D') — ®(D)) = c— (®(D) — d(D')). (1)

2 ®“ heiBt ,,Phi“ und wird ,,Fi“ ausgesprochen.
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Wir interpretieren: Wenn ®(D’) > ®(D), ist die Potenzialdifferenz positiv, und fiir
das Erreichen des hoheren (Energie-)Niveaus muss man zusétzlich zu ¢ ,,Potenzial-
kosten* ®(D’) — (D) aufwenden. Wenn dagegen ®(D’) < ®(D), geht das Potenzial
nach unten; die Potenzialdifferenz ®(D) — ®(D’) kann benutzt werden, um die echten
Kosten ¢ zum Teil oder ganz zu bestreiten.

(iii) Nun werden fiir jede Operation Op die amortisierten Kosten ag, durch eine
Schranke Kop nach oben abgeschétzt. Manchmal héngt Ko, von der Gréfie der Da-
tenstruktur ab; manchmal ist es eine Konstante.

In unserem Beispiel sieht dies so aus:

1. Fall: Op = isempty oder Op = top. — Da sich die Datenstruktur nicht veréndert,
ist die Potenzialdifferenz 0. Also ist a = ¢ = 1.

2. Fall: Op = push(x). — Die Stackhohe wichst um 1, d.h. ®(D’') — ®(D) = 1. Damit
ista=c+1=2.

3. Fall: Op = multipop (k). — Die Stackhshe sinkt um min{k, p}, d.h. ®(D’) —®(D) =
min{k, p}. Die Kosten der Operation sind ¢ = min{k, p}. Daher ist a = ¢ — (®(D) —
o(D")) =0.

4. Fall: Op = pop. — Wie multipop(1).

Wir erhalten also in diesem Fall, dass die amortisierten Kosten fiir ein push 2 betra-
gen, fiir pop und multipop(k) dagegen 0.

Nun betrachten wir eine Operationenfolge Opg, Opy, ..., Op,,, die eine Datenstruktur
Dg erzeugt und in n Runden zu Dy, ..., D, verindert. Die echten Kosten der Ope-
ration Op,;, die D;_; in D; transformiert, seien c¢;. Die amortisierten Kosten dieser

Operation sind dann
a; = c; + (I)(DZ) - (I)(Dl_l)

Die folgende Behauptung ist zentral fiir die Anwendung der Potenzialmethode.

Lemma 3.3.1. Wenn ® die Bedingung ®(D,,) > ®(Dy) erfillt, dann gilt C,, = ¢1 +
e <art st ap.

(Insbesondere haben wir: Wenn a; < K fiir eine Konstante K ist, dann ist C), < Kn.

Die Bedingung ®(D,,) > ®(Dy) wird oft gezeigt, indem man feststellt, dass ®(Dg) = 0
und ®(D) > 0 fir beliebige Zusténde D gilt.)
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Beweis:
Ch=c1+ - +cp
= ) (ai+ (2(Di—1) — ®(Dy)))
1<i<n

Z a; + Z (®(Di—1) — ®(Dy))

1<i<n 1<i<n

93" i+ ®(Do) - @(Dy)

1<i<n

Die Gleichheit (k) gilt, weil sich positive und negative Terme ausgleichen (,,Ziehhar-
monikasumme® oder ,, Teleskopsumme*).

(iv) Es gilt ®(Dg) = 0, weil Dy der leere Stack ist. Weiter gilt ®(D,,) > 0, weil die
Stackhohe p nie negativ sein kann. Damit sind die Bedingungen von Lemma 3.3.1
erfiillt. Alle a; sind < 2, also folgt: C,, < 2n.

Wir formulieren die Potenzialmethode allgemein:

(i) Ordne jedem Zustand D der Datenstruktur ein Potenzial ®(D) > 0 zu.

(ii) Fiir eine Operation Op, Zustand D in Zustand D’ transformiert und dabei echte
Kosten ¢ = cop(D, D’) hat, definiere ,,amortisierte Kosten*

a:=aop(D,D") :=c+ ®(D") — (D).
(iii) Schitze a = app(D, D’) nach oben ab, fiir jede Operation Op.

(iv) Gegeben sei eine Operationenfolge Opy, ..., Op,,, mit echten Kosten c1,..., ¢,
und amortisierten Kosten ay,...,a,. Zeige, dass ®(D,,) > ®(Dy).
(Sehr oft: ®(Dy) = 0 und ®(D) > 0 fiir alle D.)

(v) Folgere durch Anwendung von Lemma 3.3.1: Cp, = c1+---+¢, < a1+ -+ ay.

Beispiel 2: Hochzéhlen eines Binédrzédhlers.

Wir wenden die Potenzialmethode an.

(i) Der Zustand der Datenstruktur ist hier die Bindrdarstellung bin(z) des Z#hler-
standes 7. Wir definieren:

®(bin(7)) := Anzahl der Einsen in bin(z).
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(Beachte: Die Potenzialfunktion geeignet zu wéhlen ist der entscheidende Punkt.)

(ii) Die Operationenfolge Opy, ..., Op,, ist fest gegeben: Op; zihlt von i — 1 auf ¢
hoch. Kosten ¢;: Anzahl der gekippten Bits. Definiere amortisierte Kosten

a; := ¢; + ®(bin(7)) — ®(bin(i — 1)), fir 1 <i < n.

(iii) Wir berechnen a;. Man vergleiche das Bild in Abschnitt 3.2, um folgende Rech-
nung zu rechtfertigen. Wenn ¢ — 1 auf ¢ Einsen endet und insgesamt z+ ¢ Einsen
enthilt, dann ist

ai = ¢; + d(bin(i)) — B(bin(i — 1)) = ((+ 1) + (2 + 1) — (2 + £) = 2.

(iv) ®(bin(n)) > ®(bin(0)) gilt, weil ®(bin(0)) = 0 ist und ®(bin(7)) > 0 fiir alle ¢,
einfach nach der Definition.

(v) Mit Lemma 3.3.1 folgt: Cp, =c1 + -+ cp < a1+ -+ a, = 2n.

Bemerkung: Wenn man die Rechnungen in (i)—(iii) und im Beweis von Lemma 3.3.1
genau nachvollzieht, sieht man, dass an allen Stellen auBer in (v) Gleichheit gilt. Wir
konnen also genauer schreiben:

Cn= Y a;+ ®(bin(0)) — ®(bin(n)) = 2n — #(Einsen in bin(n)).

1<i<n

Diese Formel gibt also die exakte Anzahl von gekippten Bits beim Z&hlen bis n an.
(Beispiel: Nach der Tabelle auf Seite 3 ist C5 = 142+ 143+ 1 = 8; andererseits ist
2.5 — #(Einsen in bin(5)) = 10 — 2 = 8. Magie! Wenn man diesen Trick verstanden
hat, lasst sich auch die Anzahl der Bits leicht angeben, die beim Hochzéhlen von k
nach n gekippt werden: 2(n — k) + #(Einsen in bin(k)) — #(Einsen in bin(n)). Man
beachte, dass dies u. U. auch etwas grofier als 2(n — k) sein kann.

Beispiel 3: Stack mit Verdoppelungs- und Halbierungsstrategie.

Wir betrachten die gleiche Situation wie oben, aber analysieren sie mit der Poten-
zialmethode. Anfangs ist der Stack leer (pg = 0), das Array hat Grofle my.

(i) Der Zustand der Datenstruktur D ist hier durch die Arraygréfie m und den
Pegelstand p gegeben (kurz: der Zustand ist D = (m,p)). Wir definieren das
Potenzial:

0 , falls m = mg und p < %m;
®(D) = %m —-p , falls m > mg und im <p< %m;
2(p— %m) , falls %m <p<m.
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Wieder gilt: Dass man diese Werte geschickt wihlt, ist fiir das Gelingen der
Analyse entscheidend.

(ii) Fiir den Ubergang von D zu D’ mit echten Kosten ¢ definieren wir amortisierte
Kosten

a:=aop(D,D') =c+ ®(D") — ®(D).

(iii) Wir berechnen die amortisierten Kosten a, wenn Op von Zustand (m,p) zu
Zustand (m/,p’) fithrt und dabei echte Kosten ¢ anfallen. Dafiir gibt es eine
Reihe von Féllen zu betrachten. Wir bemerken zunéchst, dass fiir m = myg
und p,p’ < %m das Potenzial 0 ist und weder Verdopplung noch Halbierung
vorkommen, also a = ¢ = 1 gilt. Ab hier nehmen wir an, dass dieser Sonderfall
nicht vorliegt.

1. Fall: Op = push.

Fall la: Im <p < im (und m > my). -
Dann gilt m’ = m und p’ = p+ 1 und ¢ = 1, also

a=c+o((m',p)) = &((m.p)) = 1+ (3m' —p') = (3m —p) = 0.
Fall 1b: %m <p<m. -
Dann gilt m’ =m und p’ = p+ 1 und ¢ = 1, also

a=c+o((m',p))) — ((m,p)) =1+ 2(p) — 3m') = 2(p — ym) = 3.

Fall 1c: p=m. -
Dann gilt m' =2m und p’ =p+1 und ¢ = m + 1, also

a=c+o((m',p)) — &((m,p))
=(m+1)+20p —im) —2(p— 3m)
=(m+1)+2((m+1)—m)—-2(m—5m) =3

Im Fall 1c ist besonders schén zu sehen, wie der Potenzialunterschied be-
nutzt wird, um fiir eine teure Operation zu bezahlen. Wenn Op; eine push-
Operation ist, sind die amortisierten Kosten durch 3 beschrénkt.

2. Fall: Op = pop.

Fall 2a: %m <p<m.—
Dann gilt m’ =m und p’ = p —1 und ¢ = 1, also

a=c+®((m,p)) = ((m,p)) = 1+2(p) — gm') = 2(p — 3m) = —1,
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Fall 2b:  im < p < $m (und m > my). —
Dann gilt m' = m und p’ = p — 1 und ¢ = 1, also

a = e+ (') — ®((m,p) = 1+ (G’ = p') — (dm —p) =2

Fall 2c: p = Xm (und m > my). -

Dann gilt m' = %m und p’ =p—1und c = %m + 1, also
a=c+o((m',p)) —@((m,p)) = (3m + 1) + (5m' —p) — (3m — p)
=(Em+1)+1-(Gm—1im)=2.

Im Fall 2c ist wieder zu sehen, wie der (vorher aufgebaute) Potenzialunter-
schied benutzt wird, um fiir eine teure Operation zu bezahlen. Wenn Op;
eine pop-Operation ist, sind die amortisierten Kosten durch 2 beschrankt.
(Wenn sich wie in Fall 2a bei einer Situation negative amortisierte Kosten
ergeben, ist das harmlos.)

(iv) ®(Dy) > ®(Do) gilt, weil &((mp,0)) = 0 und ®((m,p)) > 0 fiir alle Zusténde
(m, p) ist, nach der Definition.

(v) Mit Lemma 3.3.1 folgt:

Ch=ci+ - +ecp<ar+- -+ ap < 3npysh + 2np0p < 30,

fiir npysp und nyp,p die Anzahl der push- bzw. pop-Operationen.

Bemerkung: Der/Die aufmerksame Leser/in hat bemerkt, dass sich die Rechnungen
fir die Zahler- und die Stack-Beispiele bei der Bankkontomethode und der Poten-
zialmethode dhneln. Handelt es sich wirklich um verschiedene Methoden? Tatséch-
lich kann man beweisen, dass die Potenzialmethode in folgendem Sinn mindestens
so stark wie die Bankkontomethode ist: Wenn man ein Analyseverfahren mit der
Bankkontomethode konstruiert hat (durch Definition kiinstlicher amortisierter Kos-
ten mit der Eigenschaft, dass der Kontostand nie negativ werden kann), dann kann
man auch Potenziale fiir die moglichen Zustidnde D der Datenstruktur definieren,
mit denen man bei Anwendung der Potenzialmethode zum gleichen Ergebnis wie bei
der Bankkontomethode kommt. (Man definiert dazu ®(D) als den minimalen Kon-
tostand B, den man erreichen kann, wenn man mit dem Startzustand Dy beginnt
und eine Folge Opy, ..., Op,, ausfiihrt, die zum Zustand D fiihrt.) Also kann man im
Prinzip mit der Potenzialmethode allein auskommen. In vielen Situationen ist aber
die Bankkontomethode sehr bequem und bildet die Vorstellung vom ,,Ansparen® fiir
spater auftauchende teure Operationen anschaulicher ab als die Potenzialmethode.

Ein weiteres Beispiel fiir die Anwendung der Potenzialmethode folgt im néchsten
Kapitel.
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(M. Dietzfelbinger, 17. Dezember 2021)

4 Implementierung von Priority Queues: Fibonacci-Heaps

Die vom Datentyp ,Priority Queue (PQ)“ (deutsch auch: ,Vorrangwarteschlange®)
zur Verfiigung gestellte Funktionalitét ist folgende:

Es werden Objekte (,,Eintrage*) e mit einem Attribut key(e) € U verwaltet (,,Schliis-
sel* oder ,,Prioritdt“, mit x,y, z, ... bezeichnet), wobei (U, <) eine Totalordnung ist,
z.B. U = N. Dabei entsprechen kleinere Schliissel einer héheren Prioritdt. Typische
Anwendungen finden sich in Algorithmen wie dem Algorithmus von Dijkstra, bei
Discrete-Event-Simulation, bei der Prozessverwaltung in Rechensystemen (s. AuD-
Vorlesung).

Eine einfache Priority Queue bietet mindestens die folgenden Operationen an:

Name(Parameter) Effekt

new() erzeuge neue leere PQ

makeHeap({e1,...,e,}) | erzeuge neue PQ mit Eintrigen eq,..., e,

insert(e) fiige e als neuen Eintrag hinzu

min() gib einen Eintrag mit minimalem Schliissel aus

deleteMin() gib einen Eintrag mit minimalem Schliissel aus
und entferne ihn aus der Datenstruktur!

Einige Algorithmen und Anwendungen (insbesondere der Algorithmus von Dijkstra,
und mit ihm alle Arten von Discrete-Event-Simulation) bendtigen weitere Operatio-
nen, bei denen Schliissel von Eintridgen verdndert werden, die nicht das Minimum
sind. Hierzu benttigt man den Zugriff auf durch Zeiger identifizierte Eintrige. Die
Verwendung von Zeigern auf Objekte in der Datenstruktur durch den Benutzer ist ex-
trem schlechter Programmierstil, da es sdmtlichen Kapselungsprinzipien widerspricht.
Dennoch verwenden wir in der Diskussion den Begriff des Zeigers (Java-Bezeichnung;:
Referenz). In realen Implementierungen sind auch diese Zeiger lokal fiir die Daten-
struktur (,private”); der Benutzer benutzt Namen, um die gewiinschten Eintrige zu
bezeichnen. Details zu solchen Kapselungstechniken wurden schon in der Vorlesung
AuD betrachtet.

! Anstelle von deleteMin() findet man auch die Bezeichnung extractMin().



Zusétzliche ,fortgeschrittene“ Operationen (,adressierbare PQs“):

Name(Parameter) Effekt

insert(e) flige e ein; Riickgabewert: ein Zeiger p auf den Eintrag

makeHeap((e1,...,e,)) | erzeuge neue PQ mit Eintrégen ey, ..., ep;
Riickgabewerte: n Zeiger p1, ..., p, auf diese Eintrige

decreaseKey(p, x) verringere den Schliissel im Eintrag, auf den p zeigt,
auf « (wenn x > aktueller Schliissel: Fehler)

delete(p) 16sche den Eintrag, auf den p zeigt

Eine weitere interessante Operation ist

Name(Parameter) ‘ Effekt
meld(H") ‘ vereinige die PQ mit einer anderen, H', zu einer PQ

Adressierbare PQs, die auch diese Operation unterstiitzen, heiflen ,meldable PQs*
oder ,PQs mit Verschmelzung".

In der Vorlesung ,,Algorithmen und Datenstrukturen (AuD)* (Bachelor) hat sich ge-
zeigt, dass bindre Heaps alle Operationen von adressierbaren PSs (ohne meld) recht
effizient implementieren. Die bendtigten Zeiten bei Bindrheaps im schlechtesten Fall
sind, wenn die Anzahl der Eintréage n ist:

Name(Parameter) Zeitschranke
new() 0O(1)

min() O(1)
deleteMin() O(logn)
insert(e) O(logn)
makeHeap((e1,...,e,)) | O(n)
delete(p) O(logn)
decreaseKey(p, x) O(logn)
meld(H') O(n)

Dabei wird ,,delete(p)“ dadurch realisiert, dass zuerst decreaseKey(p, —oo) fiir einen
kiinstlichen Schliissel —oo ausgefiihrt wird, der kleiner als alle realen Schliissel ist,
und dann deleteMin. Die meld(H')-Operation fillt aus dem Rahmen: sie erfordert
bei Bindrheaps einen kompletten Neuaufbau.

In diesem Kapitel besprechen wir eine Datenstruktur, die den abstrakten Daten-
typ ,meldable PQ* implementiert: Fibonacci-Heaps (Abschnitt 4.1), die amortisiert
gesehen insbesondere decreaseKey besonders schnell erledigt und dadurch zu guten
Laufzeiten des Algorithmus von Dijkstra beitréigt.



4.1 Fibonacci-Heaps

Fibonacci-Heaps implementieren adressierbare Priority Queues. Es werden alle dort
angegebenen Operationen implementiert. Ein Fibonacci-Heap besteht aus heapgeord-
neten Bdumen. Die Datenstruktur ist so entworfen, dass eine amortisierte Analyse
gut durchfiihrbar ist.

Fibonacci-Heaps wurden 1984 von Michael L. Fredman und Robert Endre Tarjan
vorgestellt.

4.2 Aufbau von Fibonacci-Heaps

Fibonacci-Heaps (oder F-Heaps) bestehen aus einer Menge von Baumen. Elementar-
bausteine sind Baumknoten. Ein solcher Knoten v hat folgende Felder (siehe auch
Abb. 1):

Zeiger zum Vorgénger: p

Zeiger auf linkes Geschwister: prev

Zeiger auf rechtes Geschwister: next
Kindzeiger: child

Schliissel: key (aus totalgeordneter Menge U)
Informationsteil: info (anwendungsabhéngig)
Rang: rank: integer (Anzahl der Kinder)

Markierung: marked: boolean (1: ,markiert“, 0: “unmarkiert.)

Schema:

Organisation in einem Baum: Fiir die Wurzel r ist der Vorgingerzeiger p(r) gleich
NIL, fiir Nichtwurzeln v zeigt p(v) zum Vorgingerknoten. Der Zeiger child(v) zeigt zu
einem (beliebigen) Kindknoten von v (falls es einen gibt); die Kinder eines Knotens
sind (mittels der next- und der prev-Zeiger) als zirkuldre doppelt verkettete Liste
organisiert. Die Zahl rank(v) gibt die Anzahl der Kinder von v an, die wir auch den
Rang von v nennen. In Bléttern ist der Kindzeiger NIL, der Rang 0.

In jedem Knoten v, der keine Wurzel ist, gilt die Heapbedingung key(v) > key(p(v)).

Ein Fibonacci-Heap ist eine Kollektion von solchen heapgeordneten Badumen, wobei
die Wurzeln mit Hilfe ihrer next- und prev-Zeiger als zirkulédre doppelt verkettete Liste



/ zum Vorgéngerknoten

o

key info
rank marked
zum linken Geschwister L PTeV | child: I next: « 1+ zum rechten Geschwister

zu einem Kind

Abbildung 1: Fibonacci-Heaps: Das Format eines Knotens.

organisiert sind. Auf die gesamte Liste wird durch einen Ankerzeiger namens MIN
zugegriffen, der auf eine Wurzel mit minimalem Wurzeleintrag zeigt. MIN hat Wert
NIL genau dann wenn der Fibonacci-Heap leer ist.

Manche der Knoten sind ,,markiert”, manche ,,unmarkiert”. Dies wird explizit im Feld
marked(v) angegeben. Spéter werden wir sehen, dass eine solche Markierung bedeutet,
dass Knoten v irgendwann einen Kindknoten verloren hat. Markierte Knoten, bei
denen ein weiterer Kindknoten entfernt werden soll, werden besonders behandelt.

Wir legen fest: Wurzelknoten sind immer unmarkiert.
4.3 Potenzialfunktion

Fiir die amortisierte Analyse der Operationen definieren wir das Potenzial ®(H) eines
Fibonacci-Heaps H, wie folgt:!

O(H) := #(Wurzeln in H) + 2 - #(markierte Knoten in H). (1)

Wenn eine Operation Op auszufiithren ist, ist der F-Heap vorher H, der F-Heap
nachher H'.

1 #“Dbedeutet ,Anzahl“.



4.4 Einfache Operationen
4.4.1 Erzeugen eines leeren Fibonacci-Heaps

new(): MIN <« NIL.

Zeitaufwand: O(1).
Echte Kosten: cpep = 1.
Amortisierte Kosten: ane, = 1.

Beachte: Das Potenzial des leeren Fibonacci-Heaps Hy ist ®(Hp) = 0.

4.4.2 Minimum auslesen

min(): Gib den Eintrag zuriick, auf den MIN zeigt, ohne H zu &ndern.

Zeitaufwand: O(1).
Echte Kosten: ¢ = 1.
Amortisierte Kosten: ami, = 1.

4.4.3 Einfiigen

insert(e):

Erzeuge neue Wurzel v mit Eintrag e;

falls MIN = NIL, wird v einziger Knoten in der Wurzelliste, sonst:
hénge v direkt neben Knoten MIN in Wurzelliste;

setze MIN auf v um, falls key(v) < key(MIN).

Zeitaufwand: O(1).
Echte Kosten: cijpsere = 1.
Amortisierte Kosten: ajnsert(H, H') = cinsert(H, H') + ®(H') —®(H) =1+ 1 =2

(Die neue Wurzel erhoht das Potenzial um 1.)



4.4.4 Heaperzeugung

makeHeap((e1,...,ep)):
new();
for i from 1 to n do insert(e;).

Zeitaufwand: O(n).

Echte Kosten: cpaketreap = 1 + 1.

Amortisierte Kosten: Sei Hy der leere Heap, H der resultierende Heap. Dann:
amakeHeap(H(Ja H) = CmakeHeap(HOa H)+®(H)—-®(Hy)=n+1+n=2n+1
(®(H) = n wegen der n Wurzeln.)

4.4.5 Vereinigen zweier Heaps

meld(H'): Vereinigt zwei F-Heaps H und H'.

Die beiden Heaps sind durch Zeiger MIN und MIN’ gegeben.
Hinge die Wurzelliste von H' neben dem Objekt, auf das MIN zeigt, in die Wurzelliste

von H ein;
wenn key(MIN) < key(MIN), setze MIN auf MIN'.

Zeitaufwand: O(1).
Echte Kosten: ¢ eq = 1.
Amortisierte Kosten: a,,ejq = ¢melq = 1, weil sich das Potenzial nicht &ndert.

4.5 Hilfsoperationen join und cleanup

Wir beschreiben hier zwei fiir die Datenstruktur ,private* Operationen, die in der
deleteMin-Operation benotigt werden. Sie kénnen nicht vom Benutzer aufgerufen
werden.

Die Hilfsoperation join(v, w) kann auf zwei Wurzeln v, w mit gleichem Rang rank(v) =
rank(w) angewendet werden. Sie vereinigt die Biume mit diesen Wurzeln zu einem
Baum mit Wurzelrang rank(v)+1. Die Operation ist sehr natiirlich: Wenn der Schliis-
sel in w kleiner ist als der in v, wird v zusétzliches Kind von w, sonst wird w zusétz-
liches Kind von v.



Prozedur 4.5.1 (join(v,w)).
Input: Zwei Wurzelknoten v, w von gleichem Rang.
(1) if key(v) < key(w)

(2) then
(3) mache w zu neuem Kind von v
4) // w wird aus der Wurzelliste ausgeklinkt
// und in der Kindliste von v direkt neben child(v) eingefiigt
(5) erhohe rank(v) um 1
(6) else
(7) mache v zu neuem Kind von w
(8) erhéhe rank(w) um 1.

Der Zeitaufwand fiir join(v, w) ist O(1).

Mit Hilfe von join realisieren wir cleanup, eine weitere Hilfsoperation. Zweck dieser
Prozedur ist es, die (eventuell sehr lange) Wurzelliste eines F-Heaps zu , kompaktie-
ren“, und zwar so, dass alle verbleibenden Wurzeln verschiedene Rénge haben.

Die Idee ist sehr einfach: Solange man zwei Bdume findet, deren Wurzeln den gleichen
Rang haben, wendet man auf diese die join-Operation an. Mit jedem join verringert
sich die Anzahl der Wurzeln um 1, also muss der Prozess irgendwann anhalten. Dann
haben alle Wurzeln verschiedene Range. Wir miissen dann nur noch die Wurzel mit
dem kleinsten Eintrag suchen und den MIN-Zeiger auf diese Wurzel richten.

Die Zahl D(n) € N bezeichnet eine (spdter zu berechnende) obere Schranke fiir
den Rang von Knoten, die in einem F-Heap mit n Eintrigen auftreten kéonnen. Zur
vorlaufigen Orientierung: Wir werden sehen, dass D(n) = O(logn) gewéhlt werden
kann. Das hat den Effekt, dass das Suchen des Minimums am Schluss nur noch Zeit
O(D(n)) = O(logn) dauert.

Das einzige kleine Problem ist, den Ablauf so zu organisieren, dass man nicht lange
suchen muss, bis zwei Wurzeln mit dem gleichen Rang gefunden worden sind. Dazu
benutzt man einen netten Trick: Man stellt ein Array A[0..D(n)] von Zeigern bereit.
Eintrag A[i] kann NIL oder ein Zeiger auf eine Wurzel mit Rang ¢ sein. Wenn man
jetzt irgendeine Wurzel r mit Rang j hat, priift man (in Zeit O(1)), ob A[j] = NIL ist
oder auf eine Wurzel zeigt. Im ersten Fall ldsst man A[j] auf r zeigen, und behandelt
als néchstes irgendeine bislang noch nicht betrachtete Wurzel. Im zweiten Fall wendet
man join auf r und A[j] an (dadurch wird A[j] wieder NIL), und man hat eine Wurzel
mit Rang j+1, mit der man genauso weiter verfahrt. Wenn man diese Idee konsequent
durchfiihrt, erhélt man folgendes cleanup-Verfahren.



Prozedur 4.5.2 (cleanup(L)).
Input: Liste L von Wurzeln. // Ein Zeiger MIN wird nicht ben&tigt

Ausgabe: F-Heap H mit den gleichen Eintrigen, Rénge aller Wurzeln verschieden.
Methode:

(1) A[0..D(n)]: Array von Zeigern, die anfangs alle NIL sind.
(2) while L ist nicht leer do

(3) entnehme néchste Wurzel r aus L; i < rank(r); w < r
(4) while A[i] # NIL do

(5) w < join(w, Ali]); Ali] < NIL;

(6) i < 1+ 1; (neuer Rang von w)

// der Baum unter w enthélt alle Knoten der in (3)-(6) bearbeiteten Baume
(7) Ali] = w;
(8) Fiige Wurzeln in A[0..D(n)] in neue Wurzelliste ein;
(9) durchlaufe Wurzelliste, um Wurzel 7 mit minimalem Schliissel zu finden;
(10) lasse MIN auf r zeigen;
(11) Ausgabe: MIN.

Amortisierte Kostenanalyse: Sei ¢ die anfingliche Linge der Wurzelliste L, ¢/ <
D(n) + 1 die Anzahl der Wurzeln in H am Ende. Wir definieren das Potenzial ®(L)
einer Wurzelliste L analog zu dem Potenzial eines Fibonacci-Heaps wie in (1).

Der Zeitaufwand ist O(D(n) + ¢+ 1), denn: Es wird Zeit O(D(n) + 1) fiir die Initia-
lisierung des Arrays A[0..D(n)], das Durchmustern von A[0..D(n)] in Zeile (8), und
fiir das Finden des Minimums in Zeile (9) bendttigt. Es werden ¢ Wurzeln betrachtet
und ¢ — ¢ join-Operationen durchgefiihrt, die jeweils Zeit O(1) kosten.

Als tatséichliche Kosten setzen wir daher ceieqnup(L, H) = D(n) + £+ 1 an.
Amortisierte Kosten: Da ¢ — ¢/ Wurzeln verschwinden und sich an den Markierungen
nichts dndert, ist die Potenzialdifferenz ®(H)—®(L) = ¢’ —¢. Dabei ist '/ < D(n)+1,
und wir erhalten:

acleanup(L7 H) = Ccleanup(L7 H) + (I)(H) - CI)(L)
= (Dn)+L+1)+0 —¢<2(D(n) + 1).

(Intuition: Die negative Potenzialdifferenz, die sich durch die verschwindenden Wur-
zeln ergibt, geniigt, um fiir die join-Operationen zu bezahlen.)

Lemma 4.5.3. Die Operation cleanup auf einer Wurzelliste hat amortisierte Kosten
hochstens 2(D(n) + 1), wobei n die Anzahl der Eintrige (Knoten) bezeichnet. O



4.6 Komplexere Operationen

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Implementierung und der amortisierten Analyse
der Operationen deleteMin und decreaseKey.

4.6.1 Minimum entnehmen

Prozedur 4.6.1 (deleteMin()).

Input: F-Heap H.

Ausgabe: F-Heap H’, enthilt alle Knoten aufler dem Knoten v mit minimalem Eintrag; v.
Methode:

(1) Sei v die Wurzel, auf die MIN zeigt.

(2) Klinke v aus der Wurzelliste aus; Restliste: L; // kein Minimum bekannt!
(3) Durchlaufe Kindliste L’ von v, dabei:

(4)  fiir jeden Knoten w in L':

(5) p(w) <= NIL; marked(w) < 0; hénge w in L ein;

(6) cleanup(L); // liefert F-Heap H'

(7) return(H',v).

Der Zeitaufwand zur Erstellung von L einschlielich L’ (also bis Zeile (5)), ist O(rank(v)+
1) =O0(D(n) +1).
Fiir Zeilen (1)—(5) setzen wir echte Kosten ¢1_5 = rank(v) +1 < D(n) + 1 an.

Amortisierte Kosten fiir Zeilen (1)—(5):

al—5 =ci1—5 + (L) — ®(H) <1+ 2 rank(v) <1+ 2D(n).

(Die rank(v) neuen Wurzeln erhohen das Potenzial um je 1. Dies ist nur eine Ab-
schitzung nach oben, da das Potenzial auch geringer sein kann, wenn Kinder von v
markiert waren und nun die Markierung verlieren.)

Amortisierte Kosten inklusive cleanup(L):
adeleteMin(Hu H,) =aj-5+ acleanup(La Hl) <3+ 4D(n) = O(D(n))

4.6.2 Verringern eines Schliissels

Der Zweck der Operation decreaseKey(v,x) ist, in einem Knoten v den dort vorhan-
denen Schliissel y durch einen neuen Schliissel x < y zu ersetzen. Der Knoten v ist
hierfiir iiber einen Zeiger (bzw. {iber eine Referenz) gegeben.

Problem: Wenn z < key(p(v)) ist, kann man den Schliissel nicht einfach verringern,
weil dann die Heapbedingung verletzt ist.

Idee: Hénge dann v von seinem Vorgénger p(v) ab und mache v zu einer neuen



Wurzel. Dann kann man key(v) beliebig verringern, ohne dass die Heapbedingung
verletzt wird. Man mache sich klar, dass das Abschneiden von v nur konstante Zeit
erfordert (man benutzt den Vorgéngerzeiger und die Tatsache, dass die Kinder von
p(v) als zirkuldre doppelt verkettete Liste organisiert sind), ebenso das Einfiigen in
die Wurzelliste. Als Ergebnis kennt man auch p(v).

Durch dieses Vorgehen kénnen Knoten Kinder verlieren.

Fiir die Analyse ist es notig, dass die Rédnge nicht zu grofl werden; die Rangschranke
D(n) soll logarithmisch in n bleiben. Um zu vermeiden, dass ein Knoten einen grofien
Rang hat, obwohl es in seinem Unterbaum nicht viele Knoten gibt, werden die Mar-
kierungen verwendet. Die allgemeine Strategie ist folgende: Wenn ein Knoten w, der
keine Wurzel ist, erstmals ein Kind verliert, wird er markiert. Wenn er nochmals ein
Kind verliert, wird er selbst zu einer neuen Wurzel gemacht.

Aus der Sicht einer decreaseKey(v,z)-Operation sieht das dann so aus: Wenn z <
key(p(v)) ist, wird v von seinem Vorgénger v; = p(v) abgehéingt. Wenn v; markiert
war, wird v; von seinem Vorgénger vo = p(v1) abgehingt und zur Wurzel gemacht.
Wenn ve markiert war ... . Abgebrochen wird, wenn ein unmarkierter Knoten erreicht
wird, was spétestens dann passiert, wenn die Wurzel erreicht wird. Auf diese Weise
kann eine ganze Folge v, vy, ..., v von Knoten zu neuen Wurzeln werden. Man nennt
diesen Vorgang auf englisch , cascading cut® (etwa: ,wiederholtes Abschneiden®).

Prozedur 4.6.2 (decreaseKey(v,x)).
Input: F-Heap H, (Zeiger auf) Knoten v, Schliissel x < key(v).
Ausgabe: F-Heap H’ mit denselben Eintriigen, Schliissel in v auf = erniedrigt.
Methode:
(1) if v Wurzel then
key(v) < x; setze MIN-Zeiger auf v um, falls z < key(MIN); return.

(2) if = > key(p(v)) then key(v) < x; return.

(3) // Verfolge die Folge vy = v,v1 = p(vp),v2 = p(v1),...

(4) i+ Lo« p(v);

(5) Fiige v als neue (unmarkierte) Wurzel neben dem MIN-Eintrag ein;

// v1 verliert Kind v

(6) key(v) < a:

(7) setze MIN-Zeiger auf v um, falls z < key(MIN);

(8) while v; ist markiert do  // v; ist keine Wurzel

9) Vi1 < p(vi);

(10) Fiige v; als neue Wurzel (unmarkiert) neben dem MIN-Eintrag ein
// vit1 verliert Kind v;

11) i+l

(12) if v; ist keine Wurzel then markiere v;.
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Die decreaseKey-Operation kann eventuell viele neue Wurzeln erzeugen und dabei
hohen Zeitaufwand haben. Dabei verschwinden aber Markierungen, wodurch das Po-
tenzial sinkt. Der (negative) Potenzialunterschied wird benutzt, um fiir diese Kosten
zu bezahlen. Man beachte: Es wird jetzt nicht versucht, ,aufzurdumen“. Vielmehr
bleiben die neuen Wurzeln einfach in der Wurzelliste stehen. (cleanup wiirde zu amor-
tisierten Kosten O(logn) fithren!)

Es seien vg = v, v1,...,v; die Knoten, die zu neuen Wurzeln werden. Mdoglicherweise
wird vg41 markiert (wenn es keine Wurzel ist).

Wir analysieren den Zeitaufwand. Wenn v Wurzel ist oder z > key(p(v)) gilt, sich
also die Struktur nicht &ndert, sind die echten Kosten O(1) und das Potenzial d&ndert
sich nicht. Wir betrachten den Fall, wo Knoten umgehéngt werden. Der Zeitaufwand
ist dann O(k + 1) fiir das Umhéngen der Knoten vg, vy, ..., v, und das Andern der
Vaterzeiger und Markierungen.

Als echte Kosten setzen wir an: cgecreqsekey(H, H') = k + 1.

Amortisierte Kosten: Das Potenzial verdndert sich wie folgt: vy, . .., vx sind nicht mehr
markiert (Anderung —2), aber werden zu Wurzeln (Anderung +1), das Potenzial sinkt
also um k- (2 —1) = k; Knoten v wird zu neuer Wurzel, dadurch steigt das Potenzial
sicher um 1. Falls vg, 1 neu markiert wird, steigt das Potenzial zusétzlich um 2.

Fiir die Potenzialinderung gilt also: ®(H') — ®(H) < —k + 3.

Die amortisierten Kosten erfiillen demnach
adecreaseKey(Ha H,) = CdecreaseKey(Ha H,) + (I)(H,) - (I)(H) < E+1+ (_k =+ 3) = 47

sie sind also durch eine Konstante beschrankt.

4.6.3 Loschen

Die Operation delete(v), die einen Knoten entfernt, der durch einen Zeiger gegeben
ist, kann wie folgt realisiert werden: Man verringert mittels decreaseKey den Schliis-
sel in v auf einen Wert < key(MIN) (liefert H') und fiihrt dann auf H' die Ope-
ration deleteMin() aus. Die amortisierten Kosten hierfir sind agecreaserey(H, H') +
adeleteMin(Hla H”) <6+ 4D(7’L) = O(D(?’L))

Damit sind alle Operationen implementiert und die amortisierten Kosten sind ermit-
telt — bis auf den Schonheitsfehler, dass in den Formeln die obere Schranke D(n) fiir
den maximalen Rang bei n Eintréigen vorkommt. Im néchsten und letzten Abschnitt
bestimmen wir eine passende Zahl D(n). Hier erklirt sich dann auch endlich der
Name ,,Fibonacci-Heap*.
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4.7 Analyse des maximalen Rangs in Fibonacci-Heaps

Wir zeigen, dass es eine Schranke D(n) fiir den maximalen Rang (Grad, Anzahl der
Kinder) eines Knotens in einem F-Heap mit n Eintridgen gibt, die D(n) = O(logn)
erfiillt.

Definition 4.7.1. Die Fibonaccizahlen sind wie folgt definiert:
Fo = 0, F1 = 1, F@' = F@'72 ‘|‘FZ;1 fUT’L > 2.

Bekanntlich sind folgendes die ersten Fibonaccizahlen:
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, . . ..

Betrachte die bekannte Zahl ® = (1 +v/5) = 1.618.... ..
(Das Verhéltnis 1 : ® heifit ,, goldener Schnitt®.)
Die Fibonaccizahlen wachsen exponentiell, im wesentlichen mit der Basis ®:

Fakt 4.7.2. (a) 1 +® = ®2. (b) Fiiri >0 gilt: F; o > ®'.

Beweis: (a) Nachrechnen.

(b) Vollsténdige Induktion.

i=0:F=1=9"

i=1: F3=2> @

Nun sei ¢ > 2, die Behauptung gelte fiir ¢ — 2 und ¢ — 1. Wir rechnen mit Hilfe der
Definition und der Induktionsvoraussetzung:

LY i2 i1 i—2 (@) &i
Fi+2:Fi+Fi+1Z¢z + @ = (1+(I)):q) O
Fakt 4.7.3. Firi>1 gilt: 1+ Fi+ ...+ F; = Fio.
Beispiel: 1+1+14+2+3+548 = 21.) Allgemein ist die Gleichung ganz leicht durch
g gg

Induktion zu beweisen. Fiir ¢ = 1 ist sie richtig: 1 + F} =1+ 1 = 2 = F3. Wenn sie
fiir ¢ > 1 stimmt (I.V.), folgt:

<

Def.

L
I+ +...+ Fi+ Fiyn = Figo+ Fipn = Figs,

das ist die Induktionsbehauptung.

Wir benutzen die Fibonaccizahlen, um auszudriicken, dass die Anzahl der Nachfahren
eines Knotens in einem Fibonacci-Heap exponentiell mit seinem Rang wéchst.
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Lemma 4.7.4. Betrachte einen Fibonacci-Heap H. Dann gilt:

(a) Wenn v ein Knoten mit rank(v) =i Kindern ist, dann hat der Unterbaum unter
v mindestens Fj o Knoten.

(b) Wenn H genau n FEintrige hat, dann kénnen die Rangwerte in H nicht grifier
als D(n) = |1.4405logy n| sein.

Beweis: (a) Wir benutzen Induktion iber die Tiefe des Baums T, unter dem Knoten
v. (Achtung: Man fiihrt nicht Induktion iiber den Rang!)

Ind.-Anfang: T, hat Tiefe 0, d.h. er besteht nur aus dem Knoten v. Weil Fy = 1,
stimmt die Behauptung.

Ind.-Schritt: Sei v Knoten mit Rang ¢ > 1.

Es seien wy, ..., w; die aktuell vorhandenen Kinder von v in der Reihenfolge, in der
sie zu Kindern von v gemacht wurden (in join-Operationen). Der Unterbaum mit
Wurzel w; sei T),,. Betrachte ein w; mit j € {2,...,i}. Als w; Kind von v wurde,
waren wi, ..., w;_1 schon da, also hatte v zu diesem Zeitpunkt Rang mindestens j—1.
Nach den Regeln der join-Operation (die beiden Knoten haben gleichen Rang) hatte
auch w; zu diesem Zeitpunkt Rang mindestens j — 1. Nachher kann sich der Rang
von w; hochstens um 1 verringert haben (wenn ein zweites Kind von w; abgetrennt
worden wiére, wéire w; nach den Regeln fiir die Behandlung markierter Knoten zur
Wurzel gemacht worden). Also gilt aktuell:

rank(w;) > j — 2, fir 2 < j <.
Nach Induktionsvoraussetzung (71, hat geringere Tiefe als T;) hat T, mindestens
F(j_9)42 = Fj Knoten, fiir 2 < j <.
Wir schlieflen: 7}, hat als Knoten mindestens v und w; und die Knoten in Ty,,, . .., Ty,
zusammen mindestens

1+ Fi+F+...+F=Fio
viele (mit Fakt 4.7.3).

(b) Sei v Knoten mit Rang ¢ in einem Fibonacci-Heap mit n Eintrdgen. Nach (a)
hat T, mindestens F;,o Knoten, also ist Fj o < n. Mit Fakt 4.7.2: n > F; o > &'
Durch Logarithmieren: i < loggn, oder i < (logg 2) - logyn. Dabei ist logg 2 =
(In2)/(In®) = 1.4404 ... < 1.4405. O

4.8 Zusammenfassung

Fibonacci-Heaps sind eine Implementierung des Datentyps , Adressierbare Priority
Queue“. Die Operationen und ihre amortisierten Kosten sind wie folgt, wobei n die
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Anzahl der Eintrige ist:?

Operation amortisierte Kosten
new() O(1)

insert(e) O(1)
makeHeap((e1,...,en)) | O(n)

meld(H') O(1)

min() O(1)

deleteMin() O(logn)

delete(v) O(logn)
decreaseKey(v, x) O(1)

Anwendung: In der Vorlesung ,,Algorithmen und Datenstrukturen“ im Bachelorstu-
dium wurden die Algorithmen von Jarnik/Prim (fiir Minimale Spannbdume) und
der Algorithmus von Dijkstra (fiir kiirzeste Wege von einem Startknoten aus) vorge-
stellt. Beide benutzen eine adressierbare Priority Queue. Wenn man diese mit einem
Fibonacci-Heap implementiert, und der eingegebene Graph G = (V, E)) n = |V| Kno-
ten und m = |E| Kanten hat, erhélt man Laufzeiten von

O(nlogn +m).

Dies liegt daran, dass n insert-Operationen und < n deleteMin-Operationen sowie
hochstens m decreaseKey-Operationen ausgefithrt werden miissen, und dass maximal
n Eintrdge in der Priority Queue liegen. Die gesamten amortisierten Kosten sind
daher O(nlogn+m), und nach dem allgemeinen Resultat zur Potenzialmethode aus
Kapitel 3 gilt dies dann auch fiir die gesamten tatsdchlichen Kosten.

Fiir alle Graphen mit mindestens nlogn Kanten haben diese beiden Algorithmen
also lineare Laufzeit!

In der Praxis sind gewshnliche quaterndre Heaps, also solche, die wie Binsrheaps iiber Arrays
implementiert sind, bei denen aber die Knoten der gedachten Baume vier Kinder haben, sehr schnell,
meld ausgenommen. Fibonacci-Heaps sind theoretisch besser. Andere modernere Heapimplementie-
rungen, die mit Fibonacci-Heaps vergleichbar sind, heiflen ,Pairing heaps“, ,,Relaxed heaps“, ,,Hollow
heaps“. Beschreibungen findet man in in der Originalliteratur.

14



Kapitel 5

Textalgorithmen

5.1 Grundbegriffe

5.1.1 Das Textsuchproblem

In diesem Kapitel geht es um das Problem der Textsuche (engl.: pattern matching). Im
Hintergrund steht immer ein Alphabet 3, eine endliche Menge, mit |X| > 2. Beispiele:

{0,1}, das binére Alphabet;
{A,G,C, T}
ASCII, ein klassischer Code mit 128 Zeichen, erstmals standardisiert 1963;

ISO 8859-1 (Latin-1, auch DIN 66303:2000-06) oder Windows CP 1252 be-
schreiben Zeichensitze (,ANSI-Familie“) mit 256 Buchstaben und zugehorige
Bindrkodierungen mit 8 Bits;

{0,1}®, die Binidrkodierungen zu den ANSI-Alphabeten, und {0, 1, ...,255}, die

entsprechenden numerischen Werte;

Unicode mit momentan etwa 128 000 Zeichen.

Alphabete gleicher Grofie (z. B. die Alphabete der Grofle 256) unterscheiden sich nur
durch die Bezeichnungen der Buchstaben. Wie die Buchstaben heiflen, ist fiir die
Zwecke der Textsuche irrelevant, und man kann auch annehmen, dass das Alphabet
einfach {0,1,...,|3] — 1} ist. Bei einigen wichtigen Algorithmen ist es sogar ganz

'Die Buchstaben stehen fiir die Namen der Nukleinbasen Adenin (A), Guanin (G), Cytosin (C)
und Thymin (7T), die bei der Funktionalitét der DNA als genetischer Code eine zentrale Rolle spielen.
Tatséchlich ist die Computational Biology ein zentrales Anwendungsgebiet von Textalgorithmen.
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gleichgiiltig, was das Alphabet ist, weil auf Buchstaben a und b nur die Operation
,gilt a = b7 ausgefithrt wird.

Notation. (a) ¥* = {a1...a; | t > 0,a1,...,a; € X} bezeichnet die Menge aller
Warter (Strings, Zeichenreihen, Zeichenketten) (d.h. aller endlichen Folgen) tiber
¥.2

Dabei steht ay ..., a; als bequeme Abkiirzung fiir (ay,...,a;). Beispiel: {A,B,C}* =
{e,A,B,C,AA, AB, AC, BA, ..., ACBB,...}.

Beachte: Fiir t = 0 erhélt man immer das Wort mit 0 Buchstaben, das leere Wort .
(b) Arrayschreibweise fiir Worter: W = a; ...a; wird als W/[l..t] geschrieben; Wi]
bedeutet a;, und Wi..j] bedeutet das Teilwort a; . ..a;.

Beispiel: Wenn W = ACBB, ist W[2] = C, W[1..3] = ACB und W[1..0] = W[4..2] = ¢.
Wir verwenden diese Notation nur fiir 1 <4 <t¢+1und 0 < j < t. Fiir i > j bedeutet
Wi..j] stets das leere Wort e.

(c) Ein Teilwort W[l..i] = a1 ...a; mit 0 < ¢ <t heifit ein Prdific von W = a; ... a;.
Beispiel: Die Préfixe von ACBB sind ¢, A, AC, ACB und ACBB.

Ein Teilwort W{i..t] = a;...a; mit 1 <4 < ¢+ 1 heifit ein Suffiz von W = a; ... as.
Beispiel: Die Suffixe von ACBB sind ACBB, CBB, BB, B und ¢.

Das einfache Textsuchproblem besteht in Folgendem.

Eingabe:
wMuster (engl.: pattern) P = P[l..m] € ¥*, m > 1,
»Text* (engl.: text) S = S[l.n] € ¥*, n > 1.

Aufgabe: Finde erstes (oder einige oder alle) Vorkommen von P in S, d. h. finde das
kleinste oder einige oder alle £ € {1,...,n —m + 1} mit P = S[(.L +m — 1].

Beispiel:
(Blanks , zéhlen als Buchstabe; wir wollen alle Vorkommen des Musters finden.)

S = IM_ HEUHAUFEN, DIE NADEL FINDEN, P =NADEL : Ausgabe: {18}
S = IM_NADELHAUFEN, DIE NADEL_ FINDEN, P = NADEL: Ausgabe: {4,20}
S = IM_WALD_DEN, BAUM, FINDEN, P = NADEL : Ausgabe: 0

S = IM_ WALD,_DEN, BAUM FINDEN, P =WAL: Ausgabe: {4}.

5.1.2 Naive Algorithmen

Natiirlich lasst sich das Textsuchproblem im Prinzip ganz einfach lésen: Man probiert
einfach alle Moglichkeiten durch.

2Dabei steht a; ..., a; nur als bequeme Abkiirzung fiir (a1,...,at¢). Es ist also nie ein Problem,
die Buchstaben voneinander abzugrenzen.
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Naive Textsuche: Fiir jedes £ € {1,...,n —m + 1} tue Folgendes:

Vergleiche P[1..m] Buchstabe fiir Buchstabe mit S[¢..£ +m — 1], bis Ubereinstim-
mung aller m Buchstaben festgestellt wird (dann wird ¢ in die Ausgabe geschrie-
ben) oder bis eine Fehlerstelle (engl.: mismatch) gefunden wurde (d.h. ein Index
q€{0,...,m—1} mit Plg+ 1] # S[¢ + q]).

Es gibt einige Varianten dieses Prinzips, je nachdem, in welcher Reihenfolge die Plétze
¢ bearbeitet werden und die Buchstaben der Worter P und S[¢..¢ + m — 1] verglichen
werden. Naheliegend ist es, jeweils von links nach rechts vorzugehen.?

Algorithmus 5.1.1 (Naive Textsuche, Vergleiche von links nach rechts).
Naive-PM-left-right(P[1..m],S[1..n])

Eingabe: P[1..m], S[1..n] // P: Muster, S: Text
Ausgabe: AC {1,...,n—m+ 1};

(1) A« (; // Initialisierung

(2) for 1 from 1 ton —m+1 do

(3) q < 0;

(4) while ¢ < m A P[gq+1] = S[1+q] do q < gq+1;

(5) if g =m then A <~ AU {1};

(6) return A.

Anschaulich stellt man sich vor, dass man fiir jedes £ = 1,...,n—m+ 1 nacheinander

das Muster P unter den Abschnitt S[¢..0 + m — 1] des Textes legt und von links
nach rechts gehend Paare von Buchstaben vergleicht. Von Runde zu Runde wird das
Muster also um eine Position nach rechts verschoben.

Beispiel: Muster P = abra (m = 4), Text S = abracababrabrac (n = 15). Die
folgende Tabelle zeigt die 12 Positionen fiir das Muster und die fiir die jeweilige
Position verglichenen Buchstaben:

Bei den spiter behandelten Algorithmen der Boyer-Moore-Familie wird es sich als niitzlich her-
ausstellen, Positionen £ in aufsteigender Reihenfolge zu betrachten, fiir eine Position ¢ die Buchstaben
in P[1..m] jedoch von rechts nach links.
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il 112134567 8|9|10]11]12]13]14]15
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Alle 12 Positionierungen des Musters sind angegeben, verglichene Buchstaben sind
grau (Ubereinstimmung: hellgrau, Fehlerstelle: dunkelgrau). Das Muster kommt drei-
mal vor. Insgesamt gibt es 24 Vergleiche. Man bemerkt, dass S[4] und S[11] zweimal
erfolgreich mit Musterbuchstaben verglichen werden, und dass S[9] und S[10] erfolg-
los mit P[1] verglichen werden, obwohl man vorher schon gesehen hat, dass an diesen
Stellen b und r, also nicht P[1] = a steht.

Die Laufzeit des naiven Algorithmus betragt O((n —m + 1)m) im schlechtesten Fall;
die Anzahl der Buchstabenvergleiche ist maximal (n — m + 1)m. Folgendes Beispiel
zeigt, dass der schlechteste Fall auch eintreten kann: Muster P = a™ 'b und Text
S = a"~!p fiihren zu genau (n — m + 1)m Buchstabenvergleichen, weil in jeder Posi-
tion ¢ die Fehlerstelle erst nach m Vergleichen gefunden wird. Oft ist die Vergleichs-
zahl geringer, weil in der inneren Schleife schon frith eine Fehlerstelle gefunden wird.
Besonders bei natiirlichsprachigen Texten wird dies so sein. Man kann dies mit den
Beispielen in Abschnitt 5.1.1 ausprobieren. Allgemein gilt: Wenn Muster P oder Text
S aus rein zufiillig aus ¥™ bzw. X" sind, dann ist die erwartete Anzahl von Buchsta-

benvergleichen bei der naiven Textsuche kleiner als (n —m+1)- IE‘I% <2(n—m+1).

In diesem Kapitel betrachten wir Algorithmen, die eine lineare Laufzeit von O(m+n)
garantieren. Dies sind der Algorithmus von Knuth, Morris und Pratt und der Algo-
rithmus von Boyer und Moore. Daneben betrachten wir einen Algorithmus, der nach
Vorkommen von Wértern aus einer ganzen Liste von Mustern sucht (Algorithmus
von Aho und Corasick).

5.1.3 Rinder

Grundlegend fiir viele Textalgorithmen ist der Begriff des Randes (engl.: border).
Anschaulich ist ein Rand eines Wortes W ein kiirzeres Teilwort, das man am linken
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Ende und ebenso am rechten Ende von W findet.

1 t—r+1 t

Abbildung 5.1: Ein Teilwort # W von W, das sowohl Préfix als auch Suffix von W ist,
heifit ein Rand von W.

Definition 5.1.2. Sei W = ay...a; ein Wort, t > 0. W[l..r] heifit ein Rand von W,
wenn 0 < r <t und WIl..r] (nicht nur Prdfiz, sondern auch) Suffic von W ist, d. h.
wenn W(l.r] = W[t —r+1..t] gilt (s. Abb. 5.1).

Man beachte folgende Sonderfille:

(a) Jedes nichtleere Wort W = W[1..t] hat ¢ = W[1..0] = W[t + 1..¢] als Rand.

(b) W selbst zéhlt nicht als Rand von W, obwohl es Prifix und Suffix von sich selbst
ist. (Mitunter wird W als ,uneigentlicher /unechter Rand“ von W bezeichnet.)

(c) Das leere Wort ¢ hat iiberhaupt keinen Rand, da es kein r mit 0 < r < 0 gibt.

Beispiel: Die Rénder von abababcabab sind ¢, ab und abab. Die Rénder von ababa
sind €, a und aba.

Uns interessiert oft der ldngste Rand von W. Der ldngste Rand von ababab ist abab,
der ldngste Rand von ababcabc ist €.

Die léingsten Rénder der Prdfize des Musters P[1..m| sind von besonderem Interesse.
Man kénnte die Funktion

bord: {P[l..q] |0 <g<m} —{P[l.q]|0<qg<m}U{-},

langster Rand P[1..¢] von P[l..q] , falls 1 <gq<m;

Pll..q} = { , falls ¢ = 0.

betrachten, die jedem Prifix P[l..q] seinen lingsten Rand P[1..q'] zuordnet, bzw.
den Wert ,,—* (fiir ,undefiniert”) fiir P[1..0] = . Es ist aber technisch bequem, eine
Zahlfunktion auf den entsprechenden Léngen zu benutzen.

Definition 5.1.3 (Randfunktion). Gegeben sei das Muster P[1..m|. Wir definieren die
Funktion foora = fL 4 mit foora: {0,1,...,m} = {=1,0,...,m — 1} durch:

Foora(q) = Lénge des lingsten Randes von P[l..q] , falls 1 < g < m;
bord @) ==y , falls ¢ = 0.
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Offensichtlich ist immer fporq(q) < g. Die Festlegung fiora(0) = —1 wird sich auch
(programmier-)technisch als giinstig erweisen.

q 0[1]2|3[4[5|6]7]8|9]10[11]12|13]14]15
P[q] la|b|r|alc|lalblalblr|alb|r|alc
foora(q) || =L/ O[O [OJ1T[OJ1[2]1[2[3]4[2]3[4]5

Abbildung 5.2: Randfunktion fi,o,q bei P[1..15] = abracababrabrac.

In Abb. 5.2 ist die Randfunktion fiir das Muster abracababrabrac angegeben. Es gilt
zum Beispiel fpord(10) = 3, weil bord(P][1..10]) = bord(abracababr) = abr = P[1..3]
gilt. — Es gibt effiziente Verfahren fiir die Berechnung einer Tabelle fiir die Randfunk-
tion. Um diese Algorithmen kiimmern wir uns spiter. (WS 2020/21: Ubung.)

Ubungsaufgabe. Wie kann man bei gegebener Randfunktion froq zu gegebenem ¢
alle Rénder von P[1..¢|, d.h. alle r, fur die P[1..r] Rand von P[l..q] ist, berechnen?
Fiir jeden auszugebenden Index r soll nur Zeit O(1) aufgewendet werden.

5.2 Der Algorithmus von Knuth, Morris und Pratt

5.2.1 Voriiberlegungen

Der Algorithmus von Knuth, Morris und Pratt (KMP-Algorithmus)?* geht vom naiven
Textsuchalgorithmus 5.1.1 aus, also der Version, in der fiir jede Stelle f =1,...,n —
m + 1 im Text S[1..n] die Musterbuchstaben P[g + 1], ¢ = 0,...,m — 1, von links
nach rechts mit den Textbuchstaben S[¢ + ¢], ¢ = 0,...,m — 1, verglichen werden.
Auch der KMP-Algorithmus stellt diese Vergleiche von Wortern fiir eine monotone
Folge von Werten ¢ an, versucht aber nach Moglichkeit,

¢-Werte zu iiberspringen (also das Muster in einem Schritt um ein groferes
Stiick nach rechts zu schieben: , shift“ um mehr als eine Position) und

tiberfliissige Buchstabenvergleiche auszulassen.
Wir erkliren die Ideen genauer.® Angenommen, der Algorithmus ist an Position ¢ <

n —m + 1 angekommen, und wir haben das groite ¢ € {0,1,...,m} mit P[l..q] —
S[l..0 + q — 1] ermittelt. Es gibt zwei Félle:

1Donald E. Knuth, James H. Morris, Vaughan R. Pratt (1977): Fast Pattern Matching in Strings.
STAM Journal on Computing. 6(2): 323-350. doi:10.1137/0206024

°Die Entwicklung des KMP-Algorithmus aus dem naiven Algorithmus wird recht detailliert be-
schrieben, als ein Lehrbeispiel dafiir, wie man durch genaue Betrachtung und Verbesserung eines
einfachen Algorithmus zu einer sehr effizienten Version kommen kann.
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1. Fall: ¢ < m und P[q+ 1] # S[¢+ ¢]. — Dann kann an Stelle £ das Muster nicht vor-
kommen. Wir verschieben P[1..m] an eine neue Position ¢ > ¢ und testen erneut auf
Ubereinstimmung (bzw. horen auf, wenn ¢ > n —m +1). Der naive Algorithmus ver-
sucht die Stelle ¢ = £+ 1 und vergleicht P[1..m] mit S[¢'..¢' +m — 1] buchstabenweise
von links nach rechts. Der KMP-Algorithmus nutzt das Wissen

Pll.q] =S[t.L+q—1] und Plg+1] # S[¢+ ¢ (5.1)

geschickt aus, und zwar doppelt! Erstens ist es iiberfliissig, Positionen ¢ € {¢ +
1,...,0 + q} zu testen, fiir die aus (5.1) schon folgt, dass sie nicht als Position des
Musters in Frage kommen. Zweitens kann man fiir eine mégliche neue Position ¢ €
{l+1,...,0+q—1} ausnutzen, dass schon erfolgreiche Vergleiche mit den Buchstaben
S[¢'..L + q — 1] im Text durchgefiihrt worden sind.

In Abb. 5.3 und Abb. 5.4 sind die moglichen Situationen dargestellt. Wir betrachten
zuerst einen Verschiebung um einen ,Shiftwert* s € {1,...,¢}, von Position ¢ zu
Position ¢ = ¢ + s. Wir definieren ¢ = ¢— s> 0. Dann gilt £ +qg=¥¢'+¢'.

1 14 A l+q n
S:| 7 i |
T S T B [ N
P: W }—>S
1 q q+1 m
I \ﬂ\

1 4 ;J'Jrl m

Abbildung 5.3: Grundidee des KMP-Algorithmus, 1. Fall, Standardsituation: Eine Ver-
schiebung um s = ' —¢ = ¢—¢q' < ¢ kann nur sinnvoll sein, wenn P[1..¢'] = Plg—¢'+1..q]
und P[q’ 4 1] # P[q+ 1] gelten. Diese Uberlegung gilt auch im Fall ¢ = 1 und ¢’ = 0. Im
Fall einer solchen Verschiebung ist der niichste Vergleich zwischen S[¢ + ¢] und P[q’ + 1]
auszufiihren.

Wenn das Muster an Position ¢ vorkommt, muss
Pll.¢'| =8[l'.4+q—1] und Pl +1] = S[¢+ q]

gelten. In Kombination mit (5.1) liefert dies die notwendige Bedingung
P.¢]=Plg—q¢ +1.¢q) und P[¢ + 1] # Plqg+1]. (5.2)

Shiftwerte s = g — ¢/, die (5.2) erfiillen, heiflen zuldssig. Die erste Gleichheit in (5.2)
bedeutet, dass P[1..q']| Rand von P[1..q] sein muss, die zweite ergéinzt, dass in P auf
P[1..¢'] und PJl..q| verschiedene Buchstaben folgen miissen. Wenn es ein zuléssiges
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Abbildung 5.4: Grundidee des KMP-Algorithmus, 1. Fall, Sonderfall: Eine Verschiebung
zur Position £ = {+q+1, also mit s = ¢+1 und ¢’ = g—s = —1, kann nie ausgeschlossen
werden, da kein Buchstabe in S[¢'..¢' + m — 1] bisher gesehen wurde. Im Fall einer
solchen Verschiebung ist der nichste Vergleich zwischen S[¢+ ¢+ 1] und P[1] = P[q' + 2]
auszufiihren.

s < ¢ gibt, dann verschieben wir das Muster um den kleinsten zuldssigen Wert s,
setzen also ¢/ := ¢ + s. Damit ist sichergestellt, dass keine mogliche Position des
Musters iibersehen wird. Mit den buchstabenweisen Vergleichen von links nach rechts
geht es nun weiter wie im naiven Algorithmus, allerdings brauchen wir in P erst bei
P[¢' + 1] und in S bei S[¢' + ¢'] = S[¢ + ¢] anzufangen, da die Gleichheit P[1..¢'] =
S[¢'.0' + ¢ — 1] wegen (5.1) schon gesichert ist.

Es gibt noch einen Sonderfall. Wenn es iiberhaupt kein zuléssiges s € {1,...,q} gibt,
dann kommt keine der Positionen £ + 1,...,¢ + ¢ als neues ¢ in Frage. Wir setzen
dann ¢/ =/(+q+ 1, also s = ¢+ 1, was zu ¢’ = ¢ — s = —1 fiihrt. Diese Position ¢
kann (nach der in (5.1) angegebenen Information) nie ausgeschlossen werden, da kein
Buchstabe aus S[¢'..n] dort erwihnt wird. Der Shiftwert s = g+ 1 gilt also immer als
zuldssig. Wenn dies der kleinste zulédssige Wert ist, wird um ¢+1 verschoben. Der erste
neue Vergleich ist in diesem Fall natiirlich an der Stelle P[1] und S[¢'] = S[¢ + ¢ + 1]
auszufithren. Dieser Sonderfall tritt im 1. Fall fiir ¢ = 0 (also bei P[1] # S[¢]) immer
ein.

2. Fall: ¢ = m. — Dann steht das Muster P im Bereich S[¢..¢ 4+ ¢ — 1], und wir geben
¢ aus. Wenn wir alle Vorkommen des Musters in S finden sollen, miissen wir noch
weiterarbeiten. Wir suchen also eine neue Position ¢/ > ¢, indem wir das Wissen

P[l.m] = S[t.£ +m —1] (5.3)
geschickt ausnutzen. In Abb. 5.5 ist diese Situation dargestellt.

Weil fiir eine erfolgreiche Position ¢/ = £+ s = £ + g — ¢’ die Gleichheit P[1..¢'] =
St +q —1] = S[¢.. + m — 1] gelten muss, folgt die notwendige Bedingung

P[1..¢'] = Pl[m — ¢ + 1..m]. (5.4)
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Abbildung 5.5: Grundidee des KMP-Algorithmus, 2. Fall: Wir wissen, dass P[l..m] =
S[¢..£ + m — 1] gilt. Eine Verschiebung des Musters an eine Stelle ¢/ = ¢ + s kann nur
sinnvoll sein, wenn fiir ¢ = ¢ — s das Prifix P[1..¢'] ein Rand von P ist. (Es gibt immer
mindestens einen Rand, néimlich ¢.)

In diesem Fall gelten also alle Shiftwerte s, fiir die P[1..m — s ein Rand des Musters
P[1..m] ist, als zuléissig. (s = m ist hier immer zuléssig.) Von allen zuléssigen Werten
s wihlen wir den kleinsten, damit keine mogliche Position des Musters iibersehen
wird, und setzen ¢ := ¢ + s und ¢’ := m — s. In der Bearbeitung der Position ¢
kénnen wir mit dem Vergleich zwischen P[¢’ + 1] und S[¢' 4 ¢'| = S[¢+m)] fortfahren,
weil schon bekannt ist, dass P[1..¢'] und S[¢'..¢' + ¢’ — 1] iibereinstimmen.

5.2.2 Die Fehlerfunktion

In den Voriiberlegungen zum KMP-Algorithmus muss man nach dem Finden einer
Fehlerstelle oder dem Auftreten des Musters die richtige (kleinste) zuléssige Shiftweite
s =0 —{=q— ¢ finden. Aus den Bedingungen (5.2) und (5.4) ist klar, dass diese
Shiftweite nur von P und ¢ abhingt, nicht von S. Wir kénnen also diese Shiftweite
fir ¢ = 0,...,m aus P[l..m] vorab berechnen. Es ist technisch giinstig, nicht die
kleinste Shiftweite s, sondern den neuen Wert ¢’ = ¢ — s zu betrachten. Die Funktion
q — ¢, die KMP-Fehlerfunktion, ist eine verschirfte Variante der Randfunktion aus
Abschnitt 5.1.3. Fiir ein Préfix P[l..q] mit ¢ < m sind nur solche Rénder P[1..¢']
interessant, die P[¢’ 4+ 1] # P[q + 1] erfiillen.

Definition 5.2.1 (KMP-Fehlerfunktion). Gegeben sei das Muster P[1..m|. Die KMP-
Fehlerfunktion fxmp: {0,1,...,m} — {=1,0,...,m — 1} ist wie folgt definiert:

Linge ¢’ des lingsten Randes P | von P[l..m], falls ¢ = m;
.q'] von PI1..q]
P[q + 1], falls ein solcher existiert,

fiir 0 < g < my

-q
q

[1..¢
Lénge ¢’ des lingsten Randes P[1..q/
fKMp(q) = mit P[q’ + 1] #*

—1, falls kein solcher Rand existiert, fiir 0 < g < m.
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Bemerkung: Man kann fxyp(q) auch kompakt wie folgt beschreiben: fxyp(g) ist die
grofste Zahl ¢ € {—1,0,1,...,¢ — 1} mit:

Pl.d]|=Plg—q¢ +1..q wnd (¢ >0Ag<m)= Pl¢ +1]# Plg+1]. (5.5)

Die erste Aussage in (5.5) gilt trivialerweise fiir ¢ € {—1,0}, die zweite gilt trivialer-
weise fiir ¢ = —1 und ebenso fiir ¢ = m. Also ist (5.5) durch ¢ = —1 immer erfiillt,
und im Fall ¢ = m durch ¢ = 0 erfiillt.

1
P:‘ W

1IN
P i |
1 q

Abbildung 5.6: Fiir 0 < g < m ist fxup(g) die Lange des ldngsten Randes P[1..q'] von
P[1..q], so dass die folgenden Buchstaben P[g’ 4+ 1] und P[g + 1] verschieden sind — falls
ein solcher Rand existiert. Sonst ist fxmp(q) = —1. Anmerkung: fxup(0) = —1, weil
PJ[1..0] = ¢ iiberhaupt keinen Rand hat. fxyp(m) ist einfach frora(m).

In Abb. 5.7 sind die Randfunktion und die KMP-Fehlerfunktion fiir P = abracababrabrac
angegeben, zusammen mit Beispielen fiir die verschiedenen moglichen Situationen. Es
gilt zum Beispiel:

fxmp(1) = 0, weil fiir den Rand P[1..0] = ¢ von P[1..1] die zweite Bedingung
erfilllt ist (P[1] = a # b = P[2]);

fxmp(4) = 1, weil fiir den lingsten Rand P[1..1] = a von P[l..4] = abra die
zweite Bedingung erfiillt ist (P[2] = b # ¢ = PI[5]);

fxmp(5) = —1, weil fiir den einzigen Rand P[1..0] = ¢ von P[1..5] = abrac die
zweite Bedingung nicht erfiillt ist (P[1] = a = P[6]);

fxmp(11) = 4, weil fir den lingsten Rand P[1..4] = abra von P[1..11] die
zweite Bedingung erfiillt ist (P[5] = ¢ # b = P[12]);

Jfxmp(14) = 1, weil fiir den ldngsten Rand P[1..4] = abra von P[1..14] die zweite
Bedingung nicht erfiillt ist (P[5] = ¢ = P[15]), aber fiir den zweitlingsten Rand
P[1..1] = a die zweite Bedingung erfiillt ist (P[2] =b # ¢ = P[15]);

fxmp(15) = 5, weil m = 15 und PJ[1..5] = abrac der ldngste echte Rand des
Musters ist.

Ein Verfahren zur effizienten Berechnung einer Tabelle fiir die KMP-Fehlerfunktion
wird spéter vorgestellt. Wir bemerken aber schon hier, dass die KMP-Fehlerfunktion
leicht iterativ aus der gewodhnlichen Randfunktion berechnet werden kann.
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Abbildung 5.7: Randfunktion und KMP-Fehlerfunktion fxyp fiir P[1..15]
abracababrabrac, mit Beispielen fiir die Positionierung der entsprechenden Rénder.
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Abbildung 5.8: KMP-Fehlerfunktion des Musters P = abraca (m = 6).

Ubungsaufgabe. Angenommen, fiorq ist (z.B. als Tabelle) gegeben. Man beweise,
dass die folgende iterative Berechnungsvorschrift fiir fxnp korrekt ist:

(1) frmp(0) « —1;
(2) for g from 1 to m — 1 do

qd < foorda(q); // ein Wert in {0,...,q — 1}

if Pl +1] # P[g+ 1] then fimp(q) = ¢’ else fump(q) < frmp(q);
(3) fimp(m) < foora(m).

Wir kénnen den Algorithmus von Knuth, Morris und Pratt (,KMP-Algorithmus)
jetzt einfach aufschreiben. Fiir die verdnderlichen Werte ¢ und ¢’ geniigt eine Variable
q, fiir £ und ¢ eine Variable 1. Fiir den Shiftwert s benutzen wir eine Variable s.

Algorithmus 5.2.2 (Knuth-Morris-Pratt, anschaulich).
KMP-Textsuche(P[1..m],S[1..n])

Eingabe: P[1..m], S[1..n]; // Muster, Text

Ausgabe: AC {1,...,n—m+ 1};

Vorberechnet: £_KMP[0. .m]: KMP-Fehlerfunktion von P[1..m] als Tabelle;

(1) A<« 0

(2) g+ 0;1<«1;

(3) while 1 <n—m+1do

(4) while g < m A P[q+1] = S[1+q] do q - g+1;

(5) if g=m then A < AU{1}; // Muster gefunden
(6) s < q - f_KMP[ql;

(7) 1+ 1+ s;

(8) q«q-s; //dh. g+« f_KMP[q]

(9) if g = —1 then q + 0;

(10) return A.

Beispiel: Muster P = abraca (m = 6), Text S = babracababradabrab (n = 18).
Die KMP-Fehlerfunktion fiir P ist in Abb. 5.8 angegeben.
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Hellgrau sind die Musterbuchstaben, die erfolgreich verglichen werden, dunkelgrau
die Fehlerstellen. Dass in jeder Spalte nur ein hellgrauer Buchstabe steht, bedeu-
tet, dass kein Textbuchstabe mehr als einmal erfolgreich verglichen wird. Im Ver-
gleich zum naiven Algorithmus fehlen viele Zeilen. Fiir jede der getesteten Positionen
te{l,...,n—m+ 1} gibt es maximal einen Fehlerbuchstaben (das ist klar: mit der
Entdeckung der Fehlerstelle ist diese Position erledigt). Im Beispiel werden 16 Buch-
stabenvergleiche durchgefiihrt; das naive Verfahren wiirde 26 Vergleiche bendtigen.

Satz 5.2.3. Algorithmus 5.2.2 ist korrekt und hat Rechenzeit O(n). Die Anzahl der
durchgefiihrten Buchstabenvergleiche ist mazimal 2n — m + 1.

Beweis: Die Korrektheit folgt aus den Voriiberlegungen. Der Ablauf ist ganz genau
wie im naiven Algorithmus, mit dem Unterschied, dass einige /-Werte ausgelassen
werden und einige Vergleiche eingespart werden, weil die entsprechenden Gleichheiten
schon aus fritheren Runden bekannt sind.

Fiir die Rechenzeit iiberlegt man sich folgendes. Die grofle while-Schleife (Zeilen (3)—
(9)) wird hochstens (n —m+ 1)-mal durchlaufen, weil sich der Inhalt ¢ von 1 in jedem
Durchlauf erhéht und bei £ > n —m -+ 1 abgebrochen wird. In jedem Durchlauf dieser
groflen Schleife gibt es maximal einen Test der Schleife in Zeile (4), der zum Abbruch
fithrt (Fehlerstelle). Also gibt es hochstens n —m + 1 erfolglose Vergleiche. Es bleiben
die Durchldufe durch die Schleife in Zeile (4), in denen die Buchstabenvergleiche
erfolgreich sind. Hierfiir betrachten wir den Wert ¢ 4 ¢, mit £ in 1 und ¢ in q. Dieser
Wert startet bei 1, wird nie erniedrigt und wird bei jedem ,erfolgreichen“ Vergleich
im Schleifentest in Zeile (4) echt erhoht; der Algorithmus endet auf jeden Fall, wenn
{ + q groBer als n wird. Also kann es nicht mehr als n erfolgreiche Vergleiche und
nicht mehr als n solche Schleifendurchlédufe geben. Ol

In Abschnitt 5.2.3 werden wir sehen, wie sich die Randfunktion (und damit auch die
KMP-Fehlerfunktion) in Zeit O(m-|X|) berechnen lisst; in Abschnitt 5.2.4 wird dann
ein Algorithmus angegeben, der in Zeit O(m) eine Tabelle fiir die KMP-Fehlerfunktion
fxmp berechnet.
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5.2.3 Der KMP-Algorithmus in der
Prifixautomaten- A uffassung

Wir haben gesehen, dass der KMP-Algorithmus als eine optimierte Version des naiven
Textsuchalgorithmus verstanden werden kann, die das Muster in Spriingen weiter-
schiebt und Vergleiche einspart, deren Ergebnis schon bekannt ist. Es ist lehrreich
und niitzlich, insbesondere fiir Verallgemeinerungen wie in Abschnitt 5.3, den Algo-
rithmus noch auf eine andere, abstraktere Weise zu betrachten, die einen Bezug zur
Verarbeitung von Wortern durch endliche Automaten® herstellt. Als Vorbereitung
betrachten wir einen recht einfachen endlichen Automaten. Der eigentliche KMP-
Automat ist noch etwas subtiler aufgebaut.

Der volle Prifixautomat

Gegeben sei ein Muster P = P[1..m]. Wir konstruieren einen deterministischen end-
lichen Automaten (DFA) MZP, = (Q,%,qo, F,§). Dieser Automat soll den Text S

Vv
Buchstabe fiir Buchstabe von links nach rechts lesen und dabei iiber den Akzeptie-
rungsmechanismus melden, wenn das Muster gefunden worden ist. Die Zustandsmen-
ge @ reprisentiert die Prifixe P[l..q], 0 < ¢ < m, des Musters. Ein solches Prifix

wird einfach durch seine Lénge dargestellt, also wihlen wir

Q=Qp={0,1,...,m}.

Das Alphabet ¥ = X p ist fest; es enthéilt mindestens die Buchstaben, die in P und S
vorkommen.” Der Startzustand qg, die Ubergangsfunktion § = dp mit §: Q@ x & — @
und die Menge F' = Fp der akzeptierenden Zustédnde werden im Folgenden festgelegt.

Die Idee ist folgende: Wir lesen den Text S[l..n] Buchstabe fiir Buchstabe. Nach
Leseschritt 4, also nachdem SJ1..i] gelesen wurde, soll der Zustand ¢\ das lingste
Prifiz P[1..q] von P benennen, das Suffix von S[1..i] ist. Dies formulieren wir als
Invariante:

(I;): Nach Lesen von S[1..i] ist ML in Zustand

q(i) =max{q € Q| P[l..q) = S[i —q+ 1..]}.

Wie miissen Startzustand und Ubergangsfunktion aussehen, damit stets (I;) gilt? Am
Anfang soll P[1..¢\9)] das lingste Prifix von P sein, das Suffix von [1..0] = ¢ ist; das
ist natiirlich das leere Wort, und wir legen fest:

qo := 0.

5 s. Vorlesungen ,,Rechnerorganisation® und ,,Automaten, Sprachen und Komplexitit“ im Bache-
lorstudium.

" Alle Buchstaben, die in S, aber nicht in P vorkommen, werden gleich behandelt. Daher kann man
sie im Automaten wie einen einzigen ,, Fremdbuchstaben® behandeln, und ihre Anzahl ist unerheblich.
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Nun betrachten wir einen beliebigen Schritt ¢ > 0 und nehmen an, dass die Kon-
struktion bislang erfolgreich war, dass also ¢("~1) Invariante (I,_;) erfiillt. Buchstabe
Si] wird gelesen. Sei P[1..¢'] das lingste Priifix von P, das Suffix von S[1..7] ist. Wir
wollen erreichen, dass der neue Zustand ¢ gerade ¢’ ist. Zunichst einmal ist sicher
P[1..¢' —1] Suffix von S[1..i—1], also folgt aus (I;,_;) die Beziehung ¢’ —1 < ¢"~1 oder
¢’ < ¢~V +1. Die Entscheidung dariiber, welche Prifixe von P Suffix von S[1..i] sind,
hiingt also nur von S[i — ¢~1)..i] ab, und das ist das gleiche wie P[1..q"~D] o S[i],
wobei mit o die Konkatenation von Wértern gemeint ist. Daher sollte P[1..¢'] das
lingste Prifix von P sein, das Suffix von P[1..q0~1] o S[i] ist.

Wir setzen daher fiir ¢ € Q) und a € %:
d(g,a) := Lange des ldngsten Préfixes von P, das Suffix von P[l..q| o a ist.

Dann gilt ¢ = §(¢"=Y, S[i]) = ¢, wie gewiinscht. Wir beobachten gleich noch Fol-
gendes: Diese Definition von § fithrt dazu, dass alle Buchstaben a € 3, die nicht in
P vorkommen, §(q,a) = 0 erfiillen. Man braucht diese im Automaten also gar nicht
zu unterscheiden, sondern kann sie zu einer Kategorie ,,Fremdbuchstabe“ zusammen-
fassen. Damit héngt § nur von P ab, und § kann in einer Vorverarbeitungsphase
berechnet werden, ohne Kenntnis von S. (Wir werden gleich sehen, wie diese Vorver-
arbeitung abléduft.)

Der Automat soll nach dem Lesen von S[1..i] genau dann in einem akzeptierenden
Zustand sein, wenn soeben ein Vorkommen des Musters fertig gelesen worden ist, das
heifit, wenn S[i —m + 1..i] = P[1..m] gilt. Nach der Invarianten gilt dies genau dann
wenn ¢(9 = m ist. Daher legen wir fest:

F :={m}.

Mit diesem Automaten kann die Verarbeitung des Textes ,,in Echtzeit* erfolgen, also
s0, dass in jedem Schritt ein Buchstabe des Textes gelesen wird. Offenbar kann man ¢
als (m+1) x |X|-Tabelle darstellen, mit einer Zeile fiir jeden Zustand und einer Spalte
fiir jeden Buchstaben in ¥. Da alle ,Fremdbuchstaben* in den Zustand gy = 0 fiihren,
braucht man sie in der Tabelle gar nicht darzustellen. Wir zeigen nun, wie man die
Tabelleneintrige in Zeit O(m - |X|) berechnen kann. Dieser Zeit- und Platzaufwand
ist dann tolerierbar, wenn O(m x |X|) gegeniiber der Linge n des Textes nicht grof3
ist.

Man erinnere sich, wie in Definition 5.1.3 die Randfunktion fiir ein Muster P[1..m]
definiert wurde:

Joora(0) = =1, foora(q) = Lénge des lingsten Randes von P[l..q], fiir 1 < g < m.
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Berechnung der Ubergangsfunktion und der Randfunktion zu P[1..m):

Wir berechnen fiorg und 0 verschrankt, durch Induktion iiber ¢, in Zeit O(m - |3]).
Jfoora(0) = —1.
5(0, P[1]) <= 1; 6(0,a) « O fiir a # P[1].
foora(1) < 0. // € ist Rand von P[1].

Fir ¢ =1,2,...,m — 1 nacheinander:
d(¢, Plg+1]) < q+1, // passender Buchstabe
3(q,a) < d(frora(q), a) fiir a # Plg+ 1]; // unpassender Buchstabe

fbord(q + 1) — 5(fbord(‘])a P[q + 1])
d(m,a) := 6(foora(m), a) fir a € X.

b,c
a
c,r b,c //\
e W Do ey SR NGR WIS
b,c,r a bex b,c,p a
“ c,r

Abbildung 5.9: Der volle Priifixautomat fiir das Muster abracab, mit m = 7. (Die Kanten
fiir Fremdbuchstaben fithren alle zum Zustand 0; sie sind nicht dargestellt.)

Ubungsaufgabe: (a) Fiihren Sie den Algorithmus am Beispiel P[1..7] = abracab durch
und vergleichen Sie Thr Ergebnis mit Abb. 5.9.
(b) Beweisen Sie, dass das Verfahren § und fi,o,q korrekt berechnet.

Bemerkung: In der Bachelorvorlesung ,, Automaten, Sprachen und Komplexitat® wer-
den auch nichtdeterministische endliche Automaten (NFAs) behandelt. Man kann
ganz leicht einen NFA M angeben, der genau die Worter akzeptiert, die mit P =
P[1..m] enden. Die Zustandsmenge ist @), der Startzustand ist gy = 0, die Menge
der akzeptierenden Zusténde ist {m}. Die Ubergangsfunktion erlaubt es, mit jedem
Buchstaben von Zustand 0 zu Zustand 0 zu gehen. Zudem kann man mit Buchstaben
P[q+ 1] von Zustand ¢ in Zustand g+ 1 wechseln, fiir 0 < ¢ < m. (Die einzige Stelle,
wo ,,Nichtdeterminismus® vorkommt, ist im Zustand 0, wo man sich entscheiden kann,
ob man beim Lesen von a = P[1] in Zustand 0 bleibt oder nach 1 wechselt.) Wenn
man auf diesen NFA die Potenzmengenkonstruktion anwendet, entsteht genau M\Zn'
(Dabei gibt es keine GroBenexplosion wie sonst bei dieser Konstruktion iiblich.)
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Der KMP-Prifixautomat

Der grofie Nachteil des vollen Prifixautomaten MZE ) ist, dass der Platzbedarf und
die Zeit fiir den Aufbau proportional mit m - #(Buchstaben in P) wichst. Dies ist
allerdings unvermeidlich, wenn in einem Leseschritt fiir jeden Zustand und jeden
Buchstaben eine eigene Aktion vorgeschrieben sein soll. Der KMP-Algorithmus be-
nutzt einen anderen Automaten MIfMP. Die Zustandsmenge besteht aus 0,1,...,m
sowie einem speziellen Zustand —1, dessen Rolle spéter genauer erkléirt wird. Wir
setzen also

Q:={-1,0,1,...,m—1,m}.

Auch der neue Automat MI?MP verarbeitet den Text S von links nach rechts. Die
,Bedeutung® (oder der ,Informationsgehalt) der Zusténde ist aber gegeniiber dem
vollen Prifixautomaten abgeéndert. Es wird auch zugelassen, dass ein Buchstabe
zwar ,,inspiziert”, aber nicht ,,verbraucht“ wird und damit im nichsten Schritt immer

noch verfiigbar ist. Hierfiir verwenden wir ,.e-Ziige“.®

Im folgenden soll ,Buchstabe S[i] wird gelesen* heilen, dass dieser Buchstabe auch
yverbraucht* wird (kein e-Zug).

Nach wie vor soll Folgendes gelten: Wenn S[1..i — 1] gelesen (und verbraucht) worden
ist und Buchstabe S[i] als néchstes ansteht, und wenn der Zustand ¢ € {0,...,m—1}
ist, dann ist P[1..q] Suffix von S[1..i — 1]. Daraus ergibt sich, dass es einen ,richtigen®
Buchstaben gibt, der in einem solchen Zustand ¢ erwartet wird, ndmlich P[q + 1].
Wenn S[i| dieser richtige Buchstabe ist, werden wir S[i] lesen und in Zustand ¢ + 1
wechseln. Wenn S[i] # P[q + 1] ist, gibt es einen e-Schritt mit einer geeigneten Zu-
standsdnderung. Dieser Ansatz ermoglicht es also, fiir jeden Zustand ¢ nur noch zwei
Alternativen vorzusehen und nicht mehr |X| viele wie bei M\in. Das spart Speicher-
platz und Vorberechnungszeit. (Zustéinde —1 und m sind Sonderfille. In Zustand m
wird immer ein ,e-Zug" ausgefiihrt, wobei der néchste Buchstabe inspiziert und igno-
riert wird; in Zustand —1 wird immer der nichste Buchstabe gelesen und verbraucht,

wobei es ebenfalls unerheblich ist, was dieser Buchstabe ist.)

Wir wollen Folgendes erreichen: In dem Moment, in dem S[i] gelesen (und verbraucht)
wird, geht Automat MI?MP in einen Zustand ¢ € {0,1,...,m} tiber. Fiir diesen soll
dieselbe Invariante wie im vorigen Abschnitt gelten:

(I;):  P[1..¢"9] ist das lingste Priifix von P, das Suffix von S[1..4] ist.

In diesen speziellen Schritten verhélt sich der neue Automat also exakt wie Mf;ll.
Nur hat MI?MP eventuell ,Zwischenschritte, und die Zusténde, die in diesen Schritten
angenommen werden, haben eine andere, speziellere Bedeutung. Wir formulieren diese
,Bedeutung®, d. h., welche Information iiber S[1..i] im aktuellen Zustand g dargestellt
sein soll, wenn der néchste zu verarbeitende Buchstabe S[i] ist, als Invariante:

8¢-Ziige kamen in der Vorlesung ,,Automaten, Sprachen und Komplexitiit® bei den Kellerautoma-
ten vor, insbesondere bei den deterministischen Kellerautomaten.
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(Inv; q):
Wenn sich M{)p in Zustand ¢ befindet und der niichste zu lesende Buchstabe S/
ist, dann gilt (s. Abb. 5.10):

P[1..q] ist Suffix von S[1..i — 1] und
fiir kein g € {¢+1,...,m — 1} ist P[1..G + 1] Suffix von S[1..].

1 A
N ma
1 ([ | | ||ZJ
s N
1 T T 1|

P:% 7 |

q

Abbildung 5.10: Illustration von (Inv, ,): P[l..q] ist Suffix von S[1..i — 1], und es gibt
kein ¢ > ¢ mit der Eigenschaft, dass P[1..¢ + 1] Suffix von S[1..7] ist.

In Zustand ¢ ist also eventuell Information tiber S[i] gespeichert! Wie kann das sein,
wenn doch S[i] noch gar nicht ,, gelesen® worden ist? Nun, in vorangegangenen e-Ziigen
kann S[i] schon ,inspiziert* und fiir Zustandsiibergénge verwendet worden sein (sogar
mehrfach)!

Die Fille ¢ = m und ¢ = —1 verdienen spezielle Aufmerksamkeit.

Zustand ¢ = m wird nur erreicht, wenn im selben Moment ein Buchstabe S|[i]
»gelesen” wird. Dieser Zustand signalisiert (wegen (I;)), dass S[i —m + 1..i] =
P[1..m] gilt, dass also das Muster an Position i — m + 1 gefunden wurde. In
Zustand m gibt es nur eine einzige néachste Aktion: Ohne den néchsten Buchsta-
ben in S anzusehen, erfolgt immer ein e-Ubergang zum Zustand ¢/ = Jbord(m)s
und eine Erhéhung von ¢ um 1. Man sieht leicht, dass dann (Inv; ) wieder gilt.

Wenn Zustand g = —1 erreicht wurde, ist die erste Bedingung in (Inv; 4) immer
erfiillt (weil P[1.. — 1] = ¢ Suffix von S[1..i — 1] ist), und es kommt nur auf die
zweite Bedingung an: ,Fiir kein ¢ € {0,...,m — 1} ist P[1..¢ + 1] Suffix von
S[1..7].“ Das heifit, dass kein Prifix # ¢ von P Suffix von S[1..i] ist. In diesem
Fall liest (und verbraucht) man S[i], ohne es weiter zu beachten, erhoht ¢ um
1, und setzt den Zustand ¢ auf 0. Es ist klar, dass (Inv; o) erfillt ist.

Wir kénnen nun den Automaten MI];MP angeben. Die Zustandsmenge ) ist schon
festgelegt. Explizit benannt werden nur die Buchstaben von P. In jedem Zustand
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g € {0,...,m — 1} wird der Buchstabe P[q + 1] konkret angesprochen; die einzige
Alternative ist ,,# P|q + 1]“. Dadurch kénnen vom Automaten auch Buchstaben in
S verarbeitet werden, die in P nicht vorkommen. In Zustand —1 wird ein Buchstabe
gelesen, aber ignoriert; in Zustand m erfolgt ein e-Zug ohne Verbrauch eines Zeichens.

Als Startzustand wéhlen wir go = 0. Dann ist die Invariante (Invy 4, ) erfiillt: P[1..0] =
¢ ist Suffix von S[1..0] = ¢ und fiir kein ¢ € {1,...,m — 1} ist P[1..¢ + 1] Suffix von
S[1] (weil P[1..q + 1] langer als S[1] ist).

Als Menge akzeptierender Zustinde wihlen wir F' = {m}.

Nun fehlt nur noch die Ubergangsfunktion 6. Wir schreiben & (¢,a) = ¢, wenn es sich
um einen Leseschritt handelt, der Buchstabe a also ,,verbraucht“ wird, und d(q, (a)) =
¢, wenn es sich um einen e-Schritt handelt.

Nehmen wir an, der Automat ist in Zustand ¢ = ¢*~1), das nichste zu verarbeitende
Zeichen in der Eingabe ist a = S[i], und die Invariante (Inv;4) gilt. Wir wollen den
nun auszufithrenden Schritt so festlegen, dass die Invariante weiter gilt. Es gibt einige
Falle.

Fall 1: 0 < ¢ < m und P[g + 1] = a. — Nun sollte der Automat den néchsten
Buchstaben S[i] lesen und im Zustand vermerken, dass ein lingeres Priifix von P
beobachtet worden ist. Wir setzen also:

6(¢; Plg+1]) =q+1,

und damit ¢ = g+ 1. Wegen des ersten Teils von (Inv; ;) gilt P[1..q+1] = S[i —q..i].
Wegen des zweiten Teils von (Inv;4) gilt auch, dass fiir kein ¢ > ¢ die Gleichheit
P[1..g + 1] = S[i — q..7] gilt. Das bedeutet, dass P[l..q + 1] das ldngste Prifix von P
ist, das Suffix von S[1..7] ist, also (I;). Nun gibt es zwei Unterfille:

(1a) Wenn g + 1 < m ist, dann gilt wegen (I;) auch:

fiir kein ¢ € {¢+2,...,m — 1} ist P[1..G + 1] Suffix von S[1..i + 1];

es gilt also die Invariante (Inv;yq441), und wir kénnen im neuen Zustand ¢ + 1 den
néchsten Buchstaben S[i + 1] bearbeiten.

(Ib) Wenn ¢ + 1 = m ist, dann ist P[l..m] Suffix von S[1..i]. Dies wird im Zustand
registriert (mit der Festlegung F' := {m}), aber es erfolgt auch sofort ein Wechsel in
einen neuen Zustand, um auf die Bearbeitung von S[i + 1] vorzubereiten. Wir suchen
das lingste echte Priifix P[1..¢'] von P, das Suffix von S[1..7] ist. Wir kénnen unsere
Suche auf Prifixe von P beschrinken, die kiirzer als m sind und Suffixe von S[1..i]
sind. Das sind aber genau die Rénder von P. Hiervon betrachten wir den ldngsten,
und setzen

§(m, (a)) = ¢, mit ¢ = foora(m).

(Der nichste Buchstabe S[i 4+ 1], falls er existiert, wird ignoriert.) Dann gilt die
Invariante (Inv;4q 4): P[1..¢] ist Suffix von P[1..m], also von S[1..7]. Fiir ¢ > ¢’ ist
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PI1..4] kein Suffix von P[1..m], also auch keines von S[1..i], also ist P[1..¢ + 1] kein
Suffix von S[1..7 4 1]. Daher gilt auch jetzt die Invariante (Inv;; ), und wir kénnen
im neuen Zustand ¢’ den néchsten Buchstaben S[i + 1] bearbeiten.

Fall 2: 0 < ¢ < m und P[q+1] # a. — Wegen Invariante (Inv; ), zweiter Teil, sind die
einzigen Prifixe P[1..¢' 4+ 1] des Musters, die Suffix von S[1..7] sein kénnen, kiirzer
als ¢ + 1. Welche ¢’ kommen hierfiir in Frage? Es muss P[l..¢'] = S[i — ¢..i — 1],
also P[1..¢'] = Plq — ¢’ + 1..q] gelten (das heifit: P[1..¢'] ist Rand von P[l..¢]) und
es muss P[¢' + 1] = S[i] = a gelten, also P[¢’ + 1] # P[g + 1]. Von allen ¢/, die diese
Bedingung erfiillen, sollten wir das grofite wihlen, dann gilt die Invariante (Inv; o).
Dieses ¢’ hatten wir frither fxyp(g) genannt.

Achtung: Es konnte fxmp(q) = —1 gelten, was bedeutet, dass es iiberhaupt keinen
Rand P[1..¢'] von P[l..q] mit P[¢'+ 1] # P[q+ 1] gibt. Daraus folgt aber sofort, dass
es kein Prifix P[1..¢' + 1] von P gibt, das Suffix von S[1..i] ist. Damit ist (Inv; 1)
erfiillt (vgl. auch die obige Diskussion zu Zustand —1). Wir kénnen also in jedem Fall

3(g; (@) := fimr(q)

setzen, und die Invariante (Inv; /) gilt.

Fall 3: ¢ = —1. — Wir haben oben schon gesehen, dass die Invariante (Inv; _;) impli-
ziert, dass kein Préfix von P Suffix von S[1..7] sein kann. Wir lassen den Automaten
den Buchstaben S[i] lesen und verbrauchen, und in Zustand 0 gehen:

d(—1,a) =0.

Ist die Invariante (Inv;,1) erfiillt? Tatséchlich ist P[1..0] = ¢ Suffix von S[1..7] und
fiir kein g € {1,...,m—1} ist P[1..G+ 1] Suffix von S[1..i+ 1] (weil PJ[1..4] kein Suffix
von S[1..i] ist). AuBerdem gilt (I;) mit ¢*) = 0, wie gewiinscht, weil P[1..0] = ¢ das
langste Prafix von P ist, das Suffix von S[1..7] ist.

In Abb. 5.11 ist der entsprechende Automat fiir das Muster P[1..7] = abracab dar-
gestellt. Man beachte, dass zur Herstellung des Automaten im Wesentlichen die Feh-
lerfunktion fxyp des Musters benotigt wird.

Wir fassen zusammen: MI?MP = (@, %, qo, F, ), ein deterministischer e-Automat fiir
das Muster P[l..m], ist durch die folgenden Komponenten gegeben. Dabei kann der
Automat auch Buchstaben verarbeiten, die nicht in ¥ liegen (so genannte ,Fremd-
buchstaben®).

Q={-1,0,1,...,m}.

¥ = {a | Buchstabe a kommt in P[1..m] vor}.
q0 = 0.

F ={m}.
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d(—1,a) = 0, fiir beliebige Buchstaben a.

g+1 fir a = Plg + 1],
fxmp(q)  fiir beliebiges a # Plq + 1].

d(m, {a)) = foora(m), fiir beliebige Buchstaben a.

Fiir 0 < ¢ < m: 5(q,a):{

Lemma 5.2.4. Wann immer MI];MP in einem Zustand q ist und der ndchste zu lesende
Buchstabe S[i] ist, gilt die Invariante (Inv;q).

Beweis: Wir haben M{E\p so konstruiert, dass die Invariante (Inv; ) stéindig gilt. O

Wir miissen noch zeigen, dass die Invariante stark genug ist, um zu erzwingen, dass
der Automat alle Vorkommen von P erkennt.

Lemma 5.2.5. P ist Suffiz von S[1..i] genau dann wenn der Automat M{\p unmit-
telbar nach dem Lesen von S[i] in Zustand m ist.

Beweis: ,=": Sei P Suffix von S|[1..i]. Betrachte die Situation unmittelbar bevor S|i]
gelesen wird. Der Automat ist in einem Zustand ¢ < m. Wegen der Invarianten
(Inv; 4) gilt: P[1..q] = S[i —q..i — 1] und fir kein ¢ € {¢+1,...,m —1} ist P[1..¢+ 1]
Suffix von S[1..7]. Nun gilt aber, dass P[l..m] Suffix von S[1..i] ist. Dies entspricht
dem Wert ¢§ = m — 1, und die einzige Moglichkeit dafiir, dass die Invariante gilt, ist,
dassm—1¢ {g+1,...,m—1} ist. Das bedeutet, dass g+1 > m—11ist, alsog =m—1
ist. Da S[i| = P[m], trifft Fall 1 zu, und der Automat wechselt in den Zustand m.

,<=" Nehmen wir an, der Automat geht beim Lesen von S[i] in Zustand m. Das
kann nur passieren, wenn Fall 1 zutrifft, der vorige Zustand m — 1 war und der
gelesene Buchstabe S[i] gleich P[m] ist. Nach der Invarianten (Inv;,,—1) gilt auch
S[i —m+1..i — 1] = P[l..m — 1]. Damit ist P Suffix von S[1..q]. O

In Abb. 5.12 ist die Arbeitsweise des Automaten an einem Beispiel angegeben. Wir
verfolgen die Zustédnde des Automaten anhand der Prifixe selbst. Von Zeile zu Zeile
wéchst das Suffix P[l..q] entweder um einen Buchstaben an oder es wird verkiirzt,
manchmal auf Lange 0, manchmal auf eine Lange > 0. Im Beispiel tritt die Bedingung
von Lemma 5.2.5 fiir ¢ = 12 ein.
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Abbildung 5.11: Der KMP-Prifixautomat fiir das Muster abracab, mit m = 7. Die Zu-
standsmenge ist {—1,0,...,m}. Dabei entsprechen die Zusténde 0,...,m den m+1 =18
Prifixen P[1..q] des Musters, Zustand —1 spielt eine Sonderrolle. Man beginnt in Zustand
0. Der Text S[1..n] wird Buchstabe fiir Buchstabe gelesen. Die blauen Zustandsiibergén-
ge bestimmen, was bei erfolgreichen Vergleichen passiert. Von Zustand ¢ € {0,...,m—1}
gelangt man unter Lesen des Buchstabens Plg + 1] in den Zustand ¢ + 1, von Zustand
q = m—1 gelangt man unter Lesen des Buchstabens P[m] zunéchst in den akzeptierenden
Zustand m (Ausgabe ,Muster gefunden®) und dann, ohne einen Buchstaben anzusehen,
in den Zustand fxyp(m) (hier: 2). Die roten Zustandsiibergéinge (,,mismatch®) bestim-
men das Verhalten, wenn in Zustand ¢ € {0, ..., m—1} ein Buchstabe # P[q+ 1] gesehen
wird. Ohne diesen Buchstaben zu verbrauchen, also mit einem e-Ubergang, wird in den
Zustand fxmp(q) gegangen. Im Zustand —1 wird der néichste Buchstabe im Text gelesen
und es wird in den Zustand 0 gewechselt (griiner Ubergang).

Programmtechnische Umsetzung: Der Algorithmus verlduft in Rundeni = 1,2, ... n.
In Runde ¢ wird Buchstabe S[i] des Textes eventuell mehrmals inspiziert (Fall 2)
und schliefilich gelesen (Fall 1). Wenn bei Betrachten von S[i] das Muster gefunden
wird und man Zustand m betritt, wird die Aktion aus Fall 3, also der e-Schritt
zu Zustand fxyp(m), noch im gleichen Schleifendurchlauf ausgefiihrt. Die Runden
werden iiber eine (duflere) for-Schleife realisiert. Der Inhalt der Schleifenvariablen
i gibt dabei immer die aktuelle Runde an. Der aktuelle Zustand ¢ wird in einer
Variablen q gehalten. Die e-Ubergéinge im mismatch-Fall (Fall 2) finden in einer
inneren while-Schleife statt. Wenn diese Schleife in den Zustand ¢ = —1 fiihrt, wird
die in Fall 3 vorgesehene Erhchung von q auf 0 ausgefiihrt.

Man beachte (und staune iiber) die extrem kompakte Umsetzung als Programm.

Algorithmus 5.2.6 (Knuth-Morris-Pratt).
KMP-Textsuche(P[1..m],S[1..n])

Eingabe: P[1..m], S[1..n] // Muster, Text

Ausgabe: AC {1,...,n—m+ 1};

Vorberechnen: £ _KMP [0. .m]: KMP-Fehlerfunktion von P[1..m] als Tabelle;
(1) A« 0

(2) a0
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Schritt \ Text|| |a|b|c|a|bla|b|r|alc|a|b|r|a|blalb|r]

il |11213]4(5]6]|7]8]9][10/11|12|13|14]15/16]17|18|
0 el 00t
0—1 | fal | | |
1—2 | lalb] |
250 1 Tel |
0—=—1>0 |
0—1 I
12 I
250 [
0—1 I
1—2 I
2—3 I
3—4 I
4—5 I
5—6 I
6—7 I
752 [
2—3 I
3—4 I
451 [
12 I
250 [
0—1 I
1—2 I
2—3 I

lalblr]| |

la|blr|al |

la|blrlajc]| |

lab[r|afc|alb]
L] Jalp] |

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| lalblr|ajclal |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Abbildung 5.12: Beispiel fiir die Arbeitsweise des KMP-Prifixautomaten.
Muster: P[1..7] = abracab; Text: S[1..18] = abcababracabrababr.

(3) for i from 1 to n do

(4) while g > 0 A P[g+1] # S[i] do q < f_KMP[ql;
(5) q < qtl;

(6) ifq=m

(7) then A < AU {i-m+1}; q < £_KMP[m];

(8) return A.

Wo findet man die Runden und die Félle im Programm? Die Initialisierung, Runde
0, besteht aus der Zuweisung q <— 0, und gop = 0 (Zeile (2)). Der Zustand ¢ steht stets
in der Variablen q. Runde ¢ ist der Durchlauf der for-Schleife, in dem i die Zahl ¢
enthélt. Hier wird Buchstabe S[i] behandelt. Man geht davon aus, dass ¢ < m gilt.
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Text | |c|albla|blr|a|d|alc|al|r]
i 0] 1[2]3[4[5]6]78]9][10]11]12]
w=411 | | EEEEM- .1 | | |
da=111 1 | | | | =1 | | |
=011 | | 1 1 1 | -1 1 I |
== 1 | | 1T [ 1 I I Tal.l | |

Abbildung 5.13: Beispiel fiir wiederholte e-Uberginge im mismatch-Fall: Wir suchen
im Text cababradacar nach dem Muster abraca (fiir die KMP-Fehlerfunktion dieses
Musters s. Abb. 5.8). Es ist ¢(”) = 4. Nach einigen e-Ziigen durch Zustinde ¢/, g5, g4
findet man ¢® = ¢4 +1=0.

Die Bedingung der while-Schleife ist der Test darauf, ob Fall 2 eintritt. Solange dies
so ist, wird ¢ durch fxaplg] ersetzt. Wenn die Schleife endet, ist einer von zwei Féllen
eingetreten.

(i) ¢ = —1: Dies ist Fall 3. Die Zuweisung in Zeile (4) stellt den Zustand ¢ = 0 ein.
Der Test in Zeile (6) ergibt false. Man geht zur néchsten Runde iiber.

(ii) ¢ > 0 und Plg + 1] = S]i]: Dies ist Fall 1. Zeile (4) bewirkt die nétige Erhthung
von q um 1. Die Aktionen fiir Fall 1b werden unmittelbar angeschlossen (Zeilen (6)-
(7)). Wenn g = m gilt, wurde das Muster gefunden, und man kann den Startindex
i—m+1in der Menge A vermerken. Der e-Ubergang von Fall 1b wird ebenfalls in
Zeile (7) durchgefiihrt.

Wir fassen die Eigenschaften des Algorithmus von Knuth, Morris und Pratt zusam-
men.

Satz 5.2.7. (a) Algorithmus 5.2.6 liefert in A alle Positionen £ in S[1..n] zurick, an
denen das Muster P[1..m] vorkommdt.

(b) Die Rechenzeit von Algorithmus 5.2.6 ist O(n). Es werden nicht mehr als 2n
Buchstabenvergleiche durchgefiihrt.

Beweis: Die Korrektheit folgt aus der Voriiberlegung, insbesondere Lemma 5.2.5. Fiir
die Anzahl der Vergleiche betrachten wir die Zahlen ¢ und ¢ in i und g. Fiir jeden
erfolgreichen Vergleich mit Ergebnis Plg + 1] = SJi] steigt ¢ um 1 (man geht zur
nichsten Runde); dies kann nicht 6fter als n-mal geschehen. Fiir jeden erfolglosen
Vergleich (Ergebnis P[q 4 1] # S[i]) steigt die Zahl ¢ — ¢ strikt an (man ersetzt g
durch fxmp(gq) < q); diese Zahl startet mit dem Wert 1, sie sinkt nie und sie kann
nicht groflier als n + 1 werden. Also gibt es nicht mehr als n erfolglose Vergleiche. [J

Wenn man die beiden Versionen 5.2.2 und 5.2.6 des KMP-Algorithmus vergleicht,
erkennt man, dass in beiden genau die gleichen Buchstabenvergleiche stattfinden, es
sich also tatséchlich im Wesentlichen um denselben Algorithmus handelt. Der erste
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orientiert sich, wie der naive Algorithmus, an einer Position ¢ des Musters im Text.
Dieses ¢ wird in 5.2.2 in der &ufleren Schleife mitgefithrt und in Spriingen erhoht.
Version 5.2.6 16st sich von dieser Vorstellung. In der dufleren Schleife geht es um die
Verarbeitung von Buchstaben von S, mit dem kontinuierlich laufenden Index 7, wie bei
Automaten {iblich. Nur in der inneren Schleife ist mit der sprungweisen Verringerung
von ¢ noch eine Ahnung vom Verschieben des Musters nach rechts iibrig.

5.2.4 Die Berechnung der Randfunktion
und der KMP-Fehlerfunktion

Es bleibt noch zu zeigen, wie man zu einem gegebenen Muster P[1..m] in Zeit O(m)
eine Tabelle fiir die KMP-Fehlerfunktion fxyp (Definition 5.2.1) berechnen kann. Es
ist niitzlich, hierfiir zunéchst die Berechnung der Randfunktion fyorq (Definition 5.1.3)
zu betrachten.

Nach Definition ist fhorg(0) = —1 und fpoq(i) = die Lénge des ldngsten Randes
von P[1..q], fiir 0 < ¢ < m. Die Grundidee fiir die Berechnung von fyorq ist, den
KMP-Automaten mit P[1..m] als Text ablaufen zu lassen. Das ist natiirlich ziemlich
langweilig, weil man nur feststellt, dass das Muster genau einmal vorkommt. Dieses
wtriviale® Vorkommen kénnen wir abschalten, indem wir P[1] im Text durch einen
,Fremdbuchstaben x ¢ ¥ ersetzen. Wir lassen also den KMP-Automaten auf Eingabe
P*[1..m] = % o P[2..m] ablaufen.

Wir betrachten die angepasste Version der Invarianten (I;) aus dem vorigen Abschnitt.
Fir 1 <1¢ < m gilt:

(I¥) Nach dem Lesen von P*[i] ist der KMP-Automat in Zustand ¢, wobei P[1..q(%)]
das ldngste Prifix von P ist, das Suffix von P*[1..7] ist.

Das léngste Prifix von P, das Suffix von P*[1..i] = x o P[2..4] ist, ist aber genau der
ldngste Rand von P[1..i)! Unsere Invariante verkiirzt sich zu:

(I¥) Nach dem Lesen von P*[i] ist der KMP-Automat in Zustand fyord ().

Aha! Wenn wir fxyp haben, konnen wir den KMP-Automaten ablaufen lassen und
die Werte der Randfunktion ablesen.

Wie schon in Abschnitt 5.2.2 (Seite 12, Ubungsaufgabe) bemerkt, kénnen wir dann
leicht die Fehlerfunktion fxayp berechnen, wie folgt:

(i) fKMP(()) +— —1.
(ii) Firi =1,...,m — 1 tue nacheinander:
q < foora(i) // ein Wert in {0,...,i — 1}.

. q , wenn P[i + 1] # P[q' + 1],
frau(8) { fxmp(¢') , wenn Pli+1] = Pl +1].
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(iii) fKMp(m) — fbord(m)'

Es ist leicht zu sehen, dass man mit dieser Methode in Kombination mit einem Verfah-
ren, das nacheinander fyo:4(0), foord(1), ... liefert, unmittelbar nach der Berechnung
von fpord(7) auch fxyp(i) ausrechnen kann.

Leider ist das ganze Verfahren zirkuldr, weil man zur Berechnung von fxyp eine
Tabelle von fxyp benotigt. Oder nicht? Man beobachtet, dass bei der Bearbeitung des
Buchstabens P*[i] in der Eingabe (e-Schritte oder Leseschritt) der aktuelle Zustand
q kleiner als 7 sein muss. (Nach dem Lesen von P*[i — 1] ist der Zustand ¢ = fyord (i —
1) < i — 1. Wéhrend e-Schritten auf P*[i] wird ¢ hochstens kleiner; beim Lesen von
P*[i] kann ¢ hochstens um 1 wachsen, ist also immer noch < i.) Daher kénnen wir
den KMP-Automaten gleichzeitig aufbauen und benutzen, da in jedem Schritt der
bendétigte Teil von finp schon bekannt ist.

Der Ablauf aus Automatensicht, der Arrays f_bord[0..m| und £_KMP|0..m] beschriftet
und liest, ist wie folgt.

f_bord[0] - —1; £_KMP[0] + —1;

Startzustand: q < 0.

e-Schritt mit P*[1] = * fithrt in Zustand g = —1.
Lese P*[1], gehe in Zustand ¢ = ¢(V) = 0.

0 , wenn P[2] # PJ1]
—1 , wenn P[2] = P[1]

Y

f_bord[l] < 0; £_KMP[1] + {

Setze 7 + 2.

Wiederhole, bis f_bord|m| und f_KMP[m] berechnet sind:

Fall 1: ¢ > 0 und P[i] = P[q + 1]:
erhéhe ¢ um 1; £_bord[i] « g;

f_KMP[i] « { g_KMP (q] : :‘;eélsrg‘i =m oder P[i+ 1] # Plq+ 1],
erhohe 7 um 1;

Fall 2: ¢ > 0 und P[i] # P[q + 1]: Setze ¢ auf £_KMP|q].

Fall 3: ¢ = —1:
setze ¢ auf 0; £_bord[i] + ¢;

0 , wenn ¢ =m oder P[i+ 1] # P[1],
—1 , sonst.

I

f_KMP[i] + {

erhohe ¢ um 1;

|

)
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Fall (1b) aus dem KMP-Algorithmus (,Muster P in Text P* gefunden®) kann nicht
vorkommen.

Aus der Voriiberlegung folgt, dass dieser Automat die Tabellen f_bord[0..m] und
f_KMP[0..m] korrekt berechnet.

Wir kénnen den Ablauf genau wie beim KMP-Algorithmus ganz leicht in ein Pro-
gramm umsetzen. Der Buchstabe P*[1] = % muss natiirlich nicht benannt werden;
es geniigt, den Automaten anfangs in den Zustand —1 zu setzen, damit das Zeichen
P[1] als ,Fremdzeichen“ gelesen wird. Eine Sonderbehandlung fiir i« = 1 ist dann
nicht notig. Die Aktionen fiir Fall (1b) fallen weg; nach einem erfolgreichen Vergleich
»P[i] = P[q + 1] wird in beiden Arrays ein neuer Eintrag berechnet. Fille 1 und 3
konnen identisch behandelt werden, genau wie im KMP-Algorithmus.

Algorithmus 5.2.8 (Berechnung der Randfunktion und der KMP-Fehlerfunktion).
KMP-Rand-Preprocessing(P[1..m])
Eingabe: P[1..m]: Muster;
Ausgabe: f_bord[0..m]: Randfunktion als Tabelle;
f_KMP[0..m]: KMP-Fehlerfunktion als Tabelle;
f_bord[0] « —1; f_KMP[0] + —1;
q < —1L
for i from 1 to m do
4 while g > 0 A P[g+1] # P[i] do q + f_KMP[ql;
5 q < qt+1;

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6) f_bord[i] < q;
(7)
(8)
(9)
(10

2
3

7 if i = m or P[q+1] # P[i+1]

8 then f_KMP[i] < q

9 else f_KMP[i] < f_KMP[ql;

10)  return f_bord[0..m], £_KMP[0..m].

Ein Beispielergebnis ist in Abb. 5.14 dargestellt. Man priife den Ablauf des Algorith-
mus anhand dieses Beispiels und vergewissere sich, dass nach dem Lesen von P[i]
und Erhohen von q stets die Invariante (I7) gilt.

Satz 5.2.9. Algorithmus 5.2.8 berechnet foora und fxvp korrekt und in Zeit O(m).

Beweis: Wie beim KMP-Algorithmus selbst iiberpriift man leicht, dass der Algorith-
mus nichts anderes tut als den KMP-Automaten auf P*[1..m] ablaufen zu lassen.
Dabei werden die Werte ¢(*) ausgelesen und als fio.q(7) eingetragen (Zeile (6)); weiter
wird fxwmp (i) ausgerechnet und eingetragen (Zeilen (7)—(9)). Die Rechenzeitanalyse
ist identisch zu der des KMP-Algorithmus selbst. O

Bemerkung: Man kann sich iiberlegen, dass der KMP-Algorithmus auch dann korrekt
abléuft, wenn man anstelle der KMP-Fehlerfunktion die Randfunktion benutzt. Das
fithrt zu einer Abwandlung von Algorithmus 5.2.8, in der nur die Randfunktion be-
rechnet wird. Alternativ kann man in Algorithmus 5.2.8 auf die explizite Darstellung
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Abbildung 5.14: Randfunktion fyo,q und KMP-Fehlerfunktion fxyvp bei P[1..12] =

abababcababa:
i o123 4|5]6]7]8|9]10[11]12
P:J || |a|blal]blalb|lc|alblal|b]|a
foora(@ -1/ 0[O [1[2[3]4[0]1]|2]3[4]5
femp ()| =1[ 0 [=1] O [=1] O [ 4 [-1] O [-1] O |-1[ 5

und Ausgabe der Randfunktion verzichten und nur die KMP-Fehlerfunktion berech-
nen. Dies fiihrt zu folgendem wiederum sehr kompakten Algorithmus, der in linearer
Zeit die KMP-Fehlerfunktion berechnet:

Algorithmus 5.2.10 (Berechnung der KMP-Fehlerfunktion).
KMP-Preprocessing(P[1..m])

Eingabe: P[1..m]: Muster;

Ausgabe: £[0..m]: KMP-Fehlerfunktion als Tabelle;

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
9)

f[0] « —1;
q < —1
for i from 1 to m do
while g > 0 A P[q+1] # P[i] do q < f[ql;
q < qt+l;
if i = m or P[g+1] # P[i+1]
then f[i] < q
else f[i] « f[ql;
return £ [0..m].



Kapitel 5

Textalgorithmen

5.3 Der Algorithmus von Aho und Corasick

Der Zweck des hier vorgestellten Algorithmus ist, in einem Text S = S[l..n] iiber
einem Alphabet ¥ nach Mustern aus einer endlichen Menge IT = {Py,..., P,} C X+
zu suchen, und alle Vorkommen zu melden. Der Algorithmus wurde 1975 von Alfred
V. Aho und Margaret J. Corasick vorgestellt!.

1. Schritt: Preprocessing/Vorverarbeitung von II.
Die Rechenzeit ist O(Gesamtlange aller Suchmuster).

2. Schritt: Durchlauf durch S. Der Algorithmus gibt fiir jede Stelle ¢ und jedes Muster
P, das Paar (t,i) aus, falls S[i..i + |P| — 1] = P,.
Die Rechenzeit ist O(n + Lénge der Ausgabe), unabhéngig von II.

(Die Rechenzeit konnte langer als O(n) sein, wenn die Ausgabe umfangreicher als n
ist. Dies kann durchaus passieren, wenn viele Muster an der gleichen Stelle vorkom-
men, zum Beispiel wenn IT = {a,a? a3 a*,...,a"} und S = a...a ist. Wir nehmen
an, dass ¢ ¢ II ist, da das Suchwort ¢ trivialerweise an jeder Stelle des Textes S
vorkommt. )

Wir diskutieren den Algorithmus anhand eines konzeptuellen Baums Tpe¢m, der als

L Alfred V. Aho, Margaret J. Corasick, Efficient String Matching: An Aid to Bibliographic Search.
Commun. ACM 18(6): 333-340 (1975), https://doi.org/10.1145/360825.360855.



Knoten die Menge aller Préfixe
Pref(Il) := {w | 3t € {1,...,r}: w ist Prifix von P}

von Mustern in IT hat. Knoten w € Pref(II) hat die Knoten wa als Kinder, fiir die
wa € Pref(I) ist. Die Knoten, die in II sind (Bléatter oder nicht) werden markiert.
Es ist klar, dass Pref(II) maximal 1+ |P,| + --- + |P;| Elemente hat. Mit length(II)
bezeichnen wir |P| + - -+ + | P,|, die Gesamtlinge aller Muster in II.

Beispiel: Il = {Py, ..., P;} = {bei, beide, beine, eis, eid, ein, nein}. Der entsprechende
Baum ist in Abb. 5.1 dargestellt.

Q/g\
T /1

&

P4 PS5 P6

( bein) ( beid ) :
nein

(beine ) @
P2 P3

Abbildung 5.1: Baum der Préfixe fiir eine Menge 11

S

e (3)
a0

Wir verdndern diesen Baum etwas, ohne dass Information verlorengeht: Wir schreiben
den Buchstaben a an die Kante von w nach wa. Die urspriingliche Beschriftung eines



Knotens ist dann das Wort, das an den Kanten von der Wurzel zu diesem Knoten
abzulesen ist. Wir nummerieren die Knoten (im Wesentlichen beliebig, zum Beispiel in
Praorder-Reihenfolge) durch, die Wurzel erhélt dabei die Nummer 0. Die Markierung
der Knoten, die Wortern aus I entsprechen, wird beibehalten. Zudem gibt es einen
kiinstlichen Knoten mit Nummer —1, der auflerhalb des Baums sitzt. Die Menge
{0,1,...,|Pref(I)| — 1} der Baumknoten heifit Vi; = V', der Knoten —1 kommt hinzu.
Das Wort w € Pref(Il), das dem Knoten v entspricht, wollen wir w(v) nennen. Ein
Beispiel ist in Abb. 5.2 angegeben.

e

e ;
AN
;%Qégﬁ

€ € P7
® O

Abbildung 5.2: Baum (Trie) T1;. Die Muster stehen an den Wegen. Es gilt beispiels-
weise w(0) = &, w(4) = bein, w(9) = ei, usw.

D

Wir nehmen an, dass dieser Baum 77y vorliegt, und dass man in ihm in konstanter
Zeit pro Schritt wie folgt navigieren kann: (i) zu v seinen Vorgénger p(v) und den
Buchstaben a an der Kante (p(v),v) finden; (ii) zu Knoten v und Buchstabe a den



a-Nachfolger von v finden, falls er existiert. (Man bendtigt hier eigentlich eine Da-
tenstruktur ,, Trie*, deren Konstruktion eigenen Aufwand erfordert. Beschrieben wird
sie in vielen Biichern zu Datenstrukturen, beispielsweise im Buch von Ottmann und
Widmayer.)

Der Platzbedarf fiir Ty ist O(|V]) = O(|Pref(I1)|) = O(length(|II]). Wir kénnen uns
vorstellen, dass wir zwischen Knoten in Ty Zeiger setzen konnen. Dies wird einfach
durch die Angabe von Knotennummern realisiert.

Diesen Baum wollen wir so prédparieren, dass ein Textsuchalgorithmus im Stil von
KMP (mit fyorq anstelle von fxyp) moglich ist. Dabei soll der Platzbedarf O(length(11))
bleiben, ganz gleich wie grof§ ¥ ist.

Anmerkung: Alternativ kann man aus Ty einen endlichen Automaten mit Zustands-
menge V' bauen, der fiir jedes v € V und jeden Buchstaben a € > den Nachfolgezu-
stand (v, a) angibt. Die Tabelle fiir § erfordert Platz O(length(II)-|X|), was fiir kleine
Alphabete eventuell akzeptabel, fiir grole Alphabete normalerweise nicht erwiinscht
ist.

Wir definieren eine Fehlerfunktion f: V' — VU{—1}. In der abstrakten Beschreibung
des Baumes, in der die Knoten Priéfixe sind, soll die Fehlerfunktion zu w das ldngste
echte Suffix von w finden, das in Pref(Il) ist. Beispiele: f(nei) ,=* ei, f(eid) ,=*
e, f(beine) ,=* ne, usw. (Natiirlich ist f(e) ,=“ —1.) Wir wollen aber f in der
Ti-Version des Baumes definieren, bei der die Knoten durch Nummern gegeben sind.

Was wir noch brauchen, ist fiir jeden Knoten v € V die Information, ob w(v) ein
echtes Suffix hat, das in IT ist. (Ob w(v) selbst in II ist, steht schon an dem Knoten.)
Diese Information wird gegebenenfalls mit einem Wert g(v) = gn(v) € {1,...,|V|—1}
angegeben, der auf das lingste echte Suffix von w(v) zeigt, das in 11 ist, falls so etwas
existiert. Falls w(v) kein echtes Suffix in IT hat, setzen wir grp(v) = 0. Beispielsweise
ist w(4) = bein, und dieses Wort hat w(12) = ein als Suffix. Es wird also gri(4) = 12
sein.

Fehlerfunktion f und , gefunden“-Funktion g werden in einer Vorverarbeitungsproze-
dur berechnet, die der Berechnung der Randfunktion fi,o.q dhnelt.



Algorithmus 5.3.1 (AC: Berechnung der Fehlerfunktion).
AC-Preprocessing(1I)
Eingabe: Menge IT von Mustern, gegeben als T1y;

Wenn w(v) = P, fir ein ¢, dann ist v mit ,, P,“ markiert;

Ausgabe: £[0..|V] — 1] und g[0..]V| — 1] als Tabellen;

(1) gl0l « O;

(2) 0] < —1;

(3) for jedes Kind v der Wurzel do £ [v] + 0; glv] < 0;

(4)  for die restlichen Knoten v in Levelorder (ebenenweise!) do

(5) u < p(v); // Vorgénger; wir wissen: u # 0

(6) a < Buchstabe an Kante (u,v);

(7) z + flul;

(8) while z # —1 A z hat kein a-Kind do z < f[2];

9) if 2= —1 then f[v] < 0 else f[v] « das a-Kind von z;

(10) if f[v] ist mit , P markiert then gl[v] « f[v] else glv] « glf[v]].

Was passiert in diesem Algorithmus? Wir ignorieren zunéchst die Funktion g. Zeilen
(1) und (2) setzen f [v] auf den richtigen Wert fiir die Knoten, die zu ¢ und zu den
einbuchstabigen Préfixen gehoren. Die levelweise Verarbeitung der anderen Knoten
stellt sicher, dass bei Bearbeitung des Knotens v die Knoten fiir alle Worter, die kiirzer
als w(v) sind, schon bearbeitet sind. Wir bearbeiten v. Zeilen (5)—(7) identifizieren
den Vorgénger u (der nicht die Wurzel ist) und den Buchstaben a an der Kante von
u nach v. Die while-Schleife sucht das ldngste echte Suffix von w(u), so dass der
zugehorige Knoten einen a-Nachfolger hat. (Man kann sich leicht tiberlegen, dass der
Knoten fiir das ldngste echte Suffix von w(v) = w(u)a genau der a-Nachfolger dieses
Knotens sein muss.) Um dies durchzufiihren, benutzt die Schleife die Funktion f auf
Knoten weiter oben im Baum, wo sie (nach Induktionsvoraussetzung) schon korrekt
berechnet ist. Wenn die while-Schleife mit z = —1 endet, dann gibt es kein echtes
Suffix von w(u) in Pref(Il), das einen a-Nachfolger hat, also hat w(v) kein echtes
Suffix in Pref(II), und es ist f(v) = 0. Wenn ein passendes z gefunden wird, dann ist
f(v) der a-Nachfolger dieses Knotens.

Noch ein Wort zur Berechnung der g-Funktion (folgend einem Hinweis eines Studie-
renden): Wir wollen alle Suffixe von w(v) finden, die in II liegen. (Man beachte, dass
dies eine andere Anforderung ist als das ldngste Suffix in Pref(Il).) Wenn v mit P,
markiert ist, ist dies fiir v der Fall. Es kann aber auch sein, dass ein echtes Suffix w’
von w(v) zu II gehort. Weil w(f(v)) das langste Suffix von w(v) in II dberhaupt ist,
muss dann w’ (echtes oder unechtes) Suffix von w(f(v)) sein. Wir kénnen annehmen



(nach Induktionsvoraussetzung), dass Knoten z = f(v) schon die richtige Informa-
tion hat: Dieser Knoten konnte selbst mit einem P, markiert sein (dann lassen wir
g(v) darauf verweisen) oder mit g(z) # 0 zu dem lédngsten Suffix von w(f(v)) fiihren,
das in II ist. — Man kann sich nun iiberlegen, dass fiir jeden Knoten v das iterierte
Verfolgen der g-Verweise (v, g(v), g(g(v)), ..., bis 0 erreicht ist) zu den Knoten fiir
alle Suffixe von w(v) fithrt, die in IT liegen. Bei jedem Iterationsschritt wird ein neues
solches Suffix gefunden. Der Zeitaufwand fiir das Durchlaufen dieser Kette ist linear
in der Anzahl der betreffenden Suffixe.

Satz 5.3.2. Algorithmus 5.3.1 hat Zeitbedarf O(length(I1)). Er berechnet korrekt die
Fehlerfunktion f auf den Knoten des Baum Ty und die ,,gefunden“-Funktion g.

Beweis: Der Beweis der Korrektheit ist praktisch der gleiche wie bei der Berechnung
der Randfunktion (s. Ubung). Man benutzt induktiv, dass die f(v')-Werte fiir v’ in
Levels oberhalb von v schon korrekt berechnet sind, und fiihrt eine Unterinduktion
durch, die die folgende Invariante benutzt:

w(z) ist echtes Suffix von w(u);
es gibt kein lédngeres echtes Suffix w’ von w(u) derart dass w'a € Pref(II) ist.

Laufzeitanalyse: Sei P, eines der Muster, die zu einem Blatt gehoren. Man betrachtet
den Zeitaufwand fiir die Knoten v auf dem Weg im Baum, der zu diesem Muster
gehort. Hierzu wendet man die Technik aus der Zeitanalyse des KMP-Algorithmus
an, auch wenn es keine explizite Variable q gibt. Wir benutzen einen gedachten Zahler
q, der anfangs auf 0 steht. Wenn der néchste Knoten v auf dem Weg bearbeitet
wird, erhohen wir ¢ um 1. Wenn in der while-Schleife in Zeile (8) die Operation
z £ [2] ausgefithrt wird, verringern wir ¢ um die Differenz der beiden Werte |w(z)]
und |w(£ [2])[, also mindestens um 1. Man sieht dann leicht, dass stets ¢ > |w(f(v))]
ist, fiir den Knoten, dessen Bearbeitung eben abgeschlossen wurde. Das heifit: Am
Ende ist ¢ > 0. Genau wie in der KMP-Analyse folgt daraus, dass die Anzahl der
Durchlédufe durch die while-Schleife bei der Bearbeitung der Knoten auf dem P,-Weg
nicht grofer als | P;| ist. Die gesamte Anzahl der Durchlaufe ist also nicht grofler als
|Py| + -+ + | P| = length(II). O

Wir fithren den Algorithmus am in Abb. 5.2 gegebenen Baum durch.



f(13) <0
Knoten 2:
Knoten 9:

Knoten 14:

Knoten 3:

Knoten 10:

Knoten 11:

Knoten 12:
Knoten 15:

Knoten 4:

Knoten 6:

Knoten 16:

Knoten 5:

Knoten 7:

Wurzel

Kind der Wurzel

Kind der Wurzel

Kind der Wurzel

u=1,a=e, z= f(1) = 0,Knoten z = 0 hat e-Nachfolger 8 =: f(2)
u=3_8,a=1 z= f(8) =0, Knoten z = 0 hat keinen i-Nachfolger:

z + f(z) = —1, Schleifenabbruch, f(9) < 0

u=13,a=c¢e, z= f(13) = 0, Knoten z = 0 hat e-Nachfolger 8 =: f(14)
u=2,a=1 z= f(2) =8, Knoten z = 8 hat i-Nachfolger 9 =: f(3)
u=9,a=s,z= f(9) =0, Knoten z = 0 hat keinen s-Nachfolger:

z « f(z) = —1, Schleifenabbruch, f(10) < 0

u=9,a=d, z= f(9) =0, Knoten z = 0 hat keinen d-Nachfolger:

z + f(z) = —1, Schleifenabbruch, f(11) «- 0

u=9,a=n, z= f(9) =0, Knoten z = 0 hat n-Nachfolger 13 =: f(12)
u=14, a =1, z = f(14) = 8, Knoten z = 8 hat i-Nachfolger 9 =: f(15)
u=3,a=n, z= f(3) =9, Knoten z =9 hat n-Nachfolger 12 =: f(4)
12 ist mit ,, Ps“ markiert, daher: g(4) < 12

u=3,a=d, z= f(3) =9, Knoten z =9 hat d-Nachfolger 11 =: f(6)
11 ist mit ,, Ps* markiert, daher: g(6) + 11

u=15a=n, z= f(15) =9, Knoten z = 9 hat n-Nachfolger 12 =: f(16)
12 ist mit ,, P* markiert, daher: g(16) « 12

u=4,a=e, z= f(4) = 12, Knoten z = 12 hat keinen e-Nachfolger;

z < f(12) = 13, Knoten z = 13 hat e-Nachfolger 14 =: f(5)
u=26,a=e, z= f(6) =11, Knoten z = 11 hat keinen e-Nachfolger;

z < f(11) = 0, Knoten z = 0 hat e-Nachfolger 8 =: f(7).

Die resultierende Funktion f ist in Abb. 5.3 graphisch dargestellt. Dabei wurden der
Ubersichtlichkeit halber die ,g-Pfeile® fiir g(4) = g(16) = 12 und ¢(6) = 11 nicht
dargestellt. Alle anderen g(v)-Werte sind 0.

Mit Hilfe der Fehlerfunktion f und der ,gefunden“-Funktion ¢ kéonnen wir nun in
einem gegebenen Text nach Vorkommen von Mustern aus II suchen.

Der Algorithmus benutzt den Baum 777 mit seiner Fehlerfunktion @hnlich wie einen
endlichen Automaten. Wir bezeichnen die Knoten v in diesem Zusammenhang daher
auch als ,,Zustande*.



Abbildung 5.3: Die Fehlerfunktion f

Startzustand /-knoten: vy = 0.

Die Buchstaben S[i] werden in Runden i = 1,...,n bearbeitet, nach Runde i ist ein
Knoten v; erreicht.

Invariante: Am Ende von Runde 7 gilt Folgendes:
Die Inschrift auf dem Weg zu v; ist das langste Prifix in Pref(II), das Suffix von
S[1..4] ist.

Nehmen wir an, Runde ¢ — 1 ist zuende, und Knoten v = wv;_; ist erreicht, mit
Pi-1 = w(vi—1).

Sei a = S[i] der ndchste Buchstabe.



1. Fall: p,_ja € Pref(II).

(Das erkennt man daran, dass v einen a-Nachfolger v hat.)

v; .

Wenn v’ mit einem P, markiert ist: Paar (¢,7 — |P| + 1) in die Ausgabe;

wenn g(v’) > 0: Verfolge die Kette g(v'), g(g(v")), .. .; jeder so erreichte Knoten u ist
mit einem Muster P, markiert, gib (¢,7 — |P;| 4+ 1) aus.

2. Fall: p;_1a ¢ Pref(II).

(Das erkennt man daran, dass v keinen a-Nachfolger v hat.)

Setze v’ <— v, und fiihre folgende Schleife aus:

while v' # —1 A v’ hat kein a-Kind do v" + f(v').

(Man sucht auf diese Weise das ldngste Suffix w’ von w(v) mit w’'a € Pref(Il), falls
so etwas existiert.)

Fall 2a: v ist ein Knoten mit a-Kind. Setze v; + v'.

Fall 2b: v' = —1. Setze v; + 0.

Algorithmus 5.3.3 (Aho-Corasick, mehrere Muster).
AC-Textsuche(S[1..n], II)
Eingabe: II: Menge von Mustern;
S[1..n]: Text;
Vorberechnet: Baum 71, Knoten haben Nummern 0, ..., m; 0 ist Wurzel;
Fehlerfunktion f und , gefunden“-Funktion g;
Ausgabe: Menge A von Paaren; initialisiert: A < 0;

(1) int v < 0;

(2) for i from 1 to n do

(3) while v > 0 A v hat kein S[i]-Kind do v + f[v];

4) if v > 0 then v + S[i]-Kind von v else v + 0;

(5) u < v,

(6) repeat

(7) if u ist mit P, markiert then A <~ AU{(¢t,i — |F| +1)};
(8) u < glul

9) until u = 0.

Wir fithren den Algorithmus an der Beispieleingabe
S[1..21] = esbeidebeineineisbiss

durch. Wenn fiir einen Knoten v kein g-Wert angegeben ist, ist dieser 0. Wenn fiir
einen Knoten v nicht vermerkt ist, dass er mit P, markiert ist, ist er unmarkiert.
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Startzustand v = 0;

Sl =e

Si2] =s

S[Bl=Db
S =e

Sphl =1

S[6] =d
STl =e

S8l =b
SOl =e

S[10] = i
S[11)=n
S[12]=e
S[13] = i
S[14] =n
S[15] =e
S[16] =1
S[17] =s
S[18]=Db
S[19] = i
S[20] =s
S[21] =s

von v = 0 zu e-Kind v = 8

v = 8 hat kein s-Kind; v + f(8) = 0;

v = 0 hat kein s-Kind; v + f(0) = —1;

Schleifenabbruch: setze v < 0;

von v = 0 zu b-Kind v = 1;

von v = 1 zu e-Kind v = 2;

von v = 2 zu i-Kind v = 3; mit P; = bei markiert, Ausgabe (1, 3);
von v = 3 zu d-Kind v = 6; ¢(6) = 11, mit P5 = eid markiert, Ausgabe (5, 4);
von v = 6 zu e-Kind v = 7; mit P; = beide markiert, Ausgabe (3, 3);
v = 7 hat kein b-Kind; v « f(7) = §;

v = 8 hat kein b-Kind; v < f(8) = 0;

von 0 zu b-Kind v = 1;

von v = 1 zu e-Kind v = 2;

von v = 2 zu i-Kind v = 3; mit P; = bei markiert, Ausgabe (1, 8);
von v = 3 zu n-Kind v = 4; ¢g(4) = 12, mit Ps; = ein markiert, Ausgabe (6,9);
von v = 4 zu e-Kind v = 5; mit P, = beine markiert, Ausgabe (2, 8);
v =5 hat kein i-Kind; v + f(5) = 14;

von v = 14 zu i-Kind v = 15;

von v = 15 zu n-Kind v = 16; mit P; = nein markiert, Ausgabe (7,11);
g(16) = 12, mit P = ein markiert, Ausgabe (6,12); g(12) = 0;

v = 16 hat kein e-Kind; v < f(16) = 12;

v = 12 hat kein e-Kind; v < f(12) = 13;

von v = 13 zu e-Kind v = 14;

von v = 14 zu i-Kind v = 15;

v = 15 hat kein s-Kind; v < f(15) = 9;

von v = 9 zu s-Kind v = 10; mit P, = eis markiert, Ausgabe (4, 15);
v = 10 hat kein b-Kind; v « f(10) = 0;

von v = 0 zu b-Kind v = 1;

v =1 hat kein i-Kind; v « f(1) = 0;

v = 0 hat kein i-Kind; v + f(0) = —1;

Schleifenabbruch: setze v < 0;

v = 0 hat kein s-Kind; v « f(0) = —1;

Schleifenabbruch: setze v « 0;

v = 0 hat kein s-Kind; v « f(0) = —1;

Schleifenabbruch: setze v < 0;

10



Satz 5.3.4. Algorithmus 5.53.3 hat Zeitbedarf O(n+ Ldnge der Ausgabe). Er berech-
net korrekt simtliche Stellen in S, an denen ein Muster aus II vorkommdt.

Beweis: Die Zeitanalyse ist praktisch identisch zu der des KMP-Algorithmus. Wenn
v der aktuelle Zustand ist, ist ¢ = |w(v)| (also das Level von Knoten v) die geeignete
MafBizahl (die man als Potential auffassen kann). Anfangs ist ¢ = 0, am Ende ist
g > 0. Mit jedem gelesenen Buchstaben wird ¢ um 1 erhoht, mit jedem Durchlauf
durch den Rumpf der while-Schleife wird ¢ strikt erniedrigt. Daher kann es maximal
n solche Durchldufe geben.

Fiir die Korrektheitsanalyse zeigt man durch Induktion iiber die Schleifendurchlaufe
die folgenden Invarianten:

AuBere Schleife: Nach Zeile (5) gilt: w(v;) ist das lingste Suffix von S[1..1], das in
Pref(II) vorkommt.

Fir die while-Schleife, in Runde ¢: w(v) ist Suffix von S[1..i — 1], und es gibt in
Pref(II) kein Suffix w’ von S[1..i] mit Linge > |w(v)|+ 1.

(Die Argumentation ist dabei sehr dhnlich zu der im Beweis der Korrektheit des
KMP-Algorithmus.) O

Ubungsaufgabe: Erstelle Baum Tj;, Fehlerfunktion f und ,gefunden“-Funktion g
fiir IT = {dein, ein, herein, rein, sein, dasein, in}.

Wende dann den Suchalgorithmus auf das Eingabewort S = | deinhereinseindasein*
an. Beachte besonders die Wirkungsweise der g-Funktion an der Stelle, wo das Teil-
wort ,,deinherein“ gelesen worden ist.
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Kapitel 5

Textalgorithmen

5.4 Der Algorithmus von Boyer und Moore

Der Algorithmus von Boyer und Moore findet ein oder alle Vorkommen eines Musters
P = P[1..m] in einem Text S = S[1..n]. Er 16st also dieselbe Aufgabe wie der KMP-
Algorithmus. Auch hier gibt es eine Vorverarbeitung des Musters und dann die Suche
im Text.

Eigentlich handelt es sich dabei nicht um einen einzelnen Algorithmus, sondern um
mehrere Varianten. Man kann von Algorithmen ,,vom Boyer-Moore-Typ*“ sprechen.
Allen Varianten ist gemeinsam, dass das Muster vorverarbeitet wird, um sogenannte
Shiftwerte zu berechnen. Die Methoden, um zu diesen Shiftwerten zu kommen, sind
aber unterschiedlich.

Algorithmen vom Boyer-Moore-Typ werden in der Praxis dem KMP-Algorithmus vor-
gezogen, da sie in der Suchphase oft schneller arbeiten als der KMP-Algorithmus. Das
liegt daran, dass oft nicht alle Buchstaben von S angesehen werden miissen, dass also
viel weniger als n Buchstabenvergleiche ausgefiihrt werden. Ein kleiner Nachteil, der
aber nur in Sonderfillen relevant ist, ist folgender: Wenn das Muster im Text sehr
oft vorkommt (Q(n)-mal, also mit vielen Uberlappungen), dann kann die Laufzeit
2(nm) betragen, im Gegensatz zum KMP-Algorithmus (O(n+m) garantiert). Wenn
das Muster nicht oder nur einmal vorkommt oder man nur nach dem ersten Vorkom-
men sucht, ist die Laufzeit O(n 4+ m). Die Laufzeitanalyse des BM-Algorithmus ist
allerdings komplex; hierfiir verweisen wir auf die Literatur [Dan Gusfield: Algorithms
on Strings, Trees, and Sequences — Computer Science and Computational Biology.
Cambridge University Press 1997] oder [Volker Heun, Grundlegende Algorithmen, 2.
Aufl., Vieweg, 2003].
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5.4.1 Die Grundideen

Algorithmen vom Boyer-Moore-Typ suchen nach Vorkommen des Musters im Text,
indem sie fiir eine strikt wachsende Folge von Werten i € {m, m+1,...,n} testen, ob
das Muster P ,an der Stelle 7 in .S vorkommt“, das heiit, ob P = S[i —m + 1..4] gilt.
Hierzu wird das Muster P[1..m] Buchstabe fiir Buchstabe mit S[i—m+1..i] verglichen.
(Achtung: Die Stelle ¢ entspricht hier dem letzten Zeichen P[m] des Musters.) Im
Gegensatz zum KMP-Algorithmus lauft man dabei im Muster ,,von rechts nach links*.

function compare(i) // Vorbedingung: m <i <n
L J=m

(2)  while j > 1 AP[j] =SLi—m+ 3] do j—-;
(3) return j.

Abbildung 5.1 Buchstabenvergleich ,,von rechts nach links* an Stelle i.

1 1—m+1 1 n
S | | 7 7
= 200
P | 7 7
1 J m
Abbildung 5.2

Buchstabenvergleich an Stelle 7 von rechts nach links.

Der Riickgabewert ist eine Zahl j, wobei entweder j die erste (von rechts gesehen)
Position in P ist, die nicht zur entsprechenden Stelle in S passt, d. h., fiir die

j>1und P[j+1.m]=S[i—m+j+ 1.4 A P[j] # S[i —m+ j]

gilt, oder j = 0 ist. Die Situation j = 0 bedeutet, dass das Muster gefunden worden
ist.

In einem naiven Verfahren wiirde man diesen Vergleich fiir jedes i = m,m +1,...,n
durchfiihren, d. h., man wiirde das Muster immer wieder um eine Position nach rechts
verschieben. Die Kernidee der Algorithmen vom Boyer-Moore-Typ ist, aus der Infor-
mation, die man bei der Suche an der Stelle i gewonnen hat, abzuleiten, dass man
vielleicht einige Positionen, namlich ¢ + 1,7 4+ 2,...,7 + s — 1 fiir ein s > 1, iiber-
springen kann, weil das Muster an diesen Stellen auf keinen Fall passt. Die néchste
Vergleichsposition ist dann ¢ + s. Dieser Shiftwert s sollte natiirlich moglichst grof3
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sein, aber nicht so grof}, dass man ein Vorkommen des Musters iibersieht. Der Shift-
wert héngt von j und dem Muster und eventuell auch von einem Buchstaben in
S[i —m + j..i] ab. Methoden, um zu solchen Shiftwerten zu kommen, werden durch
zwei Ideen geliefert. Die erste Idee ist, einen Buchstaben im Bereich S[i —m + j..i] zu
benutzen, um die néchste sinnvolle Position zu bestimmen (,,bad character rule“ und
,Horspool-Regel). Die zweite Idee, die den eigentlichen Boyer-Moore-Algorithmus
ausmacht, ist es, nur aufgrund der Position j des ersten Mismatch-Buchstabens zu
entscheiden, wohin das Muster verschoben werden kann. Dies wird durch die ,, good
suffix rule* ausgedriickt. Diese fithrt zu einer (am Ende tabellierten, nur von P abhén-
gigen) Funktion {0,1,...,m} > j — GS(j), die zu jedem j den benétigten Shiftwert
s liefert. Wie beim KMP-Algorithmus ist zur Berechnung dieser Funktion aus P eine
etwas knifflige Vorverarbeitung des Musters nétig.

Wir bemerken noch, dass, im Gegensatz zum KMP-Algorithmus, Algorithmen vom
Boyer-Moore-Typ nach dem Ubergang zu einer neuen Position i + s alle Information
aus fritheren Runden und Vergleichen vergessen und wieder mit dem naiven Vergleich
,von rechts nach links* beginnen.

5.4.2 Die BC-Regel

Wir beschreiben zunéchst die ,bad character rule* (,Schlechte-Buchstaben-Regel®,
BC-Regel), die zur Ermittlung von Shiftwerten dient. Wenn ein Vergleich wie in
Abb. 5.1 mit einem j € {1,...,m} endet, dann hat man soeben den Buchstaben
x := S[i—m+j] gelesen, mit = # P[j] (,bad character”). An Stelle i kann das Muster
also nicht vorkommen. Die BC-Regel benutzt nun die Einsicht, dass das Muster in
S nur an Positionen i + s sitzen kann, wo der Buchstabenposition S[i — m + j] eine
Stelle in P gegeniibersteht, die gleich x ist. Man betrachtet also zunéchst einmal
alle Positionen in P[1..m — 1], die gleich = sind', und wiihlt davon die maximale,
entsprechend einem moglichst kurzen Shift, damit keine mogliche Position von P
ausgelassen wird. Rechnerisch ausgedriickt: Sei

BC(z) := max({0} U {k <m | P[k] = x}),

das ist der grofite Index k& < m mit P[k] = =z, falls  in P[l..m — 1] vorkommt,
und 0, falls # nicht vorkommt. Wenn j < BC(z), wihlen wir Shiftwert 1. Wenn
j > BC(z), dann kann fiir i < ¢ < i + (j — BC(z)) keinesfalls P = S[i" — m + 1..7']
gelten: Weil BC(z) < j + i — ¢ < m, haben wir P[j + i — 4] # z; andererseits gilt
Sl —m+ (j+i—14)] = S[i —m+ j] = x. Wenn wir also als néchste zu testende
Position ¢ + max{1,j — BC(z)} wihlen, wird garantiert keine mogliche Position des
Musters ausgelassen. Die Situation ist in Abb. 5.3 veranschaulicht.

'Ein Vorkommen von z an der Stelle P[m] kann man ignorieren. Da P mindestens um 1 nach
rechts geschoben wird, kann der letzte Buchstabe des Musters nach dem Schieben nie unter einem
Buchstaben aus S[i — m + j..i] stehen. Dies gilt fiir alle #hnlichen Verfahren, die einen Buchstaben
aus S[i — j + 1..i] betrachten, wie z. B. die Horspool-Regel.
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1 1—m—+1 1 n

S | El 7
<—

P | 7 D
1 J m

P:\ ‘x\ ‘

/\r\f\/
BC(z) = j — s kein z

Abbildung 5.3 BC-Regel: Wir wihlen als Shiftweite s = j — BC(z), falls dies positiv ist.
Wenn j < BC(z), hilft die Regel nichts, und wir wihlen s = 1.

Die Werte BC(z), x € X, lassen sich ganz einfach in Zeit O(m) berechnen. Wir
benutzen dazu ein (assoziatives) Array BC, das fiir jeden Buchstaben z € X eine
Position hat. Es geniigt ein Durchlauf durch das Muster von links nach rechts. Man
beobachte, wie durch die Benutzung von BC[P]k]] als Speicherziel mit k = 1,...,m—1
die maximale Position & < m mit T[k] = z in BC|z] gespeichert wird, falls = in
P[1..m — 1] vorkommt.?

function buildBCTable(P|[1..m])

(1)  for z € ¥ do BC[z] «+ 0;

(2)  for k from 1 to m do BC[P[k]] < k;
(3)  return BClz: XJ.

Wenn die Buchstaben in P nicht das ganze Alphabet ¥ ausschépfen, wird man die
,Fehlbuchstaben®, die in P nicht vorkommen, in einem Eintrag der Tabelle BC zu-
sammenfassen: BC[,Fehlbuchstabe“] = 0.

Beispiel: ¥ = {a,b,...,z} und P[l..11] = abracadabra. Dann ist BC fiir P durch
die folgende Tabelle gegeben. Man beachte, dass der Eintrag P[11] = a ignoriert wird
und daher BC(a) = 8 ist.

b ‘ T ‘ sonstige
9] |

c|d|
5/7]10] 0

Die einfache BC-Regel sagt nun: Wenn an der Stelle j ein Mismatch auftritt, dann
verschiebe das Muster um s := max{1, j — BC(z)} nach rechts. Dann verfahre wieder

?Dieser Trick zur Bildung eines Maximums wird uns im Weiteren noch mehrfach begegnen.
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wie in Abb. 5.1. Wenn das Muster an Stelle ¢ gefunden worden ist, verschiebe um
s = 1. — Es ergibt sich der folgende Algorithmus.

Algorithmus 5.4.1 (Boyer-Moore mit einfacher BC-Regel).
Eingabe: P[1..m], S[1..n] // P: Muster, S: Text
Vorberechnet: BC-Shiftwerte als Tabelle BC[z: X] ;
Ausgabe: Menge A C {1,...,n —m + 1}; initialisiert: A + (;

(1) int i < m;

(2) while i < n do

(3) J e m

(4) while j > 1 A P[j] = S[i-m+j] do j-—-;

(5) if j=0

(6) then A < AU {i-m+1}; i++;

(7) else i + i + max(1,j - BC[S[i-m+jl1]);
(8) return A.

Beispiel: (Blanks zéhlen als Buchstaben.)?
S[1..42] = IM_HEU-_ODER,_NUDELHAUFEN,_FINDE_ALLE NADELN, P[1..5] = NADEL.

x |‘A|D‘E|N|sonstige
BC@) [[2]84]1] o

Vorverarbeitung:

i=5  Mismatch bei j=5mitz=E s=5—-BC(E)=1
i=6  Mismatch bei j =bmitz=U s=5-BC(U) =5
i =11 Mismatch bei j =5 mite =E s=5—-BC(E)=1
i =12 Mismatch bei j =5mitz =R s=5—-—BC(R) =5
i =17 Mismatch bei j=5mitz=E s=5—-BC(E)=1
i =18 Mismatch bei j =2mitz=U s=2-BC(U) =2
i =20 Mismatch bei j =5mitz =4 s=5—-BC(A) =3
i =23 Mismatch bei j =5 mit s =E s=5—-—BC(E)=1
i=24 Mismatch bei j=5mitz=N s=5—-BC(N)=4
i =28 Mismatch bei j=5mitz =N s=5—-BC(N)=4
i =32 Mismatch bei j =5mitz =4 s=5—-BC(A) =3
i =35 Mismatch bei j=5mitz=E s=5-BC(E)=1
1 =36 Mismatch bei j =5 mit v = s=5-—BC(u) =5
1 =41 Muster gefunden, j =0 5=

i =42 Mismatch bei j =bmitz =N s=5—-BC(N)=4
1 =46 Stop.

2Zum Ausprobieren: https://people.ok.ubc.ca/ylucet/DS/BoyerMoore.html .
Aber Achtung: Die App behandelt mit BC(L) = 5 den letzten Buchstaben ,L“ des Musters anders
(ungeschickter) als unser Algorithmus.
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Es werden 22 Buchstabenvergleiche ausgefiihrt. Das ist wenig im Vergleich zur Lénge
des betrachteten Textes (42), besonders wenn man bedenkt, dass allein fiir das Finden
des Musters schon fiinf (erfolgreiche) Vergleiche nétig sind.

Nicht in allen Situationen sind die méglichen weiten Sprungweiten so hilfreich: Betrach-
te S[1..13] = abababcababac, P[1..4] = caba.

Vorverarbeitung;: r H | b ‘ ¢ | sonstige

2[3]1] o

i=4  Mismatch bei j =4 mit z =b s=4—BC(b) =
i=>5  Mismatch bei j =1 mit z =b s =max{1l,1 —BC(b)} = 1.
T

i=6  Mismatch bei j =4 mitz=b s=4—-BC(b) =

i =7  Mismatch bei j =4 mit z =c¢ s=4—-BC(c) =

1 =10 Muster gefunden, j =0 s=1.

i =11 Mismatch bei j =4 mit z =b s=4—-BC(b) =

i=12 Mismatch bei j =1mitz=b  s=max{l,1 —BC(b)} =1.
i =13 Mismatch bei j =4 mit z = ¢ s=4—-BC(c) =

1 =16 Stop.
Ablauf von Algorithmus 5.4.1 als Schema: , “ bezeichnet ,erfolgreicher Ver-
gleich“, ¢ bedeutet ,Mismatch“. Die unterstrichenen Buchstaben sind die-

jenigen, die von der BC-Regel unter die passenden Textbuchstaben ge-
setzt werden. Positionen ohne unterstrichene Buchstaben kommen durch
einen Shiftwert von 1 zustande, wenn die BC-Regel nicht anwendbar ist.

1| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
a b a b a b c a b a b a c — — —

41| ¢ a b a

5 c a b a

6 c a b a

7 c a b a

10 c b a

11 c b a

12 c a b a

13 C a b a

16 | Stop. cC a b a

Bei Textlinge 13 gibt es 17 Vergleiche, davon 7 erfolglose (,,Mismatches*) und 10 er-
folgreiche. Ein Buchstabe des Textes (S[1]) wird nicht gelesen, andererseits wird S[10]
zweimal erfolgreich verglichen. Bei grofleren Mustern und Texten kann dies natiirlich
auch noch haufiger auftreten.

Die einfache BC-Regel wirkt nicht, wenn j < BC(z) ist, wenn also = rechts von
der Mismatch-Stelle j in P vorkommt, oder nach dem Finden des Musters. Man
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schiebt dann nur um einen Buchstaben. (Im letzten Beispiel ist bei Positionen i = 5
und 7 = 12 der Wert j zu klein; bei ¢ = 10 wurde das Muster gefunden.) Dies kann bei
kleinen Alphabeten eher vorkommen als bei groflen. Besonders ungiinstig sind hier
zum Beispiel das binédre Alphabet {0, 1} und vierelementige Alphabete wie {A,C, G, T}.
Wir betrachten nun Methoden, die diesem Problem ausweichen.

Variante 1: Anstelle des ,Mismatch-Buchstabens® @ = S[i — m + j] betrachtet man
y = S[i] und schiebt das Muster um s = m — BC(y) Positionen nach rechts. (Der
Buchstabe S[i] ist natiirlich nicht unbedingt ein ,bad character®.) Dadurch erhilt
man immer eine positive Verschiebung aus der BC-Regel, und das am weitesten rechts
stehende y in P[1..m — 1] kommt an die Position von y = S[i]. Es ergibt sich folgender
Algorithmus, der 1980 von Horspool* vorgeschlagen wurde:

Algorithmus 5.4.2 (Boyer-Moore: Horspool-Variante).
Eingabe: P[1..m], S[1..n] // P: Muster, S: Text
Vorberechnet: BC-Shiftwerte als Tabelle BC[z: ] ;
Ausgabe: Menge A C {1,...,n —m + 1}; initialisiert: A + (;

(1) int i < m;
(2) while i < n do
(3) Je=m
(4) while j > 1 A P[j] = S[i-m+j] do j—-;
(5) if j =0then A <+ AU {i-m+1};
(6) i+ 1+ m - BCIS[il]; // nur hier Unterschied zu Algorithmus 5.4.1
(7) return A.
Ablauf von Algorithmus 5.4.2 als Schema. ,, “ bezeichnet ,erfolgreicher Vergleich®,

., % bedeutet ,Mismatch®. Die unterstrichenen Buchstaben sind diejenigen, die von der
Horspool-Regel unter die passenden Textbuchstaben gesetzt werden.

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
a b a b a b c a b a b a c —

4 c a b a

5 c a b a

7 c a b a

10 C a a

12 c a b a

14 | Stop. c a b a

Hier gibt es nur 5 Mismatches und 10 erfolgreiche Vergleiche. Textpositionen S[1], S[6],
S[13] werden nicht gelesen; Textposition S[10] wird zweimal erfolgreich verglichen.

Man vergleiche die Abldufe der beiden Algorithmen und beachte, dass sich BM mit
BC-Regel und BM-Horspool an der Stelle ¢ gleich verhalten, wenn ein Mismatch bei
j = m auftritt. Wenn der Mismatch bei 7 < m passiert oder wenn das Muster gefun-
den worden ist, schiebt BM-Horspool immer um denselben Wert s = m — BC(P[m])

4R. Nigel Horspool, britisch-kanadischer Informatiker.
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weiter. (Im Beispiel ist dies 2.)

Die einfache BC-Regel, insbesondere die Horspool-Variante, hat den Vorteil, sehr ein-
fach anwendbar und sehr effizient zu sein. Es wird ihr nachgesagt, dass sie alleine
(ohne die noch folgenden komplexeren Teile des BM-Algorithmus!) zu sehr schnellen
Suchzeiten in natiirlichsprachigen Texten fiihrt. Allgemein wirkt die Regel umso bes-
ser, je grofler das Alphabet ist. Wenn dann in compare (Abb. 5.1) schon friih, also
fiir grofle j, ein Mismatch mit einem solchen Buchstaben auftritt, kann das Muster
ohne grofle Kosten auf einen Schlag sehr weit geschoben werden.

Bemerkung. Wenn die Buchstabenverteilung zufillig ist, dann tritt typischerweise frith
ein Mismatch ein: An einer Position ¢ erwarten wir nur konstant viele Buchstabenver-
gleiche. Wenn zudem das Alphabet grof} ist, dann ist die erwartete Shiftweite grof,
nédmlich ©(min{m, |X|}). Daraus ergibt sich eine erwartete Rechenzeit fiir die Textsu-
che von O(n/min{m, |X|}). Wir skizzieren eine heuristische Rechnung, die dies belegt.
Nehmen wir an, das Alphabet ¥ habe Groe o und Text S[1..n] und Muster P[1..m]
sind rein zufillig gew&hlt, d.h., an jeder Stelle steht jeder Buchstabe mit derselben
Wahrscheinlichkeit 1/o, und die Positionen sind unabhiingig.?

Nehmen wir zur Vereinfachung weiter an, dass die Buchstaben im Text nach jeder
Verschiebung des Musters aufs Neue zufillig bestimmt werden, so dass wir uns um
Abhingigkeiten bei iiberlappenden Musterpositionen nicht kiimmen miissen. Ubung:
(i) Dann ist die erwartete Anzahl von Buchstabenvergleichen an Stelle i genau —%5 (1 —
(1/o)™), ein Wert in (1,2), also ©(1). (ii) Die erwartete Shiftdistanz ist o(1 — (1 —
1/o)™). Fiir m > § fiihrt dies zur Abschitzung o(1 — (1 — 1/0)7/?) = O(o). Die
Shiftdistanz ist nie groBer als m. (iii) Insgesamt ist damit die erwartete Anzahl von
Buchstabenvergleichen in O(n/ min{m,o}).

Variante 2: Eine gewisse Verbesserung kann man auch durch Verwendung der star-
ken Version der BC-Regel erreichen. Wenn j < BC(z) ist, wére es wiinschenswert,
das erste Vorkommen von x in P strikt links von Position j zu finden. Dazu sei
BC'(z,j) der grofite Index k < j mit P[k] = x (dabei sei BC'(x,j) = 0, falls z in
P[1..7—1] nicht vorkommt). Dann kénnen wir Shiftwert s = j—BC'(z, j) > 1 wihlen.

Man kann die BC'-Funktion auf naive Weise bereitstellen: mit ©(m|%|) Speicherplatz
und Vorbereitungszeit. Dann kostet jeder Zugriff O(1) Zeit. Allerdings mochte man
besonders fiir gréflere Alphabete keinen solchen Aufwand treiben. Ein guter Kom-
promiss ist folgender: Man legt fiir jeden Buchstaben x € X eine lineare Liste L,
an, in der die Elemente der Menge {k | 1 < k < m, P[k] = x} U {0} in fallender
Reihenfolge aufgefiihrt sind. (Diese Vorverarbeitung kann in Zeit O(m) durchgefiihrt
werden. Auch der Platzbedarf ist O(m); wenn m viel kleiner als |X| ist, kann man
eine Hashtabelle o. &. benutzen, um viele leere Listen zu vermeiden.)

Beispiel: Fir P[1..14] = araratararatar ist L, = (13,11,9,7,5,3,1,0), Ly =
(10,8,4,2,0), Ly = (12,6,0) und Lgonst = (0) bzw. die Konvention, dass Buchstaben,
die nicht in P vorkommen, stets den Wert 0 liefern.

3Vorsicht: Diese Annahme trifft in in wirklichen Anwendungen nicht zu. Aber sie zeigt das Ein-
sparpotenzial des BM-Horspool-Algorithmus auf.
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Mit Hilfe dieser Listen lsst sich fiir jedes z und j der Wert BC/(z, ) in Zeit O(m—j)
berechnen: Man liest Liste L, bis zum ersten Eintrag, der kleiner als j ist. Da Zeit
Q(m — j) auch fiir den Durchlauf der Schleife in der Funktion compare (Abb. 5.1)
benotigt wird, bis Position j erreicht ist, erhoht sich der Zeitbedarf héchstens um
einen konstanten Faktor gegeniiber dem, was bei der Benutzung einer kompletten
Tabelle fiir BC' notig ist.

Trotz aller Erfolge und Vorteile der verschiedenen BC-Regeln ist doch festzuhalten,
dass sie im schlechtesten Fall alle zu einer sehr schlechten Rechenzeit fithren konnen,
wie die folgende Ubungsaufgabe zeigt.

Ubung: Zeigen Sie, dass die Boyer-Moore-Varianten mit der BC-Regel, der Horspool-
Regel und auch der BC'-Regel auf der Eingabe (P,T) mit P = P[l..m] = ba™!
und S = S[l.n] = a" ™ba™"! mindestens (n — 2m + 1)m Buchstabenvergleiche
durchfithren. (Der Grund fiir die hohe Anzahl an Vergleichen ist bei allen drei Varianten,
dass fiir jede Position i € {m,...,n —m} alle Buchstaben des Musters angesehen werden
und dass der Shift jeweils nur 1 betrdgt. Das Muster wird ganz am Ende einmal gefunden.
Sobald S[n — m + 1] = b gelesen wird, erfolgt ein Shift zur richtigen Position.)

5.4.3 Die GS-Regel

Die eigentliche Idee des von Boyer und Moore vorgeschlagenen Algorithmus ist die
»good suffix rule* (,Gute-Suffix-Regel“, GS-Regel). Dabei geht es darum, gewisse
Shiftweiten fiir das Muster dadurch auszuschliefen, dass die bereits erfolgreich ver-
glichenen Buchstaben P[j + 1..m] betrachtet werden sowie fiir j > 1 die Tatsache
eines Mismatches an dieser Stelle. Von den verbleibenden ,zulédssigen® Shiftweiten
wird dann die kleinste gewahlt, damit keine mdégliche Position ausgelassen wird. Erst
die GS-Regel fithrt zu garantierter Suchzeit O(n). Die Uberlegungen zu dieser Regel
liefern eine Funktion GS: {0,...,m} 3 j — GS(j) € {1,...,m}, die fiir die Anwen-
dung im Algorithmus tabelliert wird. Dann wird im Algorithmus nach dem Testen
an Stelle 7 mit erster Mismatch-Stelle j zur neuen Position i + GS(j) gesprungen. Die
Definition der Funktion GS erfordert einige Uberlegung, die Berechnung der Tabelle
in Linearzeit weitere Miihe.

Sei 0 < j < m, und sei j die Zahl, die vom Aufruf compare(i) (s. Abb. 5.1) geliefert
wird. Wenn 1 < j < m, dann handelt es sich um eine Mismatch-Stelle, bei j = 0
wurde soeben das Muster gefunden. Sei 1 < s < m. Wir iiberlegen, ob es sinnvoll
sein kann, das Muster um s Stellen nach rechts zu schieben. Es gibt zwei Fille.

1. Fall: s < j (,kleiner Shift).

Wir wissen nach dem Ergebnis von compare(:): P[j + 1.m| = S[i —m + j + 1..7]
und P[j] # S[i —m + j]. Wenn nach Verschieben um s Stellen nach rechts (an die
Position i + s) das Muster ,passt®, also P[l..m| = S[i + s —m + 1..i + 5] gilt, dann
muss P[j —s+1.m—s] = S[i—m+j+1..i] und P[j — s] = S[i — m + j] gelten (s.
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Abbildung 5.4 GS-Regel, 1. Fall:  kleiner Shift“. Gleichheiten und Ungleichheiten zwischen
Positionen des Musters und des Textes, falls ein Shift von s < j zu einer Position ¢ + s im
Text fithrt, an der das Muster vorkommt.

Abb. 5.4). Es folgt:
Plj+1.m| = P[j — s+ 1.m — s| und P[j| # P[j — s]. (5.1)
i—m+s+1
1 \ 7 n
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Abbildung 5.5 GS-Regel, 2. Fall: ,, grofler Shift“. Gleichheiten und Ungleichheiten zwischen
Positionen des Musters und des Textes, falls ein Shift von s > j zu einer Position ¢ + s im
Text fithrt, an der das Muster vorkommt.

2. Fall: j < s <m (,groBer Shift“).

(Hier ist der Fall j = 0 eingeschlossen, was bedeutet, dass das Muster an Stelle i
gefunden worden ist.) Nach dem Ergebnis von compare(i) wissen wir: P[j + 1..m] =
S[i —m + j + 1..7], also insbesondere P[s + 1..m] = S[i — m + s + 1..7]. Bei einer
Verschiebung um s steht das Muster P komplett rechts von der Stelle j, der nicht
passende Buchstabe spielt also keine Rolle. Aus S[i+s—m+1..i+s] = P[1..m] folgt
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Sli+s—m+1..i] = P[l..m — s|, also (s. Abb. 5.5):

Pls+1..m| = P[l.m — ] (d.h.: P[1..m — s] ist Rand von P). (5.2)

Bemerkungen: (a) Bedingungen (5.1) und (5.2) betreffen das Suffix P[j..m] bzw. das
Suffix P[s + 1..m] von P, was zu dem Namen “good suffix rule” fiihrt.

(b) Manchmal unterscheidet man ,schwache GS-Regel“ (ohne die Bedingung ,, P[j] #
Plj — s]“in (5.1)) und ,starke GS-Regel” (mit dieser Bedingung). Es stellt sich her-
aus, dass die Mismatch-Bedingung fiir die lineare Laufzeit entscheidend ist, daher
betrachten wir nur die starke Version.

Definition 5.4.3. Sei P[1..m] das Muster und 0 < j < m. FEine Zahl s, 1 < s < m,
heifsit zuldssige Shiftweite fiir j, wenn 1 < s < j und (5.1) oder j < s < m und
(5.2) gilt.

Wegen P[m + 1..m] = e = P[1..0] ist die Shiftweite s = m immer zuléssig.
Definition 5.4.4. GS(j) := min{s | s ist zuléssige Shiftweite fiir j} heifit der

G S-Shiftwert fir j.

Beispiel: P[1..14] = araratararatar.

j | 0[1]2]3[4]5[6]7]8]9]10/11]12|13[14]
GS(j) | 6]6]6[6]6]6]6[12]12[12[12[12 4 [14[ 1 |

Die Werte 6 fiir j = 0,...,6 in dieser Tabelle rithren daher, dass der léingste Rand von
P[1..14] das Teilwort araratar (mit Linge 8 = 14 — 6) ist. Es ist eine gute Ubung,
auch die anderen Werte anhand der Definition zu iiberpriifen. Insbesondere der Wert
GS(13) = 14 ist interessant. Er bedeutet, dass im Fall S[i{] = r und S[i — 1] # a das
Muster um 14 Positionen weitergeschoben werden kann. Tatséchlich: Links von jedem
Vorkommen von r im Muster steht ein a, so dass es keine Moglichkeit gibt, dass Position
Si] in einem Vorkommen des Musters enthalten ist.

Aus den bisherigen Uberlegungen folgt: Wenn wir nach einer Runde fiir i, die entweder
mit einem Mismatch P[j] # S[i —m + j] fur 7 > 1 oder mit einem Auffinden des
Musters (j = 0) geendet hat, den néichsten Versuch an Position i := i+ GS(j) starten,
so wird hierdurch kein Vorkommen des Musters P in S iibersehen. Nun kénnen wir den
Boyer-Moore-Algorithmus formulieren. Wir tun dies zunéchst in der urspriinglichen
Version.
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Algorithmus 5.4.5 (Boyer-Moore).
BM-Textsuche(S[1..n],P[1..m])

Eingabe: P[1..m], S[1..n] // P: Muster, S: Text
Vorberechnet: GS[0..m]: GS-Regel-Shiftwerte als Tabelle;
Ausgabe: Menge A C {1,...,n —m + 1}; initialisiert: A < (;

(1) int i < my

(2) while i < n do

(3) J e m

(4) while j > 1 A P[j] = S[i-m+j] do j--;
(5) if j =0 then A «+ AU {i-m+1};

(6) i+ i+ GS[jl;

(7) return A.

Man bewundere die Einfachheit dieses Algorithmus. (Das Geheimnis liegt natiirlich
in der GS-Funktion.) Wir kénnen den Algorithmus noch erweitern, indem wir auch
die BC-Regel in der einen oder anderen Form beriicksichtigen.

Algorithmus 5.4.6 (Boyer-Moore mit BC(")-Regel).
BM+BC-Textsuche(S[1..n],P[1..m])
Eingabe: P[1..m], S[1..n] // P: Muster, S: Text
Vorberechnet: GS[0..m]: GS-Regel-Werte als Tabelle;

Datenstruktur fiir (BC(x) oder) BC'(z,7), z € ¥, 1 < j < m;
Ausgabe: Menge A C {1,...,n —m + 1}; initialisiert: A < (;

(1) int i < m;

(2) while i < n do

(3) J e m

(4) while j > 1 A P[j] = S[i-m+j] do j—-;

(5) if j =0then A+ AU{i-m+1};

(6) s «+ GS[jI;

(7) if j > 2 then s «+ max(s,j-BC'[S[i-m+j],j]);
(8) i« i+s;

(9) return A.

Der folgende Satz zum Berechnungsaufwand wird hier nicht bewiesen. Fiir Interes-
sierte findet sich der Beweis im Buch von V. Heun oder dem von D. Gusfield.

Satz 5.4.7. Algorithmus 5.4.5 fiihrt mazximal 4n Buchstabenvergleiche durch und hat
Laufzeit O(n), wenn das Muster nicht im Text vorkommt.

Es ist eine typische Subtilitdt im Verhalten dieser Algorithmen vom Boyer-Moore-
Typus und eine grofle Schwierigkeit in der Zeitanalyse, dass nicht ohne Weiteres
gesagt ist, dass die Anzahl der Vergleiche in Algorithmus 5.4.6 geringer ist als die
in Algorithmus 5.4.5. (Wieso? Der Grund ist, dass durch die BC-Shifts ganz andere
i-Werte erreicht werden konnen als im gewohnlichen Ablauf ohne BC-Shifts. Was
dies dann auf die Laufzeit fiir Auswirkungen hat, ist schwierig zu sehen.) Man kann
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aber auch im Fall des BM-Algorithmus mit BC-Shifts lineare Laufzeit beweisen, falls
das Muster nicht vorkommt. Daraus folgt auch lineare Laufzeit, wenn man nur das
erste Vorkommen des Musters finden will. Wenn man alle Vorkommen finden will
und dennoch lineare Laufzeit garantiert sein soll, muss man den Algorithmus etwas
modifizieren (,Galil-Modifikation“, siehe das schon erwidhnte Buch von Gusfield).

Was ist noch zu tun? Wir miissen einen Linearzeit-Algorithmus fiir die Berechnung
der GS-Regel-Shiftwerte angeben. Dies erfordert zusétzlichen (mentalen und Rechen-)
Aufwand, und einen eigenen Abschnitt.

Die folgenden Seiten stellen fiir interessierte Leser/innen die systematische Entwick-
lung einer Berechnung der GS-Tabelle dar. Dies wird in der Vorlesung aber nicht
besprochen, gehort also auch nicht zum Priifungsstoff.

WS 2021/22: Ende des priifungsrelevanten Teils.
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5.4.4 Vorbearbeitung des Musters fiir den BM-Algorithmus

Die Ermittlung der Shiftwerte GS(j) fiir die GS-Regel erfordert mehrere Schritte. Der
erste und zentrale Schritt ist die Berechnung der sogenannten Prdfizwerte oder Z-
Werte eines Wortes T' = T'[1..n]. Diese Werte liefern auch fiir andere Anwendungen
niitzliche Strukturinformation iiber 7. Dazu gespiegelt definieren wir Suffizwerte.
Wenn die Suffixwerte des Musters vorliegen, lassen sich die Shiftwerte recht einfach
ermitteln.

5.4.4.1 Die Priafixwerte eines Wortes

Definition 5.4.8. Sei T[1..n| ein Wort. Fir 2 < i < n definieren wir den Z-Block an
Stelle i als das lingste Prafic Ti..i + z — 1] von Tli..n|, das auch Prafiz von T (also
gleich T[1..z]) ist. Die Lange z dieses Z-Blocks nennen wir Z;.

1 1(2(314|5(|6|7[8(9(10|11(12|13[14{15|16
Tlilla|r|a|b alb rlalr|t|alr|a
2 a

3 alr

4

5) a albla|r|a|p

6 a

7 alr

8

9 alr|al|p

S TR o= O
»
)
p H
Q o
)
H
)

N
|
)
—
)
-
o
—
@)
w
(@]
[\
[a)
@)
w
(@]
—

Abbildung 5.6 Z-Blocke und Prifixwerte Z; fiir T[1..16] = arabarabarartara (
bedeutet Ubereinstimmung mit einem Préfix von T, i@ bedeutet Mismatch).

Beachte: Wenn i+ Z; —1 < n, dann folgt auf den Z-Block T'[i..i+ Z; —1] ein Buchstabe
Tli+ Z;]) # T[1+ Z;]. Wenn i + Z; — 1 = n, dann reicht der Block an Stelle i bis ans
Ende des Wortes, das heifit, dass dieser Block ein Rand von T ist. Der Z-Block an
Stelle ¢ hat Linge 0 genau dann, wenn 7'[z] # T[1] gilt.
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Beispiel: Abbildung 5.6 stellt die Z-Blocke fiir T1..16] = arabarabarartara dar und
gibt alle Prifixwerte an. Man erkennt, dass auf Z-Blocke im Inneren des Wortes ein
Mismatch-Buchstabe folgt, auf Z-Blocke am Ende des Wortes nicht — sie sind Rénder
von T'. Man sieht auch, dass es fiir Z-Blocke keine Schachtelungsregeln gibt. Jedoch
kann man beobachten, dass die Blocke fiir i = 2,...,7 im Abschnitt T'[1..7] dasselbe
Muster bilden wie die Blocke fiir ¢ = 6, ..., 11 innerhalb des Z-Blocks T'[5..11].

Wir wollen die Prafixwerte Zs, ..., Z, berechnen. Natiirlich geht das ganz einfach in
Zeit O(n+ Zy+ -+ -+ Z,), indem man T'[i..n| mit T[1..n — i + 1] vergleicht, buchsta-
benweise von links nach rechts, fiir jedes ¢ = 2, ..., n. Wenn wir mit Rechenzeit O(n)
auskommen wollen, miissen wir cleverer vorgehen. Aber auch dann ist das ,lineare
Durchmustern® (linear scan) nétig und hilfreich. Wir formulieren eine entsprechende
Prozedur scan. Gegeben sind « und v mit 1 < u < v < n+ 1. Die Werte T'[u+ z] und
T[v + z] werden verglichen, fiir z = 0,1,2,..., bis entweder ein ,Mismatch“ auftritt
(T'[u+ z] # T[v+ z]) oder das Wortende erreicht ist (mit v + z = n + 1). In beiden
Fillen registrieren wir z. Offenbar ist dann z die grofite Zahl in {0,1...,n — v + 1}
mit T'[u..u+ z — 1] = T[v..v + z — 1]. Man beachte den Spezialfall z = 0, der auftritt,
wenn v < n und T'[u] # T[v] oder wenn v = n + 1. Der Mechanismus ist in der in
Abb. 5.7 angegebenen Prozedur scan zusammengefasst.5

function scan(u,v) // Vorbedingung: 1 <u <v <n+1
(1) z <+ 0;

(2) while v+z < n A Tlut+z] = T[v+z] do z++;

(3) return z.

Abbildung 5.7 Direkter Buchstabenvergleich ,,von links nach rechts* ab Stellen u und v mit
1<u<v<n+1.

Unser Algorithmus berechnet die Werte Z; nacheinander, in Runden ¢ = 2,... n.
Zur Verbesserung der Effizienz wollen wir erreichen, dass jeder Buchstabe von T[2..n]
hochstens einmal ,erfolgreich verglichen wird, das heifit, als zugehorig zu einem Z-
Block erkannt wird. In Abb. 5.8 wird der Ablauf veranschaulicht.

Wir betrachten Runde 4, und nehmen an, dass Zs, ..., Z; 1 schon vorliegen. Weiter
bendtigen wir

re=ri=max({{+ 2, —-1|2<1<4,7 >0} U{0}), fiiri=1,...,n,

den maximalen Endpunkt eines nichtleeren Z-Blocks, der strikt links von Position 7
beginnt. Wenn es keinen solchen Z-Block gibt, setzen wir (kiinstlich) r = r,_; = 0.
(Insbesondere ist r; = 0.) Wenn r > 2 gilt, dann soll [ = [;_; < i Startpunkt eines

5Wenn man dies tats#ichlich programmiert, wird man zur Beschleunigung folgenden Standardtrick
verwenden: Der Text T steht in einem Array der Linge mindestens n + 1, an Position n 4+ 1 steht
als ,,Stopper* (,,sentinel”) ein Buchstabe, der in T[1..n] nicht vorkommt. Damit entfillt der Test auf
das Erreichen des Arrayendes, und Zeile (2) reduziert sich zu while T [u+z] = T[v+z] do z++;
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Blocks mit Endpunkt r sein. (Der Algorithmus arbeitet immer mit dem gréfiten solchen
[ — das ist aber nicht wesentlich.

7 11213456 7|8(9(10{11]12|13|14[15|16]| Fall
Ti]|a|r|a|bla|r|a|bla|r|a|r|t|a|r]|a

2 a 1
3 alr 1
4 1
5) alr|lalblalr|al|b 1
6 2a
7 a 2a
8 2a
9 alr|lalp 2b
10 2a
11 a a 2b
12 2a
13 a

14 alr|all
15 a 2a
16 al 2b

Z; |—10 107|010 [3]0]2]0]0]3]0]1

r; (01033 |11|11|11|11|11}11|12|12|12|16|16|16
Li |—|—|3[3[5|5[5[5]9|9|11|11|11|14|14|16

Abbildung 5.8 Berechnung der Z-Blocke und Prifixwerte Z; fir T[1..16] =
arabarabarartara durch Algorithmus 5.4.9. Dargestellt sind: Prifixwerte Z;, Hilfszahlen
r; und l;, Nummern der Félle im Algorithmus. (...  bedeutet erfolgreiche Buchstaben-
vergleiche in scan, i bedeutet Mismatch in scan, bedeutet im Fall 2 abgeleitete
Ubereinstimmung, ~ bedeutet im Fall 2 abgeleitete Mismatchposition.)

Fall 1: r < .

Das bedeutet: Keine Position in T'[i..n] ist in einem bisher bekannten Z-Block enthalten,
d.h., diese Z-Blocke enthalten keine Information iiber den Bereich T'[i..n|. Eventuell
ist Stelle T'[i] schon einmal oder mehrmals getestet worden, aber es handelte sich dann
nur um Mismatch-Ergebnisse. Durch die Festlegung r1 = 0 wird erreicht, dass fiir die
erste Runde, 7 = 2, dieser Fall eintritt.

In diesem Fall finden wir den Z-Block an Stelle ¢+ durch eine direkte Durchmusterung,
namlich durch einen Aufruf z := scan(1,4). Dann ist Ti..i + z — 1] der Z-Block an
Stelle 7, und es gilt Z; = z.

Die Aktualisierung von 7 und [ in Vorbereitung fiir die néchste Runde ¢ + 1 ist auch
einfach: Wenn Z; = 0, ist der neu gefundene Z-Block leer, und wir behalten die alten
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Werte r und [ bei. (In Abb. 5.8 ist dies fiir i« = 2,4,13 der Fall.) Wenn Z; > 0, ist
Tli..i + Z; — 1] der Z-Block mit Startpunkt < i + 1, der am weitesten nach rechts
reicht, und wir setzen r :=r; ;=1 + Z; — 1 und [ :=[; := 7. (In Abb. 5.6 geschieht dies
fiir ¢ = 3,5, 14.)

Fall 2: r > 4.

Das bedeutet: Position 4 ist im schon bekannten nichtleeren Z-Block T'[l..r] enthalten.
Wir benutzen dies, um bei der Ermittlung des Z-Blocks an Stelle ¢ Buchstabenvergleiche
einzusparen.

Wir haben [ < i < r. Da T[l..r] ein nichtleerer Z-Block ist, gilt T'[l..r] = T[1..r—{+1].
Uns interessieren in T'[[..r] nur Positionen von i ab nach rechts, daher definieren wir
j:=1—1041 (dann ist 2 < j < i) und halten fest:

Tli.r] = Tljr —1+1]. (5.3)

Wir verfolgen nun (in Gedanken, nicht algorithmisch) T'[i + z|, T[j + 2], T[1 + z],
fir  =0,1,2,..., bis entweder ein z > Z; erreicht wird (dann kann man Z; direkt
ablesen, ohne einen einzigen Buchstabenvergleich) oder ¢ + z den Wert r erreicht
und (5.3) nicht mehr weiterhilft (dann muss man weitere Buchstaben vergleichen).
Es ergeben sich zwei Félle.

Fall 2a: Z; <71 —1.

Dann gilt j+ Z; < (i — 1+ 1)+ (r —i) = r — [+ 1. Damit liegt der Z-Block an Stelle
J inklusive seiner Mismatch-Stelle j 4+ Z; vollstandig im Teilwort T'[j..r — [+ 1]. Weil
dieses nach (5.3) mit 7[i..r| identisch ist, gilt T[j..j + Z;| = T'[i..i + Z;]. Also haben
wir T'[i..i+2Z; -1 =T[j..j+Z; -1 =T[1.Z)und T[i+ Z;) = T[j + Z;] # T[1+ Z;].
Daraus folgt Z; = Z;, und wir haben Z; ohne weiteren Buchstabenvergleich ermittelt.
Die Werte r und [ werden beibehalten, weil (offensichtlich) das rechte Ende des Blocks
an Stellei bei i + 7, —1 =i+ 2Z; — 1 <i+ (r—i)—1<r liegt.
Im Beispiel in Abb. 5.8 tritt Fall 2a mit Z; =0 fiir i = 6, 7, 8, 10, 12, 15 ein. Fiiri =7
haben wir r = 74 = 11 und | = lg = 5, also T'[l..r] = T'[5..11] = arabara, der Wert j
ist 7—14+1=3mit Z3 =1<5=r—7+ 1 und wir haben T'[7..8] = T[3..4] (= ab).
Ohne T7[1..2] anzusehen, konnen wir schlieflen, dass Z7; = Z3 (= 1) gilt.

Fall 2b: Z; > r — 1.
Dann ist das (nichtleere) Teilwort T'[j..r — [ + 1] vollstédndig im Z-Block an Stelle j

enthalten, und wir erhalten:

T —i+1] =T —1+1]%

Tli..r]. (5.4)
Mit dem Aufruf z := scan(r — i + 2,r + 1) fithren wir weitere direkte Buchstaben-
vergleiche durch, ab Positionen r — ¢ + 2 und r + 1 in 7" nach rechts gehend. Das
Ergebnis z gibt die Anzahl der iibereinstimmenden Buchstaben an. Also gilt nun
Tlr—i+2.r—i+z+1]=Tr+1lor+zjund (r+z=noder T[r —i+ z+2] #
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T[r+ z+1]). Zusammen mit (5.4) ergibt sich T[1..r —i+ z+ 1] = T[i..r + z]. Daher
gilt Z; =r—i+2z+1. Weili+Z7Z;,—1 =r+2z > rund Z; > 1 gilt, haben wir r; = r+ z,
und wir kénnen [; = ¢ setzen.

Im Beispiel in Abb. 5.8 tritt Fall 2b fiir ¢ = 9, 11, 16 ein. Fiir ¢ = 9 stellt sich in scan
sofort ein Mismatch ein, fiir ¢ = 11 verldngert sich die Folge der bekannten Buchstaben,
im Fall ¢ = 16 wird die Schleife in scan gar nicht ausgefiihrt, weil r +1 =176+ 1 > 16
ist.

Wir setzen nun diese Uberlegungen in Pseudocode um. Die jeweils relevanten Werte r
und [ werden in Variablen r bzw. 1 aufbewahrt, die nur falls nétig mit neuen Werten
iiberschrieben werden.

Algorithmus 5.4.9 (Prifixwerte).
Z-Algorithmus(T[1..n])

Eingabe: T[1..n]: Text;

Ausgabe: Z[2. .n]: Vektor der Préfixwerte.

(1) T+ 0

(2) for i from 2 to n do

(3) ifi>r

(4) then // 1. Fall

(5) z < scan(1,1);

(6) Z[i] + z;

(7) if z> 0 then r < i+z-1; 1 « i;
(8) else // 2. Fall

(9) if Z[1-1+1] < r-i+1

(10) then // Fall 2a

(11) Z[1i] « Z[i-1+1];
(12) else // Fall 2b

(13) z < scan(r-i+2, r+1);
(14) Z[i] < r-i+z+1;

(15) r < r+z; 1 < i

(16) return Z[2..n].

Zum besseren Verstéindnis fiihre man Algorithmus 5.4.9 mit Hilfe von Abb. 5.8 auf der
Beispieleingabe arabarabarartara aus.

Fiir die Aufwandsanalyse von Algorithmus 5.4.9 iiberlegen wir Folgendes: Fiir jedes
i € {2,...,n} werden auBerhalb der scan-Aufrufe in Zeilen (5) und (13) nur einige
Zahlen berechnet und Fallunterscheidungen vorgenommen. Dies zusammen kostet
O(1) Zeit fur jedes i. Wenn ein scan-Aufruf erfolgt, dann werden sequentiell Positionen
T[u+ z] und T'[v + z] des Textes mit anderen verglichen, und zwar beginnt v 4 z bei
max{r;_1 + 1,4} > 7;_1. Jeder solche Aufruf liefert eventuell Ubereinstimmungen
(yerfolgreiche Vergleiche) und am Ende ein Mismatch. Wenn ein Aufruf sofort zu
einem Mismatch fiithrt, ist er in konstanter Zeit beendet, mit einem Vergleich. Wenn
erfolgreiche Vergleiche vorkommen, liegen die iibereinstimmenden Positionen v + 2
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im Bereich max{r; 1 +1,i},...,r;. Da die Schleife mit ¢ = 2 beginnt und r,, < n gilt,
gibt es insgesamt maximal n — 1 solche erfolgreichen Vergleiche, und die scan-Aufrufe
zusammen haben Rechenzeit O(n). — Wir haben damit die folgende Behauptung
bewiesen.

Proposition 5.4.10. Algorithmus 5.4.9 berechnet die Prifizwerte fir T[1..n] in Zeit
O(n) und fihrt dabei maximal 2n — 2 Vergleiche zwischen Buchstaben durch. UJ

5.4.4.2 Anwendung der Prifixwerte

Wir zeigen hier, dass die Berechnung der Préfixwerte direkt zu einem Linearzeit-
algorithmus fiir Textsuche fithrt und dass man die Randfunktion und die KMP-
Fehlerfunktion eines Musters direkt aus den Préfixwerten berechnen kann.

Bemerkung 5.4.11. Der Z-Algorithmus kann unmittelbar zu einem Textsuchalgorith-
mus mit linearer Laufzeit ausgebaut werden. Wenn Muster P[1..m] und Text S[1..n]
gegeben sind, setzt man T := T[l.n + m| := P o S (Konkatenation von Muster
und Text) und wendet auf 7' Algorithmus 5.4.9 an. Es ist leicht zu sechen, dass
Sli..i + m — 1] = P[l..m] genau dann gilt, wenn der Z-Block in T'[l..n + m| an
Stelle m + ¢ Lénge mindestens m hat, d.h., wenn Z,,,; > m ist. Man berechnet
also die Prifixwerte und sucht dann die heraus, die > m sind. Dieser Algorithmus
wiirde (wie Algorithmus 5.4.9) alle n + m Préfixwerte speichern. Eine leichte Mo-
difikation dieser Idee erlaubt es sogar, den Platzbedarf auf O(m + |A|) zu senken,
wo A = {i | S[i.i+m — 1] = P[l..m]} die Ausgabemenge ist. Man arbeitet mit
T :=T[l.n+m+1] := Po# oS, wobei # ein Buchstabe ist, der in P o S nicht
vorkommt. Dann gilt P[l..m] = S[i..i + m — 1] genau dann wenn Z,,;14; > m ist.
Wegen des Fremdbuchstabens an Stelle m 4+ 1 kann kein Z-Block von 7" mehr als m
Buchstaben haben. Das bedeutet, dass fiir den Wert j im 2. Fall in Abschnitt 5.4.4.1
die Ungleichung j =i —1+1 < r —[1+1 < m gilt. Daher werden in Algorith-
mus 5.4.9 in Zeilen (9) und (11) nur Werte Zs, ..., Z,, abgefragt. Die weiteren Z-Werte
Lty Lma2s -« -y Zmine1 werden nur berechnet und mit m verglichen, aber nicht ge-
speichert.

Bemerkung 5.4.12. Wir betrachten ein Muster P[1..m] und iiberlegen, wic man aus
der Folge der Prafixwerte (Za, ..., Z,) fir P die Randfunktion (als Tabelle £ [0..m])
berechnen kann, ohne P nochmals anzusehen. Man erinnere sich: Fiir 0 < ¢’ < ¢ <
m heifit P[1..¢'] ein Rand von P[l..q], wenn P[l..¢'| = Plg — ¢’ + 1..q] gilt. Die
Randfunktion fir P ist durch

) ()‘7fP - 1 fiirg=20
bord\d) *= Jbora\q) = max{q | P[1..¢'] ist Rand von P[l..q]} firl<g<m

definiert. Wir wollen diese Funktion als Tabelle f£[0..m] berechnen. Offensichtlich
muss man f[0] <« —1 setzen. Ab hier betrachten wir nur noch 1 < ¢ < m. Da ¢
Rand jedes nichtleeren Wortes P[1..q] ist, gilt foora(q) > 0 fiir 1 < g < m.
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Wir unterscheiden zwei Typen von Réndern P[1..¢'] fiir ein P[1..q]:

Typ 1: (Nicht verlingerbar) ¢ = m oder (¢ < m und Pl¢' + 1] # Plq + 1]).

Typ 2: (Verlingerbar) ¢ < m und P[¢' + 1] = P[q + 1].

Wir definieren:
f1(g) :==max({0} U{q" | P[1..¢'] ist Typ-1-Rand von P[l..¢|}) fiir 1 < g < m. (5.5)

Wir berechnen zunéchst fi(q). Betrachte dazu einen beliebigen Typ-1-Rand P[1..¢]
von P[l..q], also P[1..¢'| = Plqg — ¢ + 1..q]. Wir mochten, dass ¢ — ¢ + 1 < m gilt.
Dies ist im Fall ¢ < m sicher erfiillt. Bei ¢ = m gibt es nur eine Ausnahme, ndmlich
¢ = 0. Wenn P[l..m] aufler € keine weiteren Rénder hat, gilt fi(m) = foora(m) = 0.
Im Folgenden betrachten wir nur noch nichtleere Rénder P[1..¢'] von P[l..m]. Fir
i == q— ¢ + 1 haben wir dann 2 < i < m. Dass der Rand P[1..¢'| nicht verldngert
werden kann, bedeutet, dass PJi..q] der Z-Block an Stelle 7 ist und dass ¢’ = Z; gilt,
also 1 + Z; — 1 = q. Wir erhalten damit:

filg) = max({0} U{Z [2<i<mAi+ Z —1=q})
Um das grofite Z; zu erhalten, muss ¢ so klein wie moglich gewahlt werden.

Um die Werte fi(q) zu berechnen, kénnten wir fiir jedes ¢ einzeln die Folge i =
m,...,2 durchlaufen, und im Fall i + Z; — 1 = ¢ die Zuweisung f [¢q] < Z; ausfiihren.
Da das kleinste passende 7, entsprechend dem gréfiten Z;, zuletzt getestet wird, steht
am Ende das grofite passende Z; in £ [¢] (bzw. immer noch 0, wenn es kein passendes i
gibt). Man kann diese Berechnung mit einem netten Trick beschleunigen: Initialisiere
zunéchst £ [1..m] mit Nullen, fiir 1 < ¢ < m. Da g =i+ 7;—1 aus i und Z; berechnet
werden kann, geniigt die einfache Schleife

for i from m downto 2 do f[i + Z; — 1] + Z;

mit Rechenzeit O(m), um alle £ [¢] auf den Wert fi(q) zu bringen. Wenn ¢ < m gilt
und P[l..q] gar keinen Typ-1-Rand hat, oder wenn ¢ = m gilt und P[1..m] keinen
nichtleeren Rand hat, steht in f [¢] immer noch der Initialisierungswert 0.

Nun wollen wir in einem weiteren linearen Durchlauf mit g =m—1,...,1in f[1..m]
die korrekten Werte foq(q) erzeugen. Dazu iiberlegen wir Folgendes: Der Wert
flml = fi(m) ist schon korrekt, da P[l..m| keinen Typ-2-Rand hat. Fiir ¢ < m
gibt es zwei Félle: (1) Der lingste Rand von P[l..q] ist vom Typ 1. Dann gilt
foora(q) = fi(q). Weiter gilt foora(q + 1) — 1 < foora(q) = fi(q). (Jeder Rand von
P[1..q + 1] liefert einen fiir P[1..q] mit um 1 geringerer Lénge.) (2) Der lingste Rand
von P[l..q] hat Typ 2. Dann gilt fi(q¢) < foord(¢) = foora(¢ + 1) — 1. — In beiden
Féllen erhalten wir fyora(q) = max{fi(q), foora(¢ + 1) — 1}. Daher vervollsténdigt die
folgende Schleife die Berechnung der Randfunktion:
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for q from m — 1 downto 1 do f[¢] < max{f[q],fl¢+ 1] — 1}.

Das gesamte Verfahren zur Berechnung der Randfunktion ist in Algorithmus 5.4.13
dargestellt.

Algorithmus 5.4.13 (Randfunktion aus Préifixwerten).
bord-from-prefix-numbers(2s, ..., Z,,)

Eingabe: (Zs,...,Z,,): Prifixwerte von P[l..m];

Ausgabe: f[0..m]: Randfunktion von P[1..m] als Tabelle.

(1) f£[0] < —1; for q from 1 to m do £ [¢q] < O;

(2) for i from m downto 2 do f[i+ Z;, — 1] < Z;;

(3)  for q from m — 1 downto 1 do f[¢] + max{f[q¢],flqg+ 1] — 1};
(4) return f [0..m].

Beispiel: Im Beispiel in Abb. 5.6 wird f£[11] mit O initialisiert und in der Schleife in
Zeile (2) erst mit ¢ = 9 auf 3, dann mit i = 5 auf f1(11) = 7 verdndert. Die Schleife
in Zeile (3) vergleicht £[11] mit £[12] — 1 = 1, das Maximum ist 7. Bei £[7] ist
der Ablauf der folgende: Initialisierung mit 0, Anderung in Zeile (2) auf 1, mit i = 7,
Anderung in Zeile (3) auf 3, weil £[8] = 4 ist.

Bemerkung 5.4.14. Noch viel einfacher als die Berechnung der Randfunktion gestal-
tet sich die Berechnung der KMP-Fehlerfunktion aus den Préfixwerten Zs,..., 7,
eines Musters. Erinnerung: fxmp(q) ist die Lénge ¢’ eines ldngsten Randes P[1..d
von P[1..¢'| vom Typ 1 (siehe Bem. 5.4.12). Wenn P[1..¢'| keinen Typ-1-Rand hat, ist
fxmp(q) = —1. Um diese Werte zu berechnen, gehen wir wie folgt vor: Wir initialisie-
ren £_KMP[¢] mit —1, fiir 0 < ¢ < m, und £_KMP [m] mit 0 (weil P[l..m] immer den
Typ-1-Rand ¢ hat). Dann korrigieren wir die Eintrége, so dass £_KMP [¢] die Lénge
¢ des lingsten Typ-1-Randes von P[l..q] ist, wenn ein solcher iiberhaupt existiert.
Dafiir kénnen wir, wie oben diskutiert, Zeile (2) in Algorithmus 5.4.13 benutzen. Es
ergibt sich Algorithmus 5.4.15.

Algorithmus 5.4.15 (KMP-Fehlerfunktion aus Préfixwerten).
KMP-from-prefix-numbers(Zs, ..., Z,,)

Eingabe: (Zs,...,Z,,): Prafixwerte von P[l..m];

Ausgabe: f_KMP[0..m]: KMP-Fehlerfunktion von P[1..m] als Tabelle.
(1) for q from 0 to m — 1 do £_KMP[q] <— —1; £_KMP[m] « 0;

(2) for i from m downto 2 do f_KMP[i + Z; — 1] + Z;;

(3) return f_KMP[0..m].

5.4.4.3 Suffixwerte eines Textes

Gegeben sei ein Text T'[1..n|. Spiegelverkehrt zu Prifixwerten sind ,,Suffixwerte” Ny,
firl <k<n.
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Definition 5.4.16. Sei T'[1..n| ein Text. Firl < k < n definieren wir Ny als die Linge
z des lingsten Suffives Tk — z 4 1..k| von T[1..k], das auch Suffiz von T (also gleich
Tn—z+ 1..n]) ist.

Die Suffixwerte NV, zu berechnen ist offensichtlich dasselbe Problem wie das in Ab-
schnitt 5.4.4.1 ausfiihrlich betrachtete Prdfixwerteproblem, nur spiegelverkehrt. Man
kann daher das Spiegelwort TR[1..n] von T bilden, mit TR[i] = T[n — i + 1], fiir
1 <4 < n, und dann mit Algorithmus 5.4.9 die Z-Werte Zs, ..., Z, von TR[1..n]
berechnen. Dann gilt:

N = Zp_gy1, fir 1 <k <n.

Alternativ kann man eine gespiegelte Variante von Algorithmus 5.4.9 benutzen, der
Indizes i = 2,...,n durch k =n — i+ 1 ersetzt. Diese ist in Anhang A.1 dargestellt.

Wir geben in Abb. 5.9 zur Veranschaulichung spéterer Verfahren die Suffixwerte und
die zugehérigen Blocke von TR[1..16] = aratrarabarabara an, dem Spiegelbild des
Wortes in Abb. 5.6.

k 1121314 (5][6|7|8|9(10[11{12]|13|14|15|16
Tklla|r|a|t|r rlalbla|r|a|bla|r|a
N, [1]10]13]10]0]2]0|3]0|1]0|7]0|1]0]|—
1 a

2 a

3 |alr|a

4 a

5 a

6 alr|a

7 =

8 bla|r|a

9

10 r|a

11 a

12 blalr|a|b|la|r|a

13

14 r|a
15 a

Abbildung 5.9 Suffixwerte Ny und zugehorige Blocke fiir T'[1..16] = aratrarabarabara
(... bedeutet Ubereinstimmung mit einem Suffix von 7', == bedeutet Mismatch).
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5.4.4.4 Die Berechnung der GS-Werte fiir ein Muster P

Gegeben sei das Muster P[1..m]. Wir nehmen an, dass die Suffixwerte Ny, 1 < k < m,
fiir P schon vorliegen. Diese werden nun geschickt benutzt, um GS(j) zu berechnen,
fir 0 <j <m.

Man erinnere sich an Definitionen 5.4.3 und 5.4.4. Danach ist GS(j) die kleinste Zahl
s > 1, die (5.1) oder (5.2) erfiillt. Zur Notationsvereinfachung schreiben wir

k=m—s,also s=m —k,
und formen (5.1) und (5.2) um. Fiir jedes j € {0, ..., m} suchen wir die grifite Zahl
k < m, die
m—j<k<mund P[j+1.m|=P[j —m+k+ 1..k] und P[j] # P[j —m + k|
(5.6)

oder

0<k<m-—jund Plm—k+ 1..m| = P[1..k] (5.7)
erfiillt. Zur Ilustration siehe die Abbildungen 5.11 und 5.12.

Bei einem ,, groBen Shift mit s > j gilt 0 < k < m — j, und P[l..k] ist ein Rand
des Musters. Unter diesen k suchen wir das grofite, das Lange < m — j hat. Wir
definieren:

0(3) := max{k < m — j | P[l..k] ist ein Rand von P}, fiir 0 < j < m.

Der Wert j = 0 ist ein Sonderfall. Da ein langster Rand hochstens m — 1 Buchstaben
haben kann, kommen auch fiir j = 0 nur Werte £ < m — 1 in Frage, und es gilt
0(0) = £(1). Es bleibt die Aufgabe, ¢(j) fiir 1 < j < m zu berechnen. Wenn P[1..k]
ein nichtleerer Rand von P ist, gilt Ny = k. (Illustration: Ny = 1 und N3 = 3 in
Abb. 5.9.) Wir haben also:

((j) = max{k <m — j | k=0 oder N} =k}, fiir 1 < j <m.

Wir berechnen ((j) fir j = m,m — 1,...,1 nacheinander. Bei j = m ist die Sache
klar: Es kommt nur der leere Rand, also k = 0, in Frage, also ist ¢(m) = 0. Fiir
1 < j < m gibt es zwei Moglichkeiten: Setze k(j) = m — j. Wenn Ny = k(j) gilt,
dann ist P[1..k(j)] ein Rand der Lange k(j) = m — j, also gilt £(j) = k(j) = m — j.
Wenn aber Nj;) < k(j) gilt, dann ist das maximale & < m — j, fiir das k = 0 oder
N = k gilt, in Wirklichkeit sogar < m — (j + 1), d. h., wir haben ¢(j) = ¢(j + 1).

In Abb. 5.10 ist Pseudocode fiir die Berechnung der /-Werte angegeben.

Nun wenden wir uns , kleinen Shifts“ mit 1 < s < 5 zu. Damit eine solche Shiftweite
in Frage kommt, muss fiir £ = m — s > m — j die Bedingung (5.6) gelten. Wir setzen:

L(j) :=max({k | m —j <k <m |k erfiillt (5.6)} U{0}), fir 0 < j < m.
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(1) 1[m] < 0;
(2) for j from m — 1 downto 1 do
(3) if N[m-j] = m~-j then 1[j] < m-j else 1[j] < 1[j+1].
(4)  1[0] « 1[1].
Abbildung 5.10 Berechnung der /-Werte
m—j
1 J m
f S
P
1 | [ 1
P
1 m—s m

Abbildung 5.11 Ein ,grofler Shift“ s = m — k > j ist zuléssig nach Mismatch an Stelle j
genau dann wenn P[1..k] ein Rand von P[1l..m] der Linge < m — j ist.

1 J m
S
P:
B O | T | R | I
P:
1 m—s m
Jj—s J—stl |
k
m—j

Abbildung 5.12 Ein  kleiner Shift“ s = m — k < j ist zuléissig nach Mismatch bei j genau
dann wenn N = m — j gilt. Eine kleinste Shiftweite s mit dieser Eigenschaft entspricht
einem moglichst groflen solchen k& > m — j. Es muss kein solches k£ geben.

Berechnung der L(j): Es kommt hier darauf an, alle L(j)-Werte, von denen jeder
eine Maximumsbildung enthélt, in Linearzeit zu berechnen. Der zentrale Trick ist
folgende Beobachtung, die einen Zusammenhang zwischen den Suffixzahlen N, und



(4. Februar 2022, 09:28 Uhr) 25

Bedingung (5.6) herstellt, siche auch Abb. 5.12:

Lemma 5.4.17. Firm — j < k <m gilt (5.6) genau dann wenn Ny =m — j ist.

Beweis: Bedingung (5.6) lautet, etwas umgeschrieben:
P[j +1..m] = P[k — (m — j) + 1..k] A P[j] # P[k — (m — j)].

Das heifit: Wenn man an der Stelle P[k] startend nach links geht, findet man m — j
Buchstaben, die mit P[m — j + 1..m| tibereinstimmen, der nichste Buchstabe passt
nicht mehr. Nach Definition der Suffixzahlen heifit das, dass N, = m — j ist. ([l

Die in Abb. 5.13 angegebene Schleife berechnet die Zahlen L(j), gespeichert in einem
Array L[0..m], aus den Suffixwerten. Der Werte L(0) = L(1) = 0 werden einfach
gesetzt.

(1)  for j from 0 to m do L[j] « 0;
(2) for k from 1 to m — 1 do
(3) j < m—N[k]; L[] < k;

Abbildung 5.13 Berechnung der L-Werte

Um zu verstehen, was im Programmstiick in Abb. 5.13 passiert, betrachtet man ein
festes j und beobachtet den Inhalt von L[7]. Nach der Initialisierung ist dies 0. Fiir
jedes k mit N, = m — j, in aufsteigender Reihenfolge, wird k& nach L[j] geschrieben.
Am Ende enthélt L[j] natiirlich das maximale solche k (oder immer noch 0, wenn
es kein solches k gibt), und dies ist nach der Definition von L(j) und Lemma 5.4.17
genau L(7).

Wir haben nun ¢(j)-Werte, 0 < j < m, und L(j)-Werte, 0 < j < m. Wie oben schon
gesagt, ist dann

GS(j) = m —max{l(j), L(j)}, fir 0<j <m.

Wir fassen das Ganze in einem Programm zur Berechnung der GS-Shiftwerte zusam-
men. Angenommen ist, dass die Suffixzahlen Ny, 1 < k < m, des Musters vorliegen.

Algorithmus 5.4.18 (Berechnung der GS-Shiftwerte).
BM-GS-Preprocessing(N[1..m — 1])
Eingabe: N[1..m — 1], die Suffixzahlen des Musters P[1..m];
Ausgabe: GS[0..m], die GS-Shiftwerte.
// Berechnung der ¢(j), vgl. Abb. 5.10 :
(1)  10ml « 0
(2) for k from 1 to m — 1 do
(3) if N[k]=k then 1[m-k] < k else 1[m-k] < 1[m-k+1].
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(4) 1001 « 1[1];
// Berechnung der L(j), vgl. Abb. 5.13
(5)  for j from O to m do L[j] < 0;
(6)  for k from 1 to m — 1 do
(7) j < m—NI[k]; L[j] < k;
// Berechnung der GS(j):
(8)  for j from 0 to m do GS[j] <~ m - max{1(j),L(j)};
(9) return GS[0..m].

Wir betrachten den Ablauf des Algorithmus 5.4.18 auf dem Beispielwort araratara-
ratar. Wir stellen uns vor, die Ng-Werte liegen schon vor:

k| 1]1213]4]5]6|7]8]9|10/11]12]13|14]
Pkl | alr|al|r|alt|alr|al|r|alt|a|r]|
Ne | 0[2]0[2[0[0]0]8]0]2[0]0]0]—]

Die /(j)-Werte, eingetragen in der Reihenfolge j = m, j =m—k=m—-1,m—2,...,m—
(m—1) =1, dann £(0) = ¢(1), sind:

j | 0]1]2[3[4]5[6]|7]8]9]10[11|12]13[14]
(5) | 8I8[8[8[8[8]8[2]2[2]2]2[2]0][0]

Wir iiberpriifen, dass der Eintrag ¢(9) = 2 korrekt ist. Der ldngste Rand von P mit
Lénge hochstens 14 —9 = 5 ist ar, mit Lénge 2. Dagegen gilt ¢(3) = 8, denn der ldngste
Rand von P mit Lénge hochstens 14 — 3 = 11 ist araratar, mit Lénge 8.

Nun betrachten wir die Berechnung der L(j)-Werte. Um zu verdeutlichen, wie diese sich
veréndern, werden sie untereinander geschrieben, wo eigentlich Uberschreiben stattfin-
det. Man beachte, dass die Zahlen £ = 1,...,m — 1 in dieser Reihenfolge eingetragen
werden. Die Initialisierung erfolgt mit 0.
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G| 0[1]2]3]4]5]6]7]8]9][10[11]12]13]14
L(G) | 0[0]0[O[O0[0]O[O[O[0]O[O[0]0]O]
I 2 A I O O A A
[ A A O A S 2
R A I I O A R U
[ O O A B
I
A A I O O
O e O ey
[ O I ]
O I ]

Eintragungen:

k =1 an Position 14 — N(1) =

k = 2 an Position 14 — N(2) =

k = 3 an Position 14 — N(3) = 14 — 0 = 14,
k = 4 an Position 14 — N(4) =

k =5 an Position 14 — N(5) =

k = 8 an Position 14 — N(8) = 14 — 8 = 6,

Die unterste Zahl in Spalte j ist L(j). Man beachte, wie durch die Eintragungsreihen-
folge automatisch das Maximum gefunden wird. Eine Ausnahme bilden die j = m— Ny,
wo k = m — j ist. Diese erfiillen N = k. Fiir solche j setzt das Programm L[j] auf
k. Man beachte, dass dies auch der Wert ¢(k) ist, so dass bei der Maximumsbildung
nichts passiert. Im Beispiel sind j = 6, k = 8 mit N(8) = 8 eine solche Konfiguration.
Ergebnis durch Maximumsbildung und Komplementierung:

j 011]2]3[4]5|6]7]8]|9]10/11]12]13|14]
max{/(j), L(j)} | 8[8[8[8[8|8[8]2]2]2[2]2]10[0 |13
GS(j) 6166|6666 [12(12[12[12[12]4 [14| 1 |

Wir konnen einige dieser Shiftwerte interpretieren: GS(14) = 1 heifit: Wenn beim Ver-
gleich im BM-Algorithmus das rechte Ende von P[1..14] unter einem Buchstaben # r
steht, kann man nur um 1 verschieben.

GS(13) = 14 heifit: Wenn P[14] unter einem r steht, aber P[13] nicht unter einem a,
dann passt keine Stelle des Musters hierher (im Muster steht vor jedem r ein a), also
ergibt sich ein grofler Sprung von 14.

GS(9) = 12 heifit: Wenn P[10..14] = ratar passen, aber P[9] = a nicht, diirfen wir
um 12 Positionen schieben — die Uberlappung zwischen alter und neuer Position des
Musters sind nur die beiden letzten Buchstaben ar.

GS(5) = 6 heifit: bei einer Ubereinstimmung mit dem Suffix P[6..14] = atararatar,
und einem Fehler bei P[5] = a konnen wir um 6 Positionen schieben, so dass das
Prifix P[1..8] = araratar an die Stelle zu stehen kommt, wo vorher das Suffix
P[7..14] = araratar stand.

27
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Die in Algorithmus 5.4.18 gewihlte Notation fiir die Vorverarbeitung hat den Vorteil,
dass man die dahinterliegenden Ideen noch einigermafien erkennen kann. Es ist aber
unnotig, drei Arrays bereitzustellen: eines geniigt vollkommen. In ihm werden zuerst
die Zahlen m — £(j), 0 < j < m, berechnet. Hierbei spart man sich durch die Ver-
wendung einer Variablen ell, die den laufenden ¢(m — k)-Wert enthélt, Zugriffe auf
das Array und Kopiervorgéinge. Danach erfolgt die Korrektur fiir die L(j)-Zahlen wie
in Abb. 5.13, wobei auch hier der Eintrag gleich in der komplementéren Form m — k
erfolgt. Die Minimumsbildung erfolgt dabei automatisch, da die Werte k in aufstei-
gender Reihenfolge bearbeitet werden. Eintrage L(j) = 0 konnen ignoriert werden.
Algorithmus 5.4.19 gibt das resultierende Programm an (das natiirlich nicht mehr zu
verstehen ist).

Algorithmus 5.4.19 (Berechnung der GS-Shiftwerte direkt in einem Array).
BM-GS-Preprocessing(N[1..m — 1])

Eingabe: N[1..m — 1]: die Suffixzahlen des Musters P[1..m];

Ausgabe: GS[0..m]: die GS-Shiftwerte.

// Berechnung der Werte ¢(m — k) in e11 und der Werte m — ¢(m — k) in GS[..]:
(1) ell <+ 0;

(2) GS[m] + m;

(3) for k from 1 to m — 1 do

(4) if N[k]=k then ell < k;

(5) GS[m-k] < m - ell;

(6)  GS[0] <= m - ell;

// Korrektur durch die Werte m — L(j):

(7) for k from 1 to m — 1 do GS[m-N[k]] <+ m - k;

(8) return GS[0..m].



Anhang A

A

A.1 Direkte Berechnung von Suffixwerten

Wir geben an, wie man in Analogie zu Algorithmus 5.4.9 die Suffixwerte eines Wortes
direkt berechnet, indem man es einmal von rechts nach links liest. Zunéchst formu-
lieren wir die gespiegelte scan-Funktion:

function invscan(u,v) // Vorbedingung: 0 <u <wv <n

(1)  z <+ 0;
(2) while u-z > 1 A Tlu-z] = T[v-z] do z++;
(3) return z.

Abbildung A.1 Direkter Buchstabenvergleich T'[u — z] Z T[v — z| ,von rechts nach links*
ab Stellen u und v mit 0 < u < v < n. Die Ausgabe ist die groite Zahl z € {0,1...,u} mit
Tu—z+1.u] =T[v—2z+1..v]. (Die Ausgabe z = 0 erscheint, wenn v > 1 und T'[u] # T'[v]
gilt oder wenn u = 0 gilt.)

29
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Algorithmus A.1.1 (Suffixwerte eines Textes).
Suffixwert-Algorithmus(T[1. .n])

Eingabe: T[1..n]: Text;

Ausgabe: N[1..n — 1]: Vektor der Suffixwerte.

(1) 1l n+1;

(2) for k from n — 1 downto 1 do

(3) ifk<1

(4) then // 1. Fall, gespiegelt

(5) z < invscan(k, n);

(6) N[k] + z;

(7) if z> 0thenl < k-z+1;r < k; // (Fall 1b)
(8) else // 2. Fall, gespiegelt

9) if N[n-r+k] < k-1+1

(10) then // (Fall 2a)

(11) N[k] < N[n-r+k];

(12) else // (Fall 2b)

(13) z < invscan(1-1, n-r+1-1);
(14) N[k] + k-l+z+1;

(15) 1l 1-z;r < k;

(16) return N[1..n —1].

Die Tabelle in Abb. A.2 gibt die Suffixwerte fiir den Text araratararatar der Liange
14 an.

kol 112]3]4|5]6]|7]8|9[10/11]12]13]14|
Tkl | alr|alr|alt|alr|alr|alt|alr]|
Ni [ 0[2]0]2]0]0]0]8[0[2[0[0[0][—]

Abbildung A.2 Die Suffixwerte fiir T'[1..14] = araratararatar.
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