Elimination von Gleichungen

Definition
Eine X-Formel ist gleichungsfrei, wenn sie keine Teilformel der Form s =t
enthalt.

Ziel: Aus einer X-Formel ¢ soll eine erfiillbarkeitsdquivalente gleichungs-
freie Formel ¢’ berechnet werden.

Bemerkung: Man kann i.a. keine dquivalente gleichungsfreie Formel ¢’
angeben, da es eine solche z.B. zu ¢ = (VxVy: x = y)
nicht gibt.

Idee: Die Formel ¢’ entsteht aus ¢, indem alle Teilformeln der Form x = y

durch Gl(x, y) ersetzt werden, wobei Gl ein neues Relationssymbol
ist.
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Notationen
® Sei ¥ = (Fun, Rel, ar) endliche Signatur und ¢ ¥-Formel.

* Y = (Fun,Rel W {Gl}, arg)) mit argi(f) = ar(f) fir alle
f € Fun U Rel und arg(Gl) = 2.

e Fiir eine X-Formel ¢ bezeichnet ¢ die X q-Formel, die aus ¢
entsteht, indem alle Vorkommen von Teilformeln s = t durch Gl(s, t)
ersetzt werden.
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Behauptung :
¢ erflillbar = ¢ erfiillbar L

Beweis ¢ erfiillbar
= es gibt X-Struktur A und Variableninterpretation p mit A |=, ¢

Wir definieren eine ¥ 1-Struktur BB wie folgt:
* Us= U4
o B = fA fiir alle f € Fun,
e RB = RA fiir alle R € Rel und
o GIF = {(a,a) | a € U}, d.h. GI® ist die Gleichheit auf Ug.

Dann gilt offensichtlich
AkEp,p = BE,par-

Also ist ¢ erfiillbar.
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Behauptung :
Es gilt nicht: ¢ erfiillbar <= ¢ erfiillbar. L

Beweis: Betrachte die Formel ¢ = 3x —(x = x), die offensichtlich
unerfiillbar ist.

Dann ist aber o = Ix ~Gl(x, x). Sei B L q-Struktur mit G1® = (). Dann
gilt B |= a1, also ist g erfiillbar. O

Ahnlich fiihren die folgenden Formeln zu einem Beweis dieser Behauptung:
* p=73x,y(x=yAy #x) (wihle GI® nicht symmetrisch)
e p=3x,y,z(x =y Ay =z Ax # z) (wihle GI® nicht transitiv)
* p=3xy(x=yAf(x)#f(y))
LS Eix,y,z(x =y ANE(x,z) A —|E(y,z))

denn die Formel ¢ fordert nicht, dal8 G158 eine .Kongruenz" sei.
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Definition
Sei A eine X-Struktur und ~ eine bindre Relation auf Uy4. Die Relation ~
heift Kongruenz auf A, wenn gilt:

e ~ ist eine Aquivalenzrelation (d.h. reflexiv, transitiv und symmetrisch)

e fiir alle f € Fun mit k = ar(f) und alle ay, b1, ..., ax, by € U4 und
alle a1, b1, ...,ak, by € Uy mit a1 ~ by,...,ax ~ by gilt

fA(al,...,ak) ~ fA(bl,...,bk)

e fiir alle R € Rel mit k = ar(R) und alle a1, by, ..., ak, by € Ug mit
ay ~ by,...,a ~ by gilt

(31,...,ak)€R‘A <~ (bl,...,bk)ERA
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Beispiel:
@ Ist A Struktur, so ist die Gleichheit = eine Kongruenz auf A.
@ Sei Z =(Z,+,-) und fir a,b € Z gelte

a~b <= |a— b|ist Vielfaches von 17.

Dann ist ~ eine Kongruenz auf Z.

D Sei Uy = {a1, a2, b1,c1,c2,c3} und
EA = {(ai,b1), (b1 ). (¢ a7) [ 1< i< 2,1 </ <3}
Dann ist die folgende Relation ~ eine Kongruenz:

{(ai,aj),(bl,bl),(Ck,Cz) | 1<i,j<2,1< k,t < 3}

WS 23/24 Logik und Logikprogrammierung 15.6



Veranschaulichung des letzten Beispiels:

(5]
(&)
(&}
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Definition
Sei A eine X-Struktur und ~ eine Kongruenz auf A.
@ Fiirac Uy sei [a] = {b€ Uy | a~ b} die Aquivalenzklasse von a

bzgl. ~.
@ Dann definieren wir den Quotienten B = A/~ von A bzgl. ~ wie
folgt:
° Uz = U_A/N: {[a] \ ac UA}
® Fiir jedes f € Fun mit ar(f) = k und alle a1,...,ax € U4 setzen wir

fB([al], clad) = [fA(al, IR
® Fiir jedes R € Rel mit ar(R) = k setzen wir
RE — {([al],[az],...,[ak]) | (a1, a) € RA}.

@ Sei p: Var — U4 Variableninterpretation. Dann definiere die
Variableninterpretation

p/~: Var — Ug: x — [p(x)] .
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Veranschaulichung am letzten Beispiel:

(5]
(6))
(&}
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Lemma 1

Sei A Struktur, p: Var — U4 Variableninterpretation und ~ Kongruenz.
Seien weiter B = A/~ und pg = p/~. Dann gilt fiir jeden Term t:

[p(t)] = ps(t).

Beweis: per Induktion iiber den Aufbau des Terms t¢:
ILA. t = x ist Variable. Dann gilt

[0(8)] = [p(x)] = () = ()
nach Definition der Variableninterpretation pg.
I.S. Sei t = f(t1,..., tx). Dann gilt
p(6)] = |[FA(o(t), - plte) ]
= fB([p(tl)] ) [,O(tk)]>

= fB(pB(tl),...,pB(tk)) = p5(t). a
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Lemma 2

Sei A X-Struktur, ~ Kongruenz und B = A/~. Dann gilt fiir alle R € Rel
mit k = ar(R) und alle ¢1,...,cx € Ua:

([C;[]7 [Cg],. . .,[Ck]) S RB <~ (C1,C2,...,Ck) S R'A.

Beweis:
,<=": klar nach Definition von R%

W= Sei ([al,. .., [c]) € RP

= es gibt (a1,...,ax) € R mit ([a],...,[a]) = ([c],- .-, [ck])
—— a1 ~C, ..., dkx ~ Ck
— (c1,...,ck) € RA, da ~ Kongruenz ist. O
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Satz

Seien A X q)-Struktur und p: Var — U4 Variableninterpretation, so daR
~ = GI* Kongruenz auf A ist.

Seien B = A/~ und pg = p/~.

Dann gilt fiir alle ¥-Formeln ¢:

A, par <= BEp ¢

Beweis: per Induktion iiber den Aufbau der Formel .
IlLA. ¢ ist atomare Formel:
® v =R(t1,...,tx) flir Terme t1,..., tx. Dann gelten ¢ = pg und

A, pa = (p(t),....p(tx)) € RA
= ([p(tl)],..., [p(tk)]) € RB (Lemma 2)
—  (ps(t1)....,p8(t)) € R® (Lemma 1)
— B ':PB ¥
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® o = (s=t) fir Terme s und t und damit v = GI(s, t).

A=y val (p(s), p(t)) € GI*
p(s) ~ p(t)

[p(s)] = [p(t)]
ps(s) = ps(t)

B ):PB ®

rreny

I.S.
® o =aApB: Dann gilt ¢ = aq) A Bar und damit

A |:p wgr < A |:p oGl und A ):p 5(;1
Y B >:PB a und B ):PB B
= BE,;¢

® o=V f3: analog
® o=« — (3: analog
® = —a: analog
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® o = dxa: Dann gilt vg = Ix ag) und damit

AE,pa —=

[\
<~

—

—
—

® F =Vxa: analog.
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es gibt ae Uy mit A ):p[XHa] aql

es gibt a € Uy mit B =(p[xsa))/~ @
es gibt a € Uy mit B =[x [a] @
(denn (plx =+ al) /~ = pi[x > [a]])
es gibt b € Up mit B =), xsp] @

B ’:PB ¥
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Lemma

Aus einer endlichen Signatur ¥ kann eine gleichungsfreie Horn-Formel ohne
freie Variabel Kongy iiber ¥ berechnet werden, so daR fiir alle

¥ q1-Strukturen A gilt:

A = Kongy <= GI* ist eine Kongruenz.

Beweis:

Vx: Gl(x,x) AVx,y: (Gl(x,y) — Gl(y, X))
A Vx,y,z: (Gl(x,y) A Gl(y, z) — Gl(x, z))

AN /\ VX y <( /\ Gl(Xla)/l)) — Gl(f()?)’f()?))>

feFun 1<i<ar(f)
A /\ VX, y: (( /\ Gl(x,-,y,-)) — (R(X) + R(y))>
ReRel 1<i<ar(R)
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Satz

Aus einer endlichen Signatur £ und einer X-Formel ¢ kann eine
gleichungsfreie und erfiillbarkeitsdquivalente ¥ -Formel ¢’ berechnet
werden.

Ist o Horn-Formel, so ist auch ¢’ Horn-Formel.

Beweis:
Setze ¢’ = pa) A Kongy-.
wir zeigen: ¢ erfiillbar <= ¢’ erfiillbar

.= 1 Seien A X-Strukur und p Variableninterpretation mit A =, ¢. Sei
B = (A, =) die auf Folie 15.3 konstruierte ¥ -Struktur. Dann gilt
offensichtlich B |=, pc1 A Kongs, d.h. ¢ ist erfiillbar.

.<" Seien A Y. q1-Struktur und p Variableninterpretation mit A |=, 4
— GI* =: ~ ist Kongruenz auf A (Lemma auf Folie 15.15)
= A/~ F,/~ ¢ (Satz auf Folie 15.12)
Also ist ¢ erfiillbar. O
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Zusammenfassung 15. Vorlesung

in dieser Vorlesung neu
e 1. Godelscher Unvollstandigkeitssatz

e \ereinfachung von Formeln: Gleichungsfreiheit

kommende Vorlesung

e weitere Vereinfachung von Formeln: Pranexform und Skolemform
® Herbrand-Modelle
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