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Logik und Logikprogrammierung – Übung 9
Abgabe: bis Montag, 15. Dezember 2025, um 11:00 Uhr im Briefkasten vorm Raum Z1047, vor der Übung oder

über moodle.

Geben Sie bitte Ihre Matrikelnummer an.
Heften Sie zudem alle Ihre Lösungsblätter geeignet zusammen.

Bonusaufgaben

Bonusaufgaben können schriftlich bearbeitet werden. Ihre Lösungen geben Sie bitte bis zum oben angegebenen
Termin ab. Die Abgaben werden von uns korrigiert und die erreichten Punkte werden mittels eines Faktors in
Bonuspunkte für die Klausur umgerechnet.

Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1Aufgabe 1∗ 5 Punkte
Sei 𝛴 die Signatur mit dem nullstelligen Funktionssymbol 𝑐0, dem einstelligen Funktionssymbol 𝑓 , sowie dem
zweistelligen Relationssymbol ≤. Gegeben seien weiterhin fünf 𝛴-Strukturen A1, ...,A5, jeweils mit Universum
R, wobei 𝑐A𝑖

0 die Konstante 0 und ≤A𝑖 für alle 𝑖 ∈ {1, ..., 5} die übliche Ordnungsrelation auf R sind. Die Funktion
𝑓 habe die folgenden Interpretationen:

(1) 𝑓 A1 (𝑥) = 𝑥

(2) 𝑓 A2 (𝑥) = 3𝑥3 + 2

(3) 𝑓 A3 (𝑥) = 𝑒𝑥

(4) 𝑓 A4 (𝑥) = 𝑥2

(5) 𝑓 A5 (𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝑥)

Geben Sie zu jeder der Strukturen je eine Formel an, die in dieser Struktur gilt, aber in keiner der vier anderen.

Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2Aufgabe 2∗ 1+2 Punkte
Sei 𝛴 die Signatur mit zwei einstelligen Relationssymbolen 𝑃 und 𝑄 und zwei einstelligen Funktionssymbo-
len 𝑓 und 𝑔. Zeigen Sie die folgenden syntaktischen Folgerungen. Sie können dafür die jeweils angegebenen
Deduktionen vervollständigen.

(a)
{
∀𝑥 : 𝑓 (𝑔(𝑥)) = 𝑥

}
⊢ ∀𝑥∃𝑦 : 𝑓 (𝑦) = 𝑥

□
□
□
□

(b)
{
∀𝑥 :

(
𝑃 (𝑥) → 𝑄 (𝑥)

)}
⊢
(
∃𝑦 : 𝑃 (𝑦)

)
→

(
∃𝑥 : 𝑄 (𝑥)

)

□

□
□
□

□
□

(∃-E)
□
□
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Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3Aufgabe 3∗ 4 Punkte
Sei 𝛴 eine Signatur mit einem einstelligen Relationssymbol 𝑃 , einem einstelligen Funktionssymbol 𝑓 , sowie
einem nullstelligen Funktionssymbol 𝑎. Zeigen Sie, dass ∀𝑥∃𝑦 : 𝑓 (𝑥) = 𝑦 und ∃𝑥 :

(
𝑃 (𝑥) → 𝑃 (𝑎)

)
Theoreme

sind.

Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4Aufgabe 4∗ 1+1+1 Punkte
Sei 𝛴 die Signatur der Graphen von Folie 9.12, d.h. wir betrachten gerichtete Graphen deren Knotenmenge
u.U. unendlich sein kann. Wir nennen einen Graphen stark zusammenhängend, wenn für jedes Paar (𝑢, 𝑣) von
Knoten ein endlicher Weg von 𝑢 nach 𝑣 existiert. Wir möchten in dieser Aufgabe zeigen, dass sich die stark
zusammenhängenden Graphen nicht durch eine Menge von 𝛴-Aussage beschreiben lassen. Dazu werden wir
zunächst versuchen, die Eigenschaft, nicht stark zusammenhängend zu sein, zu beschreiben:

(a) Geben sie für jedes 𝑑 ∈ N eine 𝛴-Aussage 𝜑𝑑 an, sodass 𝜑𝑑 in einem Graphen 𝐺 genau dann gilt, wenn es
für jedes Paar (𝑢, 𝑣) von Knoten einen Weg der Länge ≤ 𝑑 von 𝑢 nach 𝑣 gibt.

(b) Geben Sie eine unendliche Menge 𝛷 von 𝛴-Aussagen an, sodass in einem Graphen 𝐺 alle Formeln in 𝛷

genau dann gelten , wenn 𝐺 nicht stark zusammenhängend ist.

(c) Zeigen Sie mithilfe des Kompaktheitssatzes der Prädikatenlogik, dass es keine Menge 𝛹 von 𝛴-Aussage
gibt, welche in einem Graphen genau dann gilt, wenn 𝐺 stark zusammenhängend ist.
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Präsenzaufgaben
Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5Aufgabe 5
Geben Sie zum Beweis des Korrektheitssatzes für das natürliche Schließen in der Prädikatenlogik (Folie 11.3)
den Induktionsschritt für den Fall (GfG) an.
Hinweis: Verwenden Sie Lemma 10.12
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