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Resolution

Folie 4.9: Algorithmus fiir Frage, ob A = ¢ gilt (fiir A endlich). Allerdings
erfolgt Ausgabe ,,Ja" immer erst nach exponentiell vielen Schritten.

Ziel: Verfahren, das schneller ist.

|dee

A = p gdw. AU {—¢} unerfiillbar gdw. AU {—¢} E L

— wir bendtigen Test, ob L aus Formelmenge I folgt

Der Resolutionskalkiil stellt einen solchen Test fiir Mengen von ,Klauseln”
(dies sind Formeln spezieller Form) dar.
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Definition
Eine Formel X ist ein Literal, wenn sie 1, atomar, oder Negation einer ato-
maren Formel ist (z.B. L, p, —p, aber nicht —_1).

Eine Formel ¢ ist eine Klausel, wenn sie Disjunktion von Literalen ist (z.B.
-p, pV LV —q, 7pVqgV-rV-oq).

Eine Konjunktion von Klauseln heillt Formel in Konjunktiver Normalform
oder in KNF.

Schreibeweise
Fiir die Klausel ¢ = Ay VAo V.-V A, schreiben wir ® = {A\1,..., A} \{L}

Fiir eine Belegung B sei B(®) = max({B(A\) | A € ¢} U {0}), so daR
B(®) = B(yp) gilt.

insbes. () fiir L, die leere Klausel, hierfiir auch O
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Fiir ein Literal A\ # L sei A das folgende Literal:

T _ —p; falls A\ = p;
p; falls A = —p;

Seien ®1, &> und ¥ Klauseln. Dann heillt ¥ Resolvente von ®1 und ®»,

falls es ein Literal A # L gibt mit A € ®;, X\ € ®, und

U= (d1\ {A}) U (P2\ {A}).

Sprechweise: W wird aus @1, ®» nach X resolviert.

Beispiel {qg,r} ist Resolvente von {p,q} und {—p,r}

{q} ist Resolvente von {p,q} und {—p,q}
O  ist Resolvente von {p} und {-p}
{p,—p} ist Resolvente von {p,—p} und {—p, p}
{p,—p, r} und {q,—q, r} sind Resolventen von {p,—q, r} und {-p, q}.
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Definition

Sei [ Klauselmenge und W Klausel.

v

ist Resolutions-Ableitung mit Hypothese W und Konklusion V.

Sind D und E Resolutions-Ableitungen von

®1 bzw. ®, mit Hypothesen in [ und ist W L L

eine Resolvente von ®; und ®5, so ergibt v V
sich die nebenstehende o, b,
Resolutions-Ableitung mit Hypothesen in I v

und Konklusion WV:

Wir schreiben I Fres W, wenn es eine Resolutions-Ableitung mit Hypothesen

aus [ und Konklusion W gibt. Wir sagen ,,V ist eine Resolutions-Folgerung
von [,

Eine Resolutions-Refutation ist eine Resolutionsableitung mit Konklusion 0.

6.5



Lemma

Es gibt einen Algorithmus, der fiir eine endliche Klauselmenge ' und eine
Klausel W feststellt, ob I Fres V gilt.

Beweis: Seien

o; O
Res(lN) = U {w ‘ 1\11 2 fiir ©1, P, € r}
Res®(lN) = T
Res™ (M) = Res(Res"(M)UT)

[ endlich

— Menge V der in [ vorkommenden atomaren Formeln ist endlich
—> |Res"(IN)] < 4Vl fa. neN

— ‘Resk(r)’ = }Reskﬂ(r)} fa. k> 4lVl

Damit erhalten wir
[FRes V <= Jk € N: W e Res*(IN

— 3Jke{0,1,...,4VI}: ¥ € Resk(IN) ]
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Lemma (Korrektheit der Resolution)

Sei [ u.U. unendliche Klauselmenge und W Klausel mit I Fres V.
Dann gilt I = V.
Insbes. ist [ unerfullbar, wenn I eine Resolutions-Refutation besitzt.

Beweis: Per Induktion iiber die Anzahl n der Bildung von Resolventen:
LA, n=0:dann W € I und daher [ = V.

I.S. n > 0: dann existieren Klauseln ®; und ®, mit Resolutionsableitungen
aus [ der GroBe < n, so_daB Y Resolvente von ®; und ¢ ist. B
—> es gibt A € ®; mit A € o und U = (D1 \ {A}) U (P2 \ {A}).

Sei nun B Belegung mit B(®) =1 f.a. & € . Nach I.V. gilt
B(®1) = B(P2) = 1. Um B(W) = 1 zu zeigen, unterscheiden wir, ob
B(A) = 0 oder B(A) = 1 gilt:
® B(A\) =0: Wegen X\ € ®; und B(P;1) =1 existiert ' € &1\ {A\} C V¥
mit B(\') =1, also B(V) =1

® B(A) = 1: Dann gilt B(\) = 0, weiter analog []
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Die Umkehrung des Lemmas gilt leider nicht, d.h. nicht alle semantisch
folgenden Klauseln folgen auch mittels Resolution.

Beispiel

Es gilt 0 = {p, —p}, denn jede Belegung erfiillt die Klausel p vV —p.
Aber es gibt keine Resolutionsableitung mit Hypothesen in (), also gilt insbes.

nicht 0 Fres {p, 7P}

Wir werden aber zeigen, dall die Umkehrung wenigstens fir WV = O gilt,
d.h. wir zeigen

[ unerfullbar = I besitzt eine Resolutions-Refutation.

6.8



Lemma (Refutations-Vollstandigkeit der Resolution)

Sei [ endliche Klauselmenge mit ' =0 (d.h. ' = L bzw. I" ist unerfiillbar).
Dann gilt I Fres O.

Beweis: Sei n € N, so dall hochstens die Atomformeln p1, po, ..., ppin T
verwendet werden (n existiert, da I endlich ist).

Wir zeigen Lemma per Induktion iiber n

lLA. gilt n=0, so ' C {O}. Da I' unerfiillbar ist, folgt {0} =T und damit
[ FRes O.

|.S. sei jetzt n > 1. Dann sind

[0 = {Cb\{pn}]d)er,ﬂpngécb} und
[ = {Cb\{ﬂpn}}CDEF,pngé(D}

Klauselmengen, die héchstens die Atomformeln pq, ..., pp—1 verwenden.
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Behauptung 1 T ist unerfiillbar.

Begriindung: Angenommen, B ist Belegung, die g erfiillt, also
B(®\{pn})=1fa. &l mit -p, ¢ b

0.B.d.A. B(p,) =0 (da p, in keiner Klausel aus g vorkommt).

Sei ® € I'. Wir unterscheiden die Falle =p, € ® und —p, ¢ ®:
® —p, € ®: dann gilt B(®) =1 wegen B(—p,) =1
o —p, & O: B(P) > B(d\ {pn}) =1 wegen &\ {p,} €Ty
Also ist I erfiillbar, im Widerspruch zur Annahme. g.e.d.

Nach Induktionsannahme gilt also

[0 FRes O und (analog) N FRres O
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Behauptung 2 Fiir alle Klausel W mit g Fres W gilt [ Fres W oder
[ FRes VU {pn}.

Begriindung: per Induktion iiber die Resolutionsableitung g Fres V.

|A. W € Iy. Nach Definition von Iy gilt W € T oder VU {p,} €T,
also ' Fres W oder I Fres W U {pn}.

|.S. Es gibt Resolutionsableitungen von ®; bzw. ®> mit Hypothesen
in g, so dall W Resolvente von ®; und ®> ist.

LY es gibt Klauseln &) mit I Fres ¢} und ®; C & C
o; U {Pn}

W Resolvente von $4 uné (OPS B
— esgibt)\ECIDl mit A € &, und \U:(Dl\{)\}UCDQ\{)\}.

insbes. A € ®; C ] und X € d, C @
— V' := )\ {A} U P, \ {\} ist Resolvente von ®] und 3.

— [ FRes V’
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Wir haben

Vo= o1\ {AJUd\ {A}
C o\ {MUe\{A} (=V)
C (P1U{pn}) \ {A}U(®2U {pn}) \ {A}
C (P \ {AJUP\ {A}) U{pn}
= VU {pn},
d.h. V' =WV oder V' =V U {p,} g.e.d.

Wegen [g Fres O haben wir also

[ FRes O oder [ FRres {pn}

und analog
[ |_Res 0 oder I I_Res {ﬁpn}

Da O Resolvente von {p,} und {—p,} ist, gilt also in jedem Fall I Fres O,
womit der induktive Beweis abgeschlossen ist. []
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Satz (Korrektheit und Vollstandigkeit der Resolutions-Refutation)

Sei I eine u.U. unendliche Klauselmenge I'. Dann sind dquivalent:

® [ ist unerfillbar, d.h. T = L
® [ FRes O

Beweis:
N Lemma auf Folie 6.7

A Sei T unerfillbar

— es gibt [" C T endlich und unerfiillbar (Endlichkeitssatz)

— [’ Fres O nach Lemma auf Folie 6.9

—> [ FRes O []
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Wir haben also einen Test, der fiir eine Klauselmenge I feststellt, ob

M= L.

Sei nun A Klauselmenge und ® mit @\ {1} = {A1,..., A} Klausel. Um
A = © festzustellen, geht man wie folgt vor:

A=d — A #\/KKnA;

e a0V, )

\ . J/
-~

keine Klausel

— AU{/\1<i<nXi} ’:J_
— AU{N|1<i<nlEL
— AU{N|1<i<n}lgresD
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Folgerungstest fiir beliebige Formeln

Idee: Um zu testen, ob I = L gilt (vgl. Folie 6.2), wandeln wir I in
Klauselmenge " um, sodal T E | < I"E L < [’ Fgres O.

Definition
Zwei Formeln o und 8 heilen dquivalent (o = B), wenn B(«a) = B(S) fir
alle passenden Belegungen B gilt.

Fiir alle Formeln oo und S ergibt sich

a=p <= {a} Ffund {f} Fa
und damit nach dem Korrektheits- und Vollstandigkeitssatz

a=p0 <= {a}Fpfund {f} F .

6.15



Satz

Fiir alle Formeln ¢1, ¢> und 3 gelten die folgenden Aquivalenzen:

(1) 1 V2 =rV 1

(2) (p1V 2)V 3= (6) (w1 A —p1) Vw2 =2
1V (P2 V p3) (7) =1 = 1

(3) w1V (w2 A p3) = (8) w1 A—pr =1
(01 V @2) Ap1V @3) (9) @1V -1 =L

(4) ~(p1V p2) = 701 A =2 (10) @1 = w2 = —p1 V 2

(5) ¥1Ve1=p1
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Beweis: Wir zeigen nur die Aquivalenzen (3) und (4):
Sei B beliebige Belegung, die zu {1, 2, 3} palt.

Dazu betrachten wir die Wertetabelle:

B(p1) B(w2) Bles) Bler V(2 Aws)) B(lerVe2) AlerVes))
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 1 1

Aquivalenz (4) gilt aufgrund der Deduktionen auf Folie 2.25.
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Aus dieser Liste von Aquivalenzen konnen weitere hergeleitet werden:

Beispiel
Fiir alle Formeln « und g gilt =(a A ) = —a V —p.

Beweis:

—I(Of AN ﬁ) (:1) —l(—l—loz A\ —|—|ﬂ) (é—) —m(—loz V —IB) (YE) —a V3

Bemerkung

e Korrektheit (einfach): Mit den iiblichen Rechenregeln fiir Gleichungen
aus dieser Liste hergeleitete Aquivalenzen sind korrekt.

® \/ollstandigkeit (schwierig): Mit den iiblichen Rechenregeln fiir
Gleichungen kdnnen alle korrekten Aquivalenzen hergeleitet werden.

6.18



Mit Hilfe der Aquivalenzen von Folie 6.16 kann zu jeder Formel « eine
aquivalente Formel in KNF berechnet werden:

Beispiel:
(AK V BK) AN (AK — BK) AN (BK ANRL — =AK) AN RLA —=—AK

(AK V BK) A (=AK V BK) A (=(BK A RL)V =AK) A RL A AK
(AK V BK) A (RAK V BK) A ((=BK V =RL) V =AK) A RL A AK
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und Formeln in KNF konnen als Klauselmengen aufgefallit werden:
(AKV BK) A (mAK V BK) A ((=BK vV =RL)V -AK) AN RLN AK
entspricht der Klauselmenge

{{AK, BK},{-AK, BK},{—-BK,=RL,—~AK},{RL}, {AK}}

Damit konnen wir tatsachlich eine beliebige Formelmenge I in eine
Klauselmenge I’ umwandeln:

® berechne fiir jede Formel v € I die KNF

® betrachte diese KNF als Klauselmenge und bilde die Vereinigung I’ all
dieser Klauselmengen.
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Beweis einer Folgerung: Beispiel (vgl. Folie 1.26)

Wir wollen
{(AK V BK), (AK — BK),(BK A RL — =AK), RL} = —-AK

zeigen.

Dies ist dquivalent zu Unerfiillbarkeit der Formelmenge

= {(AK v BK),(AK — BK),(BK A RL = =AK), RL, ~—AK}

Eine hierzu dquivalente Klauselmenge:
" = {{AK, BK},{-AK Vv BK},{—=BK v =RLV =AK},{RL},{AK}}

gefunden von mit Build a clause normal form bei Eingabe
von

(AK V BK) & (AK—>BK) & ((BK & RL) —> -AK) & RL & -(-AK)
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Es ergibt sich die folgende Resolutions-Refutation:

{-AK, BK} {AK}

{BK} {—-BK,=RL,-AK}
{=RL,—AK)} {AK}
{-RL) {RL}
[

gefunden von mit Solve using Resolution: better

showing html trace bei Eingabe der berechneten Formel in KNF

Daher ist " (und somit ') unerfiillbar. Also haben wir erneut

nachgewiesen, dall unter den genannten Bedingungen das Teil A heil ist.
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Probleme:

1. Vollstandigkeit: ' =WV = [ FRres VY gilt nur fiir ¥ = 0.
man kann zeigen (siehe Zusatzmaterial auf Folien 6.26 ff.): Sei W
Klausel, so dal} fiir keine Atomformel p gilt p,—p € V. Dann gilt

[EV < JV CV: T g V.

2. Laufzeit 1: Es gibt unerfiillbare endliche Klauselmengen, so dal jede
Resolutions-Refutation exponentielle GroRe hat; insbes. ist
exponentielle Zeit nétig, um sie zu finden (Haken 1985).
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3. Laufzeit 2:

(Pt Ap3)V (P APS)= (Pt VPL)A(P1V P3)A(P3V PE) A (P3 YV p3)

allgemein:

Y= \/ (p1 A P) = /\ \/ Pff(i)

1<i<n f:{1,..,n}—{1,2} 1<i<n

Diese Formel in KNF ist exponentiell grols. Man kann zeigen, dal} jede
zu v aquivalente Formel in KNF wenigstens 2" viele Klauseln enthalt.
Die Berechnung der Klauselmenge " aus I = {+} bendtigt also
exponentielle Zeit.

wir werden zeigen (Folie 8.2 ff.): man kann Formel 4/ in KNF in
polynomieller Zeit berechnen, die genau dann erfiillbar ist, wenn ~
erfiillbar ist (was fiir unsere Zwecke ausreicht).

6.24



/Zusammenfassung 6. Vorlesung

in dieser Vorlesung neu

e weitere Methode, die Giiltigkeit einer Folgerung zu entscheiden: die
Resolution

kommende Vorlesung

® spezielle Formen der Resolution (Eingabe-, Horn- und SLD-)
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/usatzmaterial
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Eine Klausel W heillt tautologisch, wenn es eine Atomformel p gibt mit
p,—p € V (dies ist genau dann der Fall, wenn B(V) =1 fiir alle
Belegungen WV gilt).

Lemma

Seien I eine Klauselmenge und W = {\1,...,\,} eine nicht-tautologische
Klausel. Sei weiter [T =T U {{\j} | 1 < i < n} und ® eine Klausel mit
[T = . Dann

e gilt ® € I'" oder
® es existiert eine Klausel W/ C W mit [ FRres @ U V.

Beweis: Der Beweis erfolgt induktiv tiber die GroRe der
Resolutions-Ableitung '™ Fres ©.

|.LA. & ¢ I'". Dann gilt Behauptung des Lemmas trivialerweise.
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|.S. Sei ® Resolvente von ®1 und ®5 mit " Fres @1 und I FRres o
Dann existiert ein Literal A mit A € &1, \ € ®, und
® =1\ {A}UP\ {A}.
Fiir #; bestehen drei Moglichkeiten (analog fiir ®5):
1. o1 €Tl
2. esgibt 1 < i< nmit ®; = {)\;}
3. &1 ¢ T,

Es ergeben sich 9 mogliche Kombinationen, die wir einzeln behandeln
mussen.
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Fall 1: &, ¢ T.
Fall 1.1: &, € I'. Setze V' = (). Dann gelten

® {Cbl, (DQ} FRes ® = ® U W/ und
® [ FRes P71 und [ FRes Do
woraus sich I Fres @ U W ergibt.

Fall 1.2: &, = {)\;} fireinj € {1,2,...,n}.
Setze V' = {)\;} C V.
Wegen A\ € ®; folgt A = \; und daher \; = \ € ®;.
Wir erhalten
¢ = o1\ { AU\ {A}
= o\ {A}U

und daher

rl_Res(Dl:CDU{)\}:(DU{XJ'}:(DU\U/.
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Fall 1.3: &, ¢ [+,
Nach Induktionsannahme existiert W, C W mit [ Fres ®2 U V5.
Setze W' = W, \ {A\} C VWV, C V.
Wir erhalten
GUWV = &\ {AFUd\ {AJUW,\ {)}
= O\ {AJU (P2UV3) \ {A},

d.h. ® UV ist Resolvente von ®; und ¢, U V..

Aus I Fres @1 und T FRres P2 U W) ergibt sich also I Fres @ U W'
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Fall 2: &; = {\;} firein i€ {1,2,... n}.
Fall 2.1: &, € I'. Dies ist symmetrisch zum Fall 1.2

Fall 2.2: &, = {)\;} firein j € {1,2,...,n}.
Aus A € ®; und )\ € ®, folgt \; = Xj.
Wegen \;, \; € WV ist ¥ also tautologisch, im Widerspruch zur Annahme.

Damit kann dieser Fall nicht eintreten.

Fall 2.3: &, ¢ [+,
Nach Induktionsannahme existiert W5, C W mit [ Fres ®2 U W5,
Setze W' = W, U {A\} = 5 U {\;} C V.
Wir erhalten
dUV = O\ {AJUud\ {IATUV,U{N}
= QUD, UV, denn X\ € b,
und damit I FRrec ©o UV, = d U V.
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Fall 3: &, ¢ I+,
Nach Induktionsanname existiert W] C W mit I Fres @1 U VY.

Fall 3.1: &, € T. Dies ist symmetrisch zum Fall 1.3

Fall 3.2: &, = {)\;} fiirein j € {1,2,..., n}. Dies ist symmetrisch zum
Fall 2.2
Fall 3.3: &, ¢ '+
Nach der Induktionsannahme existiert W5, C W mit [ Fres ®2 U W/,
Setze W' = W)\ {AJU WL\ {\} C V.
Wir erhalten

GUV = o1\ {AJU\ {AFUW\ {AJ UV, {A}

= (P1UV)\ {AJU(P20W3)\ {}}

Also ist @ U W’ Resolvente von &1 U W) und &, U W5,
Aus I Fres P1 U W] und T FRres @2 U W, folgt also I Fres @ U V. ]
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Satz

Sei I' Klauselmenge und W nicht-tautologische Klausel mit ' = W. Dann
existiert V' C W mit [ Fres V.

Beweis: Seien W = {)\; [1<i<n}und T =TU{{\}|1<i<n}

Wegen T =W gilt T = \/;<ich Ai-

— TU{~Vicich \i} unerfiillbar

—> [ U{/ A\i<;<, Ai} unertfiillbar

— [T = I__U_{{)\,-} ] 1<i< n} unerfiillbar

Es gilt also '™ |= O. Aus der Refutations-Vollstandigkeit der Resolution
(Folie 6.9) ergibt sich [T Fres O.

Mit & = O ergibt das vorherige Lemma
[ FRes PUV =V

fur ein V' C WV, (]
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