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Tseitin-Konstruktion

Eine Formel ist in 3-KNF, wenn sie Konjunktion von Klauseln ist, die
jeweils aus hochstens drei Literalen bestehen, z.B.
(PVLVGA(PVog)A(=pV gV ar)A(=gVr).

Satz (Grigori Tseitin 1936-2022)

Aus einer Formel v kann in polynomieller Zeit eine Formel ~" in 3-KNF
berechnet werden, so dal fiir jede Belegung B gilt: B(v) = 1 genau dann,
wenn es eine Belegung B’ gibt mit

* B'(+") =1 und
* B(p) = B'(p) fir alle atomaren Formeln p aus ~.

Insbesondere: Ist [ endliche Formelmenge, so kann in polynomieller Zeit
Klauselmenge I’ berechnet werden mit

[ unerfullbar <= T’ unerfillbar < [’ Fres O.
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Beweis: Wir zeigen die sog. Tseitin-Konstruktion am Beispiel

v = (p1 — —p2) V(P2 A p3).

1. Schritt:
Betrachte die Formel ~ als Baum, dessen innere Knoten mit den

Operatoren A, V, —, <> und — und dessen Blatter mit atomaren
Formeln p; beschriftet sind.

Beispiel

%/V\A

N /N

P1 - P2 P3
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2. Schritt:

Ordne jedem inneren Knoten eine neue atomare Formeln qg, g1, g2, . . .

Der Wurzel wird g9 zugeordnet.

T

— a1 A g2
/N RN
P1 - g3 P2 P3

P2

ZU.
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3. Schritt:

fiir jeden inneren Knoten bilden wir eine Formel und betrachten deren
Konjunktion (zusammen mit der Formel qp):

® ist g; die Beschriftung eines inneren Knotens mit Operator — und u
die des Kindes, so betrachte Formel g; <> —wu

® ist g; die Beschriftung eines inneren Knotens mit bindrem Operator o
und sind u, v die Beschriftungen der Kinder, so betrachte Formel
gi <> uoyv

In unserem Beispiel ergibt sich:

(g0 < (1 V@2)) A (g1 <> (p1 — g3)) A (g2 <> (P2 A P3)) A(g3 ¢ =p2) Aqo

Beachte: die so konstruierte Formel ist erfiillbar gdw. ~ erfiillbar
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4. Schritt:
Forme diese Formel in die verlangte 3-KNF ~/ um:

g < (uVyv) (—gVuVv)A(=(uVv)Vqg)
(=g VuVVv)A((muA-=v)Vaq)
(—gVuVVv)A(-uVg)A(—vVq)

(Distributivgesetz!)

Analog: g <> (uAVv)=(—gVu)AN(=gVV)A(-uV-vVg),
g (u—=v)=(—qgV-uVvv)A(qgVu)A(qV —v) und
g —z=(—qV-2z)A(qV z)
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In unserem Beispiel ergibt sich

Y = (—q0 V g1V q2) A (—q1 V qo) A (=G2 V qo)
(mq1V=p1Vaq)A(qLVp1)A(gLV —gs)
(mq2V p2) A (=q2V p3) A (mp2 V —p3 V q2)
(—g3 VvV =p2) A(g3 V p2)

do

> > > >

Damit erhalt man die gesuchte Formel ~4'. Aulerdem wurden alle

Umformungsschritte mit nur polynomialem Aufwand durchgefiihrt.
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Die Anwendung der Tseitin-Konstruktion auf die Formelmenge ' von
Folie 6.21 ergibt die Menge der folgenden Klauseln:

o {AK, BK} entsteht aus AK V BK (ohne Tseitin)
® aus AK — BK wird die 3-KNF

go N (—qo V —AK V BK) A (qo V AK) A (qo V —BK)

und damit die Klauseln

{CIO}, {ﬁq07 _'AK7 BK}) {q07 AK}7 {q07 ﬁB/{}

® aus (BK A RL) — —AK entstehen die Klauseln {g3},

{_‘QOa_‘Q1>C72}7{QO>Q1}7{QO>ﬁQ2},
{_'qla BK}7 {_'q17 RL}7 {_'BK7 _'RLa ql}v {_'q27 _'AK}7 {q27 AK}
® aus RL wird die Klausel {RL}

® aus ——AK werden die Klauseln {gs5}, {—gs5,—7q4},{g5,qs},
{_'q47ﬂAK}7 {Q4>AK}
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Eingabe fiir

(AKX V BK)
& q0 & (-q0 V -AK V BK) & (q0 V AK) & (qO0 V -BK)
& 93 & (-q0 V -q1 V. g2) & (90 V q1) & (q0 V -g2)
% (-q1 V BK) & (-q1 V RL) & (-BK V -RL V q1)
& (-q2 V -AK) & (g2 V AK)
& RL
& g5 & (-5 V -g4) & (g5 V g4) & (-gq4 V -AK) & (g4 V AK)

Aufruf von Solve using Resolution: better showing html trace
liefert ' Fres O .

Daher ist " (und somit ') unerfiillbar. Also haben wir erneut (und jetzt
wirklich zum letzten Mal) nachgewiesen, dalR unter den genannten
Bedingungen das Teil A heil ist.
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Zusammenfassung 8. Vorlesung

in dieser Vorlesung neu

® Tseitin-Konstruktion: schnelle Berechnung einer Formel +/ in KNF aus

einer Formel v, so dals +' erfiillbar gdw. ~ erfiillbar (verwendet fiir

Anwendung der Resolution zur Entscheidung ,Gilt I = ¢?" bzw. ,Ist T
unerfillbar?”)

kommende Vorlesung

® Pradikatenlogik, um iiber ,Strukturen” (z.B. relationale Datenbanken)
reden zu konnen.
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/Zusammenfassung Aussagenlogik

aussagenlogische Formeln formalisieren aus atomaren Aussagen
gebildete zusammengesetzte Aussagen

die Regeln des natiirlichen SchlieRens formalisieren die tiblichen
Argumentationsmuster

das natiirliche SchlieBen ist vollstandig und korrekt fiir die
Feststellung, ob eine Folgerung gilt.

Endlichkeitssatz

das Tableau-Verfahren ist vollstandig und korrekt fiir die Feststellung,
ob eine Formel erfiillbar ist

die Resolution ist vollstandig und korrekt fiir die Feststellung, ob eine
Menge von Klauseln erfiillbar ist

zusammen mit der Tseitin-Konstruktion ist sie auch vollstandig und
korrekt fiir Mengen von Formeln

die Horn-Resolution ist vollstandig und korrekt fiir die Feststellung, ob
eine Menge von Horn-Klauseln erfiillbar ist, ihre Einschrankung auf die
SLD-Resolution bildet die Grundlage der logischen Programmierung
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