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Erinnerung letzte Vorlesung

Y Signatur, A X-Struktur, p: Var — U4 Variableninterpretation, ¢ ¥-
Formel.
A k=, ¢ heifit ,die Formel ¢ gilt unter der Belegung p in der Struktur A".

Definition
Sei X eine Signatur, ¢ eine X-Formel, A eine Menge von X -Formeln und
A eine X-Struktur.

° A=, Afalls A=, 9 fiir alle § € A gilt.

o A= o (A ist Modell von ) falls
A k=, ¢ fiir alle Variableninterpretationen p gilt.

o A=A falls A= fir alle 6 € A.
o A ist allgemeingiiltig, falls B = A fiir alle -Strukturen B gilt.

e A ist erfillbar, wenn es >-Struktur B und Variableninterpretation
p: Var — Up gibt mit B |=, v fiir alle ¢ € A.
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Definition
Seien X eine Signatur und I und A Mengen von X-Formeln.

® A ist semantische Folgerung von I (I' = A), falls fir alle
> -Strukturen B und alle Variableninterpretationen p: Var — Up gilt:

B=,I = BF,A.
® [ und A sind dquivalent (I = A), wenn I = A und A =T gelten.

Bemerkung

Fiir ,{,} ist allgemeingiiltig” sagen wir auch ,,¢ ist allgemeingiiltig”, analog
ist [ = ¢ Vereinfachung von I' = {¢} und a = 3 bedeutet {a} = {5}
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Bemerkung

Fiir jede Formel ¢ gilt:
¢ allgemeingiiltig gdw. {—¢} nicht erfillbar gdw. 0 = ¢ gdw. =1 = .

Beispiel

Fiir alle Formeln oo und 3 und alle Variable x gelten

Vx(aAB)=VxaAVxB und Ix(aV B) =dxa VvV IxS.

Beweis: hier nur Vx (a A B) = Vxa AVx 8 (andere Folgerungen analog):
Sei also A X-Struktur und p Variableninterpretation mit A =, Vx (o A ).
= fir alle a € Ug haben wir A=, a A

— firalle a € Ua gilt (A =y, ,,, cund A=, . B)

— e firalleac Usgilt A=, o und
 firalleac Usgit A=, ., B

— A=, Vxaund A=, Vxp
— A E,VxaAVx}p O
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Aufgabe

a: allgemeingiiltig  e: erfiillbar

P(a)

Ix: (=P(x) Vv P(a))

P(a) — dx: P(x)

P(x) — 3x: P(x)

Vx: P(x) — dx: P(x)

Vx: P(x) AN =Vy: P(y)

Vx: (Q(x,x) = IxVy: Q(x,y))

VxVy: (x =y — f(x) = f(y))

VxVy: (f(x) = f(y) — x :y>

IxJyJz: (F(x) =y Af(x)=zAy # z2)

IxVx: Q(x, x)
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Substitutionen

Definition
Eine Substitution besteht aus einer Variable x € Var und einem Term t €
Ts, geschrieben [x := t].

Die Formel [x := t] ist das Ergebnis der Anwendung der Substitution
[x := t] auf die Formel ¢. Sie entsteht aus ¢, indem alle freien Vorkommen
von x durch t ersetzt werden. Sie soll das iiber t aussagen, was ¢ iiber x

ausgesagt hat.

Dazu definieren wir zunachst induktiv, was es heillt, die freien Vorkommen
von x Im Term s € Ty zu ersetzen:
® x[x:=t]=t
® y[x:=t]=y firy € Var \ {x}
° (f(t1,....tx))[x:=t]="f(talx:=1t],..., te[x :=t])
fir f € Fun mit ar(f) = kund t,...,tx € Ty
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Lemma

Seien ¥ Signatur, A X-Struktur, p: Var — U4 Variableninterpretation, x €
Var und s, t € Tx. Dann gilt p(s[x = t]) = pp () (S)-

Beweis: Induktion iiber den Aufbau des Terms s (mit p" = ppep(1))):
* s=x: p(s[x:=t]) = p(t) = p'(x) = p'(s)
® s Var\ {x}: p(s[x :==t]) = p(s) = p/(s)
® s —= f(tl,...,tk)i

p((f(tl,...,t p(f(tl[x = t],..., tx[x = t]))
— fA(,O(tl[X =t]),...,p(t[x == t]))

= A (1), Pt >)

= p'(f(t, ... tk)) P

x-
~—"
~——

X

|
T

N—
|
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Die Definition von s[x := t] kann induktiv auf ¥-Formeln fortgesetzt
werden:

° (h=tb)x:=t]=(talx=t]=t[x:=t]) firt;, e Tx

® (R(t1,....t))[x :=t] = R(talx :=t],..., tx[x 1= t])
fir R € Rel mit ar(R) = k und t1,...,tx € Ty

° |[x:=t]=_1

Fiir X-Formeln v und v und y € Var:
* (pBY)[x :=t] =[x :=t]DY[x:=t] fir ® € {A,V,—}
* (mp)lx = t] = = (plx = t])

* (Qro)lx:=t] = {stp[x 0 T e 13V
Qy © falls x =y
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Beispiel:

(EIX P(x, f(y)) vV =Y Q( ,g(a, h(z))))[y = f(u)]
(EIXP(X,f(f(u))) vV =V Q( ,g(a,h(z))))
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Folie 10.6: ¢[x := t] ,soll das iiber t aussagen, was ¢ iiber x ausgesagt
hat.”

Gegenbeispiel:
Aus der Formel

Jy Mutter(x) = y (,,x hat eine Mutter")
wird mit der Substitution [x := Vater(y)] die Formel

Jy Mutter (Vater(y)) =y
(,es gibt eine Person y, die Mutter ihres eigenen Vaters ist”).

Problem: Term Vater(y) enthalt Variable, die durch Substitution in den
Wirkungsbereich des Quantors dy gerat.
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Definition
Sei [x := t] Substitution und ¢ ¥>-Formel.
Die Substitution [x := t] heillt fiir ¢ zulassig, wenn
® » atomar oder L ist,
® o die Form —a hat und [x := t] fiir a zul3ssig ist,
® o die Form a A 8, aV 3 oder a — (8 hat und [x := t] fiir a und fiir 8
zuldssig ist, oder

® » die Form dy a oder Vy « hat, so dals

® x = y oder
® x¢ FV(a) oder
® yv¢& FV(t) und [x := t] ist fiir a zul3ssig.
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Lemma
Sei X Signatur, A X-Struktur, p: Var — U4 Variableninterpretation, x €

Var und t € Ts.
Ist die Substitution [x := t] fiir die -Formel ¢ zulassig, so gilt

A |:p plx =t — A ’:P[pr(t)] .

Beweis: siehe Zusatzmaterial auf Folien 10.31 ff.
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Natirliches Schlielen

Wir haben Regeln des natiirlichen SchlieBens fiir aussagenlogische Formeln
untersucht und fiir gut befunden. Man kann sie natiirlich auch auf
pradikatenlogische Formeln anwenden.

Beispiel

Fiir alle 2-Formel ¢ und v gibt es eine Deduktion mit Hypothesen in der
Menge {—¢ A =0} und Konklusion =(¢ V )

AN AN
S

PEL gt
[V ] 1

L

(—E)

(VE)!
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Der Beweis des Korrektheitslemmas fiir das natiirliche SchlieBen (vgl.
Folie 3.13) kann ohne groRe Schwierigkeiten erweitert werden:

Lemma

Sei X eine Signatur, [ eine Menge von % -Formeln und ¢ eine X-Formel.

Sei weiter D eine Deduktion mit Hypothesen in I und Konklusion ¢, die die
Regeln des natiirlichen Schlielens der Aussagenlogik verwendet. Dann gilt

[ = .

Umgekehrt ist nicht zu erwarten, dals aus I = ¢ folgt, dals es eine
Deduktion mit Hypothesen in I und Konklusion ¢ gibt, denn die bisher
untersuchten Regeln erlauben keine Behandlung von =, V bzw. 3. Solche
Regeln werden wir jetzt einfiihren.
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Zunachst kiimmern wir uns um Atomformeln der Form t; = t». Hierfir gibt
es die zwei Regeln (R) und (GfG):

Reflexivitat (ausfiihrlich) Reflexivitat (Kurzform)

(R)

Fiir jeden Term t ist
t=t

t=1

eine hypothesenlose Deduktion mit
Konklusion t = t.

Gleiches-fur-Gleiches in mathematischen Beweisen

»Zunichst zeige ich, dall s die Eigenschaft ¢ hat: ...

Jetzt zeige ich s =t: ...
Also haben wir gezeigt, dals t die Eigenschaft ¢ hat. ged”
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Gleiches-fiir-Gleiches (ausfiihrlich)
Seien s und t Terme und ¢ Formel, so dal} die Substitutionen [x := s] und
[x := t] fiir ¢ zulassig sind.

Sind D und E Deduktionen mit

Hypothesen in I und Konklusionen L L

@p|x := s] bzw. s = t, so ist das v V

folgende eine Deduktion mit
Hypothesen in I und Konklusion

wlx = t]:

plx :=s] s=t
plx = 1]

Gleiches-fiir-Gleiches (Kurzform)

plx :=s] s=t
plx = t]
Bedingung: Substitutionen [x := s] und [x := t] sind fiir ¢ zulassig.

(GfG)
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Die folgenden Beispiele zeigen, dals wir bereits jetzt die iiblichen
Eigenschaften der Gleichheit (Symmetrie, Transitivitat, Einsetzen) folgern
konnen.

Beispiel
Seien x Variable, s Term ohne x und ¢ = (x = s).

Da ¢ quantorenfrei ist, sind die Substitutionen [x := s] und [x := t] fiir ¢
zuldssig. Aullerdem gelten p[x :=s] = (s =s) und p[x :=t] = (t = s).

Also ist das folgende eine Deduktion:

(R)

S$=S5 S
t=s

— ' (GfG)

Fir alle Terme s und t haben wir also

{s=t}Ft=s.
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Beispiel
Seien x Variable, r, s und t Terme ohne x und ¢ = (r = x).

Da ¢ quantorenfrei ist, sind die Substitutionen [x := s] und [x := t] fiir ¢
zuldssig. Aullerdem gelten ¢[x :=s] = (r =s) und p[x :=t] = (r = t).

Also ist das folgende eine Deduktion:

Fir alle Terme r, s und t haben wir also

{r=s,s=t}Fr=t.
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Beispiel

Seien x Variable, s und t Terme ohne x, f einstelliges Funktionssymbol und
o= (f(s) = f(x)).

Da ¢ quatorenfrei ist, sind die Substitutionen [x := s] und [x := t] fiir
zulassig.

AuBerdem gelten p[x := s] = (f(s) = f(s)) und p[x := t] = (f(s) = f(t)).

Also ist das folgende eine Deduktion:

f(s) = f(s) (R) s=t

f(s) = f(t)

Fir alle Terme s und t haben wir also

(GFG)

{s=t}F f(s)=f(t).
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V-Einfiihrung in math. Beweisen

Ein mathematischer Beweis einer Aussage ,fiir alle x gilt ¢ sieht iiblicher-
weise SO aus:

»Sei x beliebig, aber fest.
Jetzt zeige ich ¢ (hier steckt die eigentliche Arbeit).
Da x beliebig war, haben wir fiir alle x gilt ¢ gezeigt. qed”

V-Einfiihrung (ausfihrlich)

Sei D eine Deduktion mit Hypothesen in ' und Konklusion ¢ und sei x eine
Variable, die in keiner Formel aus I frei vorkommt.

-
Dann ist das folgende eine Deduktion v
mit Hypothesen in I und Konklusion

Vx : 4
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V-Einfiihrung (Kurzform)

P
Vx (v-1)

Bedingung: x kommt in keiner Hypothese frei vor
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V-Elimination in math. Beweisen

Ein mathematischer Beweis einer Aussage ,,t erfiillt " kann so aussehen:

,Zunachst zeige ich Vx ¢ (hier steckt die eigentliche Arbeit).
Damit erfiillt insbesondere t die Aussage ¢, d.h., wir haben
Jterfillt ¢ gezeigt. qed”

V-Elimination (ausfiihrlich)

Sei D eine Deduktion mit Hypothesen in [ und Konklusion Vx ¢ und sei t
Term, so dals Substitution [x := t] fiir ¢ zul3dssig ist.

-
Dann ist das folgende eine Deduktion v
mit Hypothesen in [ und Konklusion

plx = t]: VX @

plx = t]
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V-Elimination (Kurzform)

Vx

(V-E)

plx = 1]
Bedingung: Substitution [x := t] ist fiir ¢ zuldssig.
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3-Elimination in math. Beweisen

Ein Beweis von ,,o gilt” kann so aussehen:

,Zunachst zeige ich dx ¢ (hier steckt Arbeit).
Jetzt zeige ich, dall o immer gilt, wenn ¢ gilt (mehr Arbeit).
Damit gilt o. qed"”

3-Elimination (ausfihrlich)

Sei [ eine Menge von Formeln, die die Variable x nicht frei enthalten und
enthalte die Formel o die Variabel x nicht frei.

Wenn D eine Deduktion mit Hypothesen

-
in I und Konklusion dx ¢ und E eine ] W{W}
Deduktion mit Hypothesen in ' U {©} W V
und Konklusion o ist, dann ist das

dx¢o o

folgende eine Deduktion mit Hypothesen
in [ und Konklusion o

O
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3-Elimination (Kurzform)

[«]

dx o o

(3-E)

O

Bedingung: x kommt in den Hypothesen und in o nicht frei vor
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3-Einfiihrung in math. Beweisen

Ein mathematischer Beweis einer Aussage ,.es gibt ein x, das ¢ erfillt” sieht
liblicherweise so aus:

,betrachte dieses t (hier ist Kreativitat gefragt).
Jetzt zeige ich, dals t ¢ erfiillt (u.U. harte Arbeit).
Also haben wir ,es gibt ein x, das ¢ erfiillt" gezeigt. qed”

3-Einflihrung (ausfiihrlich)

Sei die Substitution [x := t] fiir die Formel ¢ zulassig.

Sei weiter D eine Deduktion mit Hypothesen in [ und Konklusion ¢[x := t].
[

Dann ist das folgende eine Deduktion V
mit Hypothesen in I und Konklusion
Ax plx =t

dx
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3-Einflihrung (Kurzform)

[x = t]
’ 3x ¢ (5-1)

Bedingung: Substitution [x := t] ist fiir ¢ zuldssig.
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Regeln des natiirlichen SchlieBens 11l

plx =s] s=t

t=t (R) lx = t] (GFG)
(Substitution [x := s] und [x := t]
sind fiir ¢ zulassig)
4 VX o
Vx @ (v-1) plx = t] (V-E)
(x nicht frei in Hypothesen) (Substitution [x := t] ist fir ¢

zuldssig)
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Regeln des natiirlichen SchlieRens IV

]
plx = t] Ix ¢ -
P (3-1) 0 (3-E)
(Substitution [x := t] ist fiir ¢ (x kommt in Hypothesen und o

zuldssig) nicht frei vor)
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/Zusammentfassung 10. Vorlesung

in dieser Vorlesung neu

e Substitutionen

e Erfiillbarkeit, semantische Folgerung, Allgemeingiiltigkeit
(vgl. Vorlesung 3)

® natiirliches Schlielen fiir die Pradikatenlogik (vgl. Vorlesung 2)

kommende Vorlesung

o Korrektheit, Vollstandigkeit, Konsequenzen daraus (vgl. Vorlesungen 3
und 4)
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/usatzmaterial
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Beweis des Lemmas auf Folie 10.12: Induktion tuber den Aufbau der
Formel ¢ (mit p' = p|x — p(t)]):
® v = (51 =5):

AE,(si=9)x =t = AkE,s[x:=t]=s[x:=t]
—  p(sifx = t]) = p(s2]x :=t])
(

& J(s) = pl(s)

< .A):p/51252

(+) ... Folie 10.7

® andere atomare Formeln analog
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® v =p1 N p):

AEp(prAp2)lxi=t] <= A, pilx = t]Apox = t]
— A=, pi1[x =t
und A =, p2[x 1= t]
& A, o und Ay o
— Ay 1A e

(*) nach IV da [x := t] auch fiir 1 und ¢, zuldssig ist
® =1V Y= — @ und ¢ = 1) analog
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* p=Vy:

Wir betrachten zunachst den Fall x = y:

Al (W 9)[x = 4

— AE,Vxy
= Ay Vx¢ (denn x & FV(Vx 1))

Als nidchstes der Fall x # y und x ¢ FV(%):

A=, (Vy¢)[x =]

<~

<
<

A
A
A

=, (Vy ¥[x = t])
=, Vy 1 (denn x ¢ FV(v))

=, Vy 1 (denn x & FV(Vx 1))
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SchlieBlich der Fall x # y, x € FV(¢) und y ¢ FV/(t):
Fiir a € Uy setze p, = ply + a|. Zunachst erhalten wir
palx = pa(t)] = pa|x — p(t)] da y nicht in t vorkommt
= ply = al[x = p(2)]
= plx=p(t)]ly— al dax#y

= ply 4
Es ergibt sich
Al (yd)l=1] <> AR, vy (b= t]) (wegen x # y)
— AR, Y[x:=t|firalleaec Uy
é A — pa[x—pa(t)] W fur alle a € U 4
=== A = o/ [yisa] ¥ flr alle a € Uy
— ARy Vyy

® o = dy: analog ]
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