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Ziel der heutigen Vorlesung: Nutzung der Resolution, um Folgerungen
der Form

Ak

zu beweisen (wobei A eine Menge von gleichungsfreien Aussagen und
Y eine gleichungsfreie Aussage ist).

Dazu:

A=y < AU{-} unerfiillbar
<= es gibt eine endliche, unerfiillbare Menge A’ C AU {—¢}

— = /\ &' unerfiillbar
STAN

Idee: Berechne aus beliebiger (gleichungsloser) Aussage ¢ eine
(gleichungslose) Menge I von Klauseln mit

@ unerfillbar <= I unerfiillbar <= T FRes O

wobei die letzte Aquivalenz nach Satz von Folie 13.24 gilt.

14.2



Klauseln sind Aussagen

® in denen alle Quantoren am Anfang stehen,

® es nur Universalquantoren gibt und

® hinter den Quantoren eine Disjunktion von Literalen steht.

— wir miissen diese drei Eigenschaften erzwingen, d.h. eine be-
liebige Aussage erst in ,,Pranexform”, dann in ,Skolemform”,
dann in , Klauselform™ und dann in eine endliche Menge von
Klauseln umwandeln (ohne Gleichungen einzufiihren).
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Pranexform

Ziel: Berechnung einer dquivalenten Formel, in der alle Quantoren am An-
fang stehen.

Definition

Eine Y -Formel ist in Pranexform, wenn sie die Gestalt

Qix1 Qoxo ... QuXxk:

hat mit Q1, Q2, ..., Qx € {3,V}, x; paarweise verschieden und ¢ quanto-
renfrei.
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Idee: Ziehe alle Quantoren nach vorne,
ersetze z.B. a A dx: B durch 3x: (a A B)
beispielsweise
® jlinger(x,Jan) A Ix: Mutter(Jan) = x wird zu
Ix: (jlinger(x, Jan) A Mutter(Jan) = x)
Losung: neue Variable y, die nicht in o vorkommt
~ Jy: (jinger(x, Jan) A Mutter(Jan) = y)
® jlinger(x,Jan) A dx: Mutter(x) = y wird zu
Jy: (jlinger(x, Jan) A Mutter(y) = y)
Losung: neue Variable, die auch nicht in 8 vorkommt
~ dy’: (jinger(x, Jan) A Mutter(y’) = y)
® —Vy: Mutter(Jan) = y wird zu Vy: -Mutter(Jan) = y
L6sung: vertausche Quantoren ~ Jy: —Mutter(x) = y
 (3Ix: Mutter(Jan) = x) — weiblich(Jan) wird zu
3x: (Mutter(Jan) = x — weiblich(Jan))
Losung: vertausche auch hier Quantoren
~ Vx: (Mutter(Jan) = x — weiblich(Jan))
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Lemma

Seien Q € {3,V} und ® € {A,V,—,+}.
Sei ¢ = aP Rx S und sei y eine Variable, die weder in o noch in 8 vorkommt.

Dann gilt

Qy (a® f[x:=y]) falls® e {A,V,—}
p=Vy (e Bx:=y]) falls &=+, Q=3
Jy (e« Blx=y]) falls@ =+, Q=Y

Weiterhin gelten

—Vx a = dx -« und =dx a = Vx —«.
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Beweis:
Der Fall Q = d und @ = «:

Zu zeigen ist
AE,Ixf —a <= A, y(Bx=y] = )

fiir alle X-Strukturen A und alle Variableninterpretationen p.
Seien also A X-Struktur und p Variableninterpretation.

Fir a € Uy setze p? 1= ppysa-

Dann gilt pf’x%pa(y)](z) = Plxsa](2) fir alle z # y (*)
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Wir erhalten also

A=, (3x8 — «a)

A=, 73xf oder A =, o

(es gibt kein a € U4 mit A =, . ) oder (es gilt A =, )
(fir alle a € Ua gilt A=y, —0) oder (es gilt A =, a)
fliralle a € Ua gilt A=), 70 oder A =,

fir alle a € Uy gilt

o A ):pfxﬁpa(y)] -/ (nach (*), da y in =8 nicht vorkommt)

17111

® oder A |=p2 a (da y in a nicht vorkommt)

fir alle a € Uy gilt A =, =8[x := y| (Folie 10.12) oder A =,: o
firalleae U gilt A=y, Bx:=y|Va

flrallea€ Uagilt A=y, Blx =y] =«

A=, Vy(Blx ==y] = a)

1111

Die anderen Falle werden analog gezeigt.
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z.Z. "dxa = Vx—a:

nach Folie 11.4 gelten {—3dxa} F Vx—a und {Vx—-a} F —3xa.
Nach dem Korrektheitssatz folgen {—=dxa} = Vx—a und {Vx—-a} E —~Ixa

und daher —dxa = Vx—a. []
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Satz

Aus einer Formel ¢ kann eine dquivalente Formel ¢’ in Pranexform berechnet
werden.

Ist © eine Aussage, so auch ¢’

Ist ¢ gleichungslos, so auch .

Beweis: Die Berechnung erfolgt induktiv tiber den Aufbau von o:
I.LA. © ist atomare Formel: Setze ¢’ = ¢.
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1.S.

e o = —): Nach |.V. kann Formel in Pranexform

v = Qixg Qxa ... Qumxm Y

berechnet werden. Mit V = 3 und 3 = V setze

' = Qix1 Qox2 ... Qum Xm —' .

® o = dx: Nach |.V. kann Formel in Pranexform

v = @Q1xy Qaxz. .. Qmxm Y
berechnet werden. Setze

o = Ix Qix1 Qoxo ... Qmxm ) falls x & {x1,x0,...,Xm}
R1x1 Qoxo ... Qm Xm ?ﬁ/ sonst
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® o =« A f: Nach I.V. kdnnen Formeln in Pranexform

a = Gix1 Qx2...@mXxmag
B = Q1 Qy2...QLynbo
berechnet werden. Seien z;, 2, ..., zm1n neue Variable.
p = alf

(Qux1 Qox2 ... Qmxm o) A (QLy1r Qoya ... Q) yn So)

(Qax2 ... Qm Xm ap)[x1 = z1]
Q121 ( A Qy1 Qaya. .. QpynBo )

o ( Qox2 ... Qm Xm 1 )
A Qiy1 Qoyz ... Qpyn Bo

mit a1 = aglxy ;= z1]

Q121 .. QmzZm Qizm—l—l e Q,,72m—|—n (Oém A 5n)
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® » = Vx1: analog zum Fall ¢ = 3x
® p=qV B analog zum Fall p = a A

® © =« — : analog zum Fall ¢ = a A B (es andern sich die Quantoren
in al) []
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Skolemform

Ziel: Elimination der Existenzquantoren in einer Formel in Pranexform

Definition

Eine Y -Formel ist in Skolemform, wenn sie die Gestalt
Vx1 Vxo ... Vxk @

hat mit x; paarweise verschieden und ¢ quantorenfrei.

|dee:
Vx3y (befreundet(x, y) A weiblich(y))

besagt ,,.Jeder Mensch hat eine Freundin”, d.h. es gibt eine Funktion
Freundin mit Vx: (befreundet (x, Freundin(x)) A weiblich (Freundin(x)))
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Konstruktion: Sei ¢ = Vx1Vx5 ... Vx,3dy ¥ Formel in Pranexform
(u.U. enthalt ¢ weitere Quantoren).

Sei g ¢ Fun ein neues m-stelliges Funktionssymbol.
Setze ¢ = Vx1Vxo ... VXxy 1) [y = g(xq,... ,Xm)} .

Offensichtlich hat ¢’ einen Existenzquantor weniger als . AuBerdem ist ¢’
keine ¥ -Formel (denn sie verwendet g ¢ Fun), sondern Formel {iber einer
erweiterten Signatur.
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Lemma

Die Formel ¢ ist genau dann erfiillbar, wenn die Formeln ¢’ erfiillbar ist (d.h.
diese Formeln sind erfiillbarkeitsaquivalent).

Beweis: ,,<" Sei A" Struktur und p’ Variableninterpretation mit A" =, ¢’
Wir zeigen A’ =, ¢. Hierzu seien a1,...,am € Ua beliebig. Setze

—
P = Plxyarllxe—az]-[xm>am]

und b= g# (a1,...,am).

Dann gilt

A ):p/ 90,

— A =5 w[y = g(xq, ... ,Xm)}

= A’ 5, ¥ (nach Folie 10.12)

— A =5 Ay

Da a1,...,am beliebig sind, haben wir A" |=, ¢ gezeigt.
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.= Sei nun A Struktur und p Variableninterpretation mit A =, ¢.

Zunachst definieren wir eine Funktion G: U} — Uy4: seien
ai, az,...,am € Uy beliebig
— A ):p[xlv%al]---[xmr—)am] 3y

—esgibt be Usmit A=,

[xm—am][y+—b] w

Setze G(a1,...,am) := b, womit die Definition der Funktion G
abgeschlossen ist.
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Definiere eine neue Struktur A’ iiber der Signatur (Fun @ {g}, Rel, ar) mit
* Uy = Ua,
o A" = fA fiir alle Funktionssymbole f € Fun,
e RA = RA fiir alle Relationssymbole R € Rel und

o g =¢G.
Seien nun a1,...,am € U4 beliebig.
Dann gilt
A ’:p ¥

A ):p[leal]---[meam] E|y¢
Definition von G

— A }:p[xl|—>a1]---[xm|—>am][y|—>G(al ..... am)] w
— A ):p[leal]---[meam] w[y = g(x1,... ,xm)} (nach Folie 10.12)

Da das Tupel ay, ..., am beliebig war, haben wir A" =, ¢’ gezeigt, d.h. ¢’
ist erfillbar. ]
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Satz

Aus einer Formel ¢q in Pranexform kann man eine erfiillbarkeitsdquivalente
Formel % in Skolemform berechnen.
Ist o Aussage bzw. gleichungslos, so auch .

Beweis: Durch wiederholte Anwendung des vorherigen Lemmas erhalt man
Formeln ¢1, s, ..., mit folgenden Eigenschaften:

® »; und @;;1 sind erfiillbarkeitsdquivalent.

® ;1 enthalt einen Existenzquantor weniger als ;.
® ;.1 ist in Pranexform.

® |st ¢; Aussage bzw. gleichungslos, so auch ;..

Dann ist © = ¢, zu g erfiillbarkeitsaquivalente Formel in Skolemform und
Aussage bzw. gleichungslos, falls g dies war. []
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Beispiel
1. Die Skolemform von
o = Vx13xpVx3dxg (P(X, h(xo, f(x1))) V —Q(x3) V R(xa, X))

ergibt sich wie folgt:
1 = Vx1Vx3dxs (P(X, h(gi(x1),f(x1))) V-Q(x3) V R(xa, X))

pr = Vv (P(x, hlgi(xa), F(x1)) V =Q(xs) V R(ga(x1, x3), X))

2. Die Skolemform von dx P(x) ist P(a) fiir eine neue Konstante a.
Aber: (Ix P(x)) # (P(a)).
Das heillt, der Beweis liefert tatsachlich nur eine
erfiillbarkeitsdquivalente, aber i.a. nicht dquivalente Formel (es
existiert auch keine dquivalente Formel in Skolemform).
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Klauselform

Ziel: Berechnung einer dquivalenten Konjunktion von Klauseln aus einer
Aussage in Skolemform

Definition
Eine Formel ist in Klauselform, wenn sie Konjunktion von Klauseln,
also insbes. Aussage ist.

Eine Horn-Formel ist eine Konjunktion von Horn-Klauseln, d.h. von Aussagen
Vx1Vxo -+ - VX! (()\1 Ao A --- /\)\m) — )\)

wobei \; Atomformeln (fiir 1 </ < n) und A Atomformel oder L ist.
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Lemma

Aus einer Aussage ¢ in Skolemform kann man eine dquivalente Aussage '
in Klauselform berechnen.

Ist ¢ gleichungslos, so auch .

Beweis: Sei o = Vx1 Vxo ... Vx,: 1) wobei 1 keine Quantoren enthalt. Mit
Hilfe der Aquivalenzen von Folie 6.18 kann 1) umgeformt werden in
konjunktive Normalform, d.h. in eine Formel

=N\ V a

1<i<k 1<j<n;

wobei die Formeln \;; Literale sind. Dann gilt

o = VYx1Vxo ... Vxp:

/\ Vx1 Vxo ...V \/ Ni | = ¢

1<i<k <j<n;
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Satz

Aus einer Aussage ¢ kann eine erfiillbarkeitsaquivalente Menge ' von Klau-
seln berechnet werden.

Ist © gleichungslos, so auch alle Klauseln aus T'.

Beweis: Nach den Satzen auf den Folien 14.10 und 14.19 und dem Lemma
auf Folie 14.22 kann ¢ in eine erfiillbarkeitsaquivalente Aussage

/\90,'

1<i<k

umgewandelt werden, wobei die Formeln ¢; Klauseln sind. Mit
[ ={p;j| 1 <i<k} erhalten wir die gewiinschte Klauselmenge. ]
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Beweis einer Folgerung

Sei A Menge gleichungsloser Aussagen und 1) eine gleichungslose Aussage.

A=y < AU{-} unerfiillbar
< es gibt eine endliche, unerfiillbare Menge A’ C AU {—¢}

(nach dem Endlichkeitssatz)
Q= /\ 6" unerfiillbar

oeN’
[ unerfullbar

[ I_Res L,

!

wobei [ die aus ¢ mittels des Satzes auf Folie 14.23 berechnete
Klauselmenge ist. Die letzte Aquivalenz folgt aus dem Satz auf Folie 13.24.
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Angenommen, die Formeln aus A U {—%} sind Horn-Formeln.

—>  Horn-Formel

— [ Menge von Horn-Klauseln

Nach dem Satz auf Folie 13.24 gilt dann sogar:

AEvYv < I Fyom O.
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/usammentfassung 14. Vorlesung

in dieser Vorlesung neu

e Unerfillbarkeitstest fiir beliebige gleichungslose Formelmengen

kommende Vorlesung
e Unerfiillbarkeitstest fiir beliebige geiMHiigalo9¢ Formelmengen
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