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Ziel der heutigen Vorlesung: Nutzung der Resolution, um Folgerungen
der Form

∆ |= ψ

zu beweisen (wobei ∆ eine Menge von ///////////////////gleichungsfreien Aussagen und ψ
eine /////////////////gleichungsfreie Aussage ist).

Dazu:

∆ |= ψ ⇐⇒ ∆ ∪ {¬ψ} unerfüllbar
⇐⇒ es gibt eine endliche, unerfüllbare Menge ∆′ ⊆ ∆ ∪ {¬ψ}
⇐⇒ φ :=

∧

δ′∈∆′
δ′ unerfüllbar

Allerdings kann φ Gleichungen enthalten.
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Idee: Berechne aus beliebiger Formel φ eine gleichungslose Formel φ′ mit

φ unerfüllbar ⇐⇒ φ′ unerfüllbar

und verwende dann Verfahren aus letzter Vorlesung (d.h. Berechnung von
Klauselmenge Γ und Anwendung der Resolution), um Unerfüllbarkeit von
φ′ zu testen.
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Elimination von Gleichungen

Definition
Eine Σ-Formel ist gleichungsfrei, wenn sie keine Teilformel der Form s = t
enthält.

Ziel: Aus einer Σ-Formel φ soll eine erfüllbarkeitsäquivalente gleichungs-
freie Formel φ′ berechnet werden.

Bemerkung: Man kann i.a. keine äquivalente gleichungsfreie Formel φ′

angeben, da es eine solche z.B. zu φ = (∀x∀y : x = y)
nicht gibt.

Idee: Die Formel φ′ entsteht aus φ, indem alle Teilformeln der Form x = y
durch Gl(x , y) ersetzt werden, wobei Gl ein neues Relationssymbol
ist.
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Notationen
• Sei Σ = (Fun,Rel, ar) endliche Signatur und φ Σ-Formel.

• ΣGl =
(
Fun,Rel ⊎ {Gl}, arGl

)
mit arGl(f ) = ar(f ) für alle

f ∈ Fun ∪ Rel und arGl(Gl) = 2.

• Für eine Σ-Formel φ bezeichnet φGl die ΣGl-Formel, die aus φ
entsteht, indem alle Vorkommen von Teilformeln s = t durch Gl(s, t)
ersetzt werden.

Beachte: Ist φ Horn-Formel, so auch φGl.
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Behauptung

φ erfüllbar =⇒ φGl erfüllbar

Beweis φ erfüllbar
=⇒ es gibt Σ-Struktur A und Variableninterpretation ρ mit A |=ρ φ

Wir definieren eine ΣGl-Struktur B wie folgt:
• UB = UA,
• f B = f A für alle f ∈ Fun,
• RB = RA für alle R ∈ Rel und
• GlB =

{
(a, a) | a ∈ UB

}
, d.h. GlB ist die Gleichheit auf UB.

Dann gilt offensichtlich

A |=ρ φ ⇐⇒ B |=ρ φGl .

Also ist φGl erfüllbar.
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Behauptung

Es gilt nicht: φ erfüllbar ⇐= φGl erfüllbar.

Beweis: Betrachte die Formel φ = ∃x ¬(x = x), die offensichtlich
unerfüllbar ist.

Dann ist aber φGl = ∃x ¬Gl(x , x). Sei B ΣGl-Struktur mit GlB = ∅. Dann
gilt B |= φGl, also ist φGl erfüllbar.

Ähnlich führen die folgenden Formeln zu einem Beweis dieser Behauptung:
• φ = ∃x , y (x = y ∧ y ̸= x) (wähle GlB nicht symmetrisch)
• φ = ∃x , y , z (x = y ∧ y = z ∧ x ̸= z) (wähle GlB nicht transitiv)
• φ = ∃x , y

(
x = y ∧ f (x) ̸= f (y)

)

• φ = ∃x , y , z
(
x = y ∧ E (x , z) ∧ ¬E (y , z)

)

denn die Formel φGl fordert nicht, daß GlB eine „Kongruenz“ sei.
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Definition
Sei A eine Σ-Struktur und ∼ eine binäre Relation auf UA. Die Relation ∼
heißt Kongruenz auf A, wenn gilt:

• ∼ ist eine Äquivalenzrelation (d.h. reflexiv, transitiv und symmetrisch)
• für alle f ∈ Fun mit k = ar(f ) und alle a1, b1, . . . , ak , bk ∈ UA mit

a1 ∼ b1, . . . , ak ∼ bk gilt

f A(a1, . . . , ak) ∼ f A(b1, . . . , bk)

• für alle R ∈ Rel mit k = ar(R) und alle a1, b1, . . . , ak , bk ∈ UA mit
a1 ∼ b1, . . . , ak ∼ bk gilt

(a1, . . . , ak) ∈ RA ⇐⇒ (b1, . . . , bk) ∈ RA

15.8



Beispiel:
1. Ist A Struktur, so ist die Gleichheit = eine Kongruenz auf A.
2. Sei Z = (Z,+, ·) und für a, b ∈ Z gelte

a ∼ b ⇐⇒ |a− b| ist Vielfaches von 17 .

Dann ist ∼ eine Kongruenz auf Z.
3. Sei UA = {a1, a2, b1, c1, c2, c3} und

EA =
{
(ai , b1), (b1, cj), (cj , ai )

∣∣ 1 ≤ i ≤ 2, 1 ≤ j ≤ 3
}
.

Dann ist die folgende Relation ∼ eine Kongruenz:
{
(ai , aj), (b1, b1), (ck , cℓ)

∣∣ 1 ≤ i , j ≤ 2, 1 ≤ k, ℓ ≤ 3
}
.
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Veranschaulichung des letzten Beispiels:

a1

a2

b1

c1

c2

c3
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Definition
Sei A eine Σ-Struktur und ∼ eine Kongruenz auf A.

1. Für a ∈ UA sei [a] = {b ∈ UA | a ∼ b} die Äquivalenzklasse von a
bzgl. ∼.

2. Dann definieren wir den Quotienten B = A/∼ von A bzgl. ∼ wie
folgt:

• UB = UA/∼ =
{
[a]
∣∣ a ∈ UA

}
• Für jedes f ∈ Fun mit ar(f ) = k und alle a1, . . . , ak ∈ UA setzen wir

f B
(
[a1], . . . , [ak ]

)
=
[
f A(a1, . . . , ak)

]
.

• Für jedes R ∈ Rel mit ar(R) = k setzen wir

RB =
{(

[a1], [a2], . . . , [ak ]
) ∣∣ (a1, . . . , ak) ∈ RA

}
.

3. Sei ρ : Var → UA Variableninterpretation. Dann definiere die
Variableninterpretation ρ/∼ : Var → UB : x 7→

[
ρ(x)

]
.
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Veranschaulichung am letzten Beispiel:

a1

a2

b1

c1

c2

c3

a

b

c
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Veranschaulichung am letzten Beispiel:

a1

a2

b1

c1

c2

c3 a

b

c
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Lemma 1
Sei A Struktur, ρ : Var → UA Variableninterpretation und ∼ Kongruenz.
Seien weiter B = A/∼ und ρB = ρ/∼. Dann gilt für jeden Term t:

[
ρ(t)

]
= ρB(t) .

Beweis: per Induktion über den Aufbau des Terms t:
I.A. t = x ist Variable. Dann gilt

[
ρ(t)

]
=
[
ρ(x)

]
= ρB(x) = ρB(t)

nach Definition der Variableninterpretation ρB.
I.S. Sei t = f (t1, . . . , tk). Dann gilt

[
ρ(t)

]
=

[
f A
(
ρ(t1), . . . , ρ(tk)

)]

= f B
([
ρ(t1)

]
, . . . ,

[
ρ(tk)

])

IV
= f B

(
ρB(t1), . . . , ρB(tk)

)
= ρB(t) .
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Lemma 2
Sei A Σ-Struktur, ∼ Kongruenz und B = A/∼. Dann gilt für alle R ∈ Rel
mit k = ar(R) und alle c1, . . . , ck ∈ UA:

(
[c1], [c2], . . . , [ck ]

)
∈ RB ⇐⇒ (c1, c2, . . . , ck) ∈ RA .

Beweis:
„⇐“: klar nach Definition von RB

„⇒“: Sei
(
[c1], . . . , [ck ]

)
∈ RB

=⇒ es gibt (a1, . . . , ak) ∈ RA mit
(
[a1], . . . , [ak ]

)
=
(
[c1], . . . , [ck ]

)

=⇒ a1 ∼ c1, . . . , ak ∼ ck

=⇒ (c1, . . . , ck) ∈ RA, da ∼ Kongruenz ist.
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Satz
Seien A ΣGl-Struktur und ρ : Var → UA Variableninterpretation, so daß
∼ = GlA Kongruenz auf A ist.

Seien B = A/∼ und ρB = ρ/∼.

Dann gilt für alle Σ-Formeln φ: A |=ρ φGl ⇐⇒ B |=ρB φ.

Beweis: per Induktion über den Aufbau der Formel φ.
I.A. φ ist atomare Formel:
• φ = R(t1, . . . , tk) für Terme t1, . . . , tk . Dann gelten φ = φGl und

A |=ρ φGl ⇐⇒
(
ρ(t1), . . . , ρ(tk)

)
∈ RA

⇐⇒
([
ρ(t1)

]
, . . . ,

[
ρ(tk)

])
∈ RB (Lemma 2)

⇐⇒
(
ρB(t1), . . . , ρB(tk)

)
∈ RB (Lemma 1)

⇐⇒ B |=ρB φ
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• φ = (s = t) für Terme s und t und damit φGl = Gl(s, t).

A |=ρ φGl ⇐⇒
(
ρ(s), ρ(t)

)
∈ GlA

⇐⇒ ρ(s) ∼ ρ(t)

⇐⇒
[
ρ(s)

]
=
[
ρ(t)

]

⇐⇒ ρB(s) = ρB(t)

⇐⇒ B |=ρB φ

I.S.
• φ = α ∧ β: Dann gilt φGl = αGl ∧ βGl und damit

A |=ρ φGl ⇐⇒ A |=ρ αGl und A |=ρ βGl
IV⇐⇒ B |=ρB α und B |=ρB β

⇐⇒ B |=ρB φ

• φ = α ∨ β: analog
• φ = α→ β: analog
• φ = ¬α: analog
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• φ = ∃x α: Dann gilt φGl = ∃x αGl und damit

A |=ρ φGl ⇐⇒ es gibt a ∈ UA mit A |=ρ[x 7→a]
αGl

IV⇐⇒ es gibt a ∈ UA mit B |=(ρ[x 7→a])/∼ α

⇐⇒ es gibt a ∈ UA mit B |=ρB[x 7→[a]] α

(denn
(
ρ[x 7→ a]

)
/∼ = ρB

[
x 7→ [a]

]
)

⇐⇒ es gibt b ∈ UB mit B |=ρB[x 7→b] α

⇐⇒ B |=ρB φ

• φ = ∀x α: analog.
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Lemma
Aus einer endlichen Signatur Σ kann eine gleichungsfreie Horn-Aussage
KongΣ über ΣGl berechnet werden, so daß für alle ΣGl-Strukturen A gilt:

A |= KongΣ ⇐⇒ GlA ist eine Kongruenz .

Beweis:

∀x : Gl(x , x) ∧ ∀x , y :
(
Gl(x , y) → Gl(y , x)

)

∧ ∀x , y , z :
(
Gl(x , y) ∧ Gl(y , z) → Gl(x , z)

)

∧
∧

f ∈Fun

∀x⃗ , y⃗ :
(Å ∧

1≤i≤ar(f )

Gl(xi , yi )
ã
→ Gl

(
f (x⃗), f (y⃗)

)
)

∧
∧

R∈Rel

∀x⃗ , y⃗ :
(Å ∧

1≤i≤ar(R)

Gl(xi , yi )
ã
→
(
R(x⃗) ↔ R(y⃗)

)
)
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Satz
Aus einer endlichen Signatur Σ und einer Σ-Formel φ kann eine gleichungs-
freie und erfüllbarkeitsäquivalente ΣGl-Formel φ′ berechnet werden.

Ist φ Horn-Formel, so ist auch φ′ Horn-Formel.

Beweis:
Setze φ′ = φGl ∧ KongΣ.
wir zeigen: φ erfüllbar ⇐⇒ φ′ erfüllbar

„⇒“: Seien A Σ-Strukur und ρ Variableninterpretation mit A |=ρ φ. Sei
B = (A,=) die auf Folie 15.6 konstruierte ΣGl-Struktur. Dann gilt
offensichtlich B |=ρ φGl ∧ KongΣ, d.h. φ′ ist erfüllbar.

„⇐“: Seien A ΣGl-Struktur und ρ Variableninterpretation mit A |=ρ φ
′

=⇒ GlA =: ∼ ist Kongruenz auf A (Lemma auf Folie 15.18)

=⇒ A/∼ |=ρ/∼ φ (Satz auf Folie 15.15)

Also ist φ erfüllbar.
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Zusammenfassung 15. Vorlesung

Damit ist Ziel vom Anfang der Vorlesung erreicht: Mithilfe der Resolution
kann getestet werden, ob Folgerung ∆ |= ψ für beliebige Formeln gilt.

Ist ∆ Menge von Horn-Formeln und ψ Horn-Klausel, so ist Γ Menge von
Horn-Klauseln. Daher reicht in diesem Fall die Horn-Resolution.
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Zusammenfassung Prädikatenlogik
• prädikatenlogische Formeln formalisieren Aussagen, die aus atomaren

Zusammenhängen mittels Boolescher Operatoren (∧, ∨, →, ¬) und
Quantoren ∀ und ∃ entstehen

• die Regeln des natürlichen Schließens formalisieren die üblichen
Argumentationsmuster

• das natürliche Schließen ist vollständig und korrekt für die
Feststellung, ob eine Folgerung gilt

• Endlichkeitssatz und Satz von Löwenheim-Skolem
• die Resolution bzw. Horn-Resolution ist vollständig und korrekt für die

Feststellung, ob eine Menge von gleichungslosen Klauseln bzw.
Horn-Klauseln erfüllbar ist

• durch die Umwandlung einer beliebigen Formel in gleichungslose
Klauselform φ kann die Resolution auch für den Beweis einer
Folgerung ∆ |= ψ zwischen beliebigen Aussagen genutzt werden

• Besteht ∆ nur aus Horn-Formeln und ist ψ Horn-Klausel, so reicht
sogar die Horn-Resolution.
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