h.

Logik und Logikprogrammierung
Vorlesung 2:

Natirliches SchlielBen der AL

TECHNISCHE UNIVERSITAT ..
ILMENAU Prof. Dr. Dietrich Kuske

FG Automaten und Logik, TU lImenau

Wintersemester 2026 /27

2.1



Natirliches Schlielen

Ein (mathematischer) Beweis zeigt, wie die Behauptung aus den
Voraussetzungen folgt (vgl. Folie 1.28).

Analog zeigt ein ,,Beweisbaum™ (= ,Herleitung” =, Deduktion™), wie eine
Formel der Aussagenlogik aus Voraussetzungen (ebenfalls Formeln der

Aussagenlogik) folgt.

Diese ,,Deduktionen” sind Baume (vgl. Folie 1.29),
deren Knoten mit Formeln beschriftet sind:

® an der Wurzel steht die Behauptung
(= Konklusion ¢) v

® an den Blattern stehen Voraussetzungen
(= Hypothesen oder Annahmen aus I')

® an den inneren Knoten stehen , Teilergebnisse”
und ,Begriindungen”
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Konstruktion von Deduktionen

Aus der Annahme der Aussage ¢ folgt ¢ unmittelbar:

eine triviale Deduktion

v
mit Hypothesen {¢} und Konklusion ¢.

Auf den folgenden Folien werden wir

® (iberlegen, wie aus ,einfachen mathematischen Beweisen"
umfangreichere entstehen kdnnen, und

e parallel dazu definieren, wie aus einfachen Deduktionen
umfangreichere konstruiert werden konnen.
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Konstruktion von Deduktionen - Konjunktion

Konjunktionseinfiihrung in math. Beweisen

Ein mathematischer Beweis einer Aussage ,,¢o und 1" sieht liblicherweise so
aus:

"Zunichst zeige ich ¢: ... (hier steckt die eigentliche Arbeit)
Jetzt zeige ich v: ... (noch mehr eigentliche Arbeit)
Also haben wir ,,o und " gezeigt. qed"”
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Konjunktionseinfiihrung (ausfiihrlich)

Ist D eine Deduktion von ¢ mit Hypothesen aus ' und ist E eine Deduktion
von 1 mit Hypothesen aus I, so ergibt sich die folgende Deduktion von p A1)

mit Hypothesen aus I

T
VY
p P
o NP

Konjunktionseinfiihrung (Kurzform)

© P
oA (AD)
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Konjunktionselimination (ausfihrlich)

Ist D eine Deduktion von ¢ A 9 mit Hypothesen aus I, so ergeben sich die
folgenden Deduktionen von ¢ bzw. von 1 mit Hypothesen aus I

V v
© NP © N
© (0

Konjunktionselimination (Kurzform)
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Beispiel
Wir zeigen ¢ A 1) unter der Hypothese ¢ A ¢:
/N A
VAP (B YIP(AEY)

© (0
X (Al

Dies ist eine Deduktion mit Konklusion ¢ A1 und Hypothese 1) A ¢ (zweimal
verwendet).
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Konstruktion von Deduktionen - Implikation

Implikationseinfiihrung in math. Beweisen

Ein mathematischer Beweis einer Aussage ,,Aus ¢ folgt 1" sieht liblicherweise
SO aus:

"Angenommen, o gilt.

Dann ... (hier steckt die eigentliche Arbeit).
Damit gilt .
Also haben wir gezeigt, dall v aus ¢ folgt. ged”

Die Aussage ¢ ist also eine ,temporare Hypothese".
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Implikationseinfiihrung (ausfiihrlich)

Ist D eine Deduktion von 7 mit

Hypothesen aus ' U {¢}, so ergibt ey
sich die folgende Deduktion von
¢w — 1) mit Hypothesen aus I W
Y
o =Y

Implikationseinfiihrung (Kurzform) Beispiel

[+0]

) [90] ( >|)

: =@

Wb Dies ist eine Deduktion von

0 — 1) (=) ©w — ¢ ohne Hypothesen.



Implikationselimination in math. Beweisen

Ein mathematischer Beweis einer Aussage ,, gilt" liber eine Hilfsaussage
sieht so aus:

»Zunachst zeigen wir, dals ¢ gilt: ...
Dann beweisen wir, dall ) aus ¢ folgt: ...
Also haben wir ¢ gezeigt. ged”

Implikationselimination oder modus ponens (ausfuhrllch

Ist D eine Deduktion von ¢ mit
Hypothesen aus [ und ist E eine v V
Deduktion von ¢ — 9% mit Hypothesen

- p — P

aus I, so ergibt sich die folgende
Deduktion von ¢ mit Hypothesen aus I: ¥
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Implikationselimination oder modus ponens (Kurzform)

© so—mb( E)

(8
Beispiel
el [¥]°
ony M ([T(skoHa]:" (E)
Vv — o ( >|)2
(=)

o — (1 — o) (
(e AY) = 0) = (¢ = (¥ = 0))

Bemerkung: die Indizes 1, 2 und 3 machen deutlich, welche Hypothese bei
welcher Regelanwendung gestrichen wurde.

+)3

Diese Deduktion hat keine Hypothesen!
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Konstruktion von Deduktionen - Disjunktion

Disjunktionselimination oder Fallunterscheidung in math. Beweisen

Ein mathematischer Beweis einer Aussage ,,o gilt” mittels Fallunterscheidung
sieht liblicherweise so aus:

»Zunachst zeigen wir, dals © Vo gilt: ...
Gilt ¢, so gilt o, denn ...
Gilt v, so gilt ebenfalls o, denn ...
Also haben wir gezeigt, dal} o gilt. ged”

Die Aussagen ¢ und 7 sind also wieder ,temporare Hypothesen".
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Disjunktionselimination oder Fallunterscheidung (ausfiihrlich)

Ist D eine Deduktion von ¢V 1) mit Hypothesen aus I', ist E eine Deduktion
von ¢ mit Hypothesen aus I' U {¢} und ist F eine Deduktion von o mit
Hypothesen aus ' U {9}, so ergibt sich die folgende Deduktion von o mit
Hypothesen aus I

R L/

VV V

© V1 o o
%
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Disjunktionselimination oder Fallunterscheidung (Kurzform)

][9]

oVY o U(\/E)

O

Disjunktionseinfiihrung (Kurzform)

P (0
(70\/¢ (\/|1) 90\/¢ (\/|2)
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Beispiel

Seien ¢ und 1) beliebige Formeln. Dann ist das folgende eine Deduktion mit
Hypothesen in der Menge {¢ V 1} und Konklusion 1 V .

o] [@b]
oV wvsa(w) gIE))l

YV
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Konstruktion von Deduktionen - Negation

Negationseinfiihrung in math. Beweisen

Ein mathematischer Beweis einer Aussage ,,¢ gilt nicht” sieht so aus:

~Angenommen, ¢ gilt.

Dann folgt 0 = 1, denn .... Mit anderen Worten, dies fiihrt
zu einem Widerspruch.

Also haben wir gezeigt, dals ¢ nicht gilt. ged”

Die Aussage ¢ ist also wieder eine ,temporare Hypothese".

Negationseinfiihrung (ausfihrlich)

r
Ist D eine Deduktion von 1 mit W{W}

Hypothesen aus ' U {¢}, so ergibt V
sich die folgende Deduktion von —p 1

mit Hypothesen aus I "
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Negationselimination (ausfiihrlich)

Ist D eine Deduktion von = mit Hypothesen aus I und ist E eine Deduktion
von ¢ mit Hypothesen aus I, so ergibt sich die folgende Deduktion von _L

mit Hypothesen aus I':

@@
IR <
1L

Negationseinfiihrung und -elimination (Kurzform)

]

L —
Sl S (-E)
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Konstruktion von Deduktionen - Falsum

Hat man,, 0 = 1" bewiesen, so ist man bereit, alles zu glauben:

ex falso sequitur quodlibet

(ausfiihrlich) (Kurzform)

Ist D eine Deduktion von L mit
Hypothesen aus I, so ergibt sich
die folgende Deduktion von ¢ mit
Hypothesen aus I

v

Y

1
W)
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math. Widerspruchsbeweis

Ein indirekter Beweis einer Aussage ,,¢ gilt” sieht lblicherweise so aus:

~Angenommen, ¢ gilt nicht, d.h. = gilt.
Dann folgt 0 = 1, d.h. ein Widerspruch.
Also haben wir gezeigt, dals ¢ gilt. qed”

Die Aussage — ist also wieder eine ,temporare Hypothese".
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reductio ad absurdum (ausfiihrlich)

Ist D eine Deduktion von | mit Hypothesen aus I' U {—p}, so ergibt sich
die folgende Deduktion von ¢ mit Hypothesen aus I':

"t

v

=
o

reductio ad absurdum (Kurzform)
[~
1

gO(raa)
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Regeln des natiirlichen Schlielsens |

Y

(A 90/\¢(AE) 90/\¢(AE2)

SOMD ¥ : Y
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Regeln des natiirlichen Schlielsens Il

[]

Lo PP
w(l) (—E)
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Definition
Fiir eine Formelmenge ' und eine Formel ¢ schreiben wir

[ F o

wenn es eine Deduktion gibt mit Hypothesen aus [ und Konklusion ¢. Wir
sagen ,, ist eine syntaktische Folgerung von I'".

Eine Formel ¢ ist ein Theorem, wenn () F ¢ gilt.
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Bemerkung

[+ ¢ sagt (zunachst) nichts tiber den Inhalt der Formeln in ' U {¢} aus,
sondern nur liber die Tatsache, dall ¢ mithilfe des natiirlichen Schlielens aus
den Formeln aus ' hergeleitet werden kann.

Ebenso sagt ,,i ist Theorem™ nur, dals ¢ abgeleitet werden kann, iiber ,Wahr-
heit” sagt dieser Begriff (zunachst) nichts aus.
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Beispiel

Fiir alle Formeln ¢ und 9 gelten {=(¢ V9)} F —p A -0
und {—p A =} F =(p V 1h).

Beweis: Wir geben Deduktionen an:

LI [4]°

—(pVY) eV —(pVY) eV
=y o (1)’
P (0

~P ATy (/\El) ~P ATy (/\Eg)

(\/|2)
(—E)

— o] —¢)
oV 2 I (7E)




Beispiel
Fir alle Formeln ¢ und % gelten {—p V =9} = =(© A ) und
(P APy =V

Beweis: Wir geben Deduktionen an:

[ A 9] [ A 9]
el (ﬂE()AEl) R (ﬁE()A =)
oy O oy O
PV (A f()gp(A . ~@A9) (g
o] [W]°
(e AY) e AY (Q)
L (—E)
- [~]*
pV P V) (Vl2) Vo E\\j:zl))l

— VY []
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Beispiel
Fiir jede Formel ¢ ist ¢ V = ein Theorem.

Beweis: Wir geben eine Deduktion mit Konklusion ¢ V = ohne
Hypothesen an:

[l ]

eV -o)® oV-p ) Ve eV 2
) (-E) ) (-E)

o (_||)1 (_'|)2

E TP

1
(raa)’
oV g
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Beispiel

Fiir jede Formel ¢ ist =—¢ — ¢ ein Theorem.

Beweis: Wir geben eine Deduktion mit Konklusion =—¢ — ¢ ohne
Hypothesen an:

[——¢]* [-ol'
(—E)
= (raa)?

2 2
5
ﬂﬂgo—mp( )

Bemerkung

Man kann beweisen, dall jede Deduktion der letzten beiden Theoreme die
Regel (raa) verwendet, sie also nicht ,intuitionistisch” gelten.
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/Zusammenfassung 2. Vorlesung

in dieser Vorlesung neu
e Kalkil des natiirlichen Schlieens als Formalisierung von
Argumentationen mittels Formeln der Aussagenlogik
kommende Vorlesung

® exakte Beschreibung der Semantik (d.h. Bedeutung) von Formeln der
Aussagenlogik
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