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Mathematische Grundlage: Ableitungen
Grund: Gradientenbasierte Lösungsverfahren brauchen Ableitungen. 
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1. Ableitungen nach einer skalaren Variablen (z.B. Zeit  t )
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Bilineare Systeme: 
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Eine Matrix von Funktionen: 
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Die Definition: 



5Eine quadratische Funktion:
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A ist eine symmetrische, konstante Matrix. 
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Geschwindigkeit:
Beschleunigung: 
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Eine Ableitung nach der Zeit wird die Dimension nicht verändern!
Sie ist eine Totalableitung / ein totales Differential!
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72. Ableitungen nach einem Vektor von Variablen
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Die Ableitung einer Funktion nach einem Vektor führt zu einem Vektor!
Die Elemente sind Partialableitungen! 
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Die Ableitung eines Vektors nach einem Vektor führt zu einer Matrix! 
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Es existieren: 
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Lineares System: 
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A ist eine symmetrische, konstante Matrix. 
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Die Matrix/Vektor-Form:

Die ersten Ableitungen:

Die zweiten Ableitungen (die Hesse-Matrix):
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Der Rechenaufwand ist sehr hoch!

Die Definition: 



134. Ableitungen nach Variablen in Funktionen
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165. Taylor-Entwicklung und Extrempunkte einer Funktion
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Ist die Hesse-Matrix positiv definit, dann ist der Punkt ein Minimumpunkt. 

Ist die Hesse-Matrix negativ definit, dann ist der Punkt ein Maximumpunkt. 

Achtung: die Funktion f (x) muss zweimal differenzierbar sein!
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176. Das Lagrange-Verfahren
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Problemdefinition eines Problems mit Gleichungsbeschränkungen:

T
mggg ])()()([)( 21 xxxxg =

Welche Beziehung besteht zwischen n und m ?

Lagrange-Funktion: )()(),( xgλxλx TfL +=

Die notwendige Bedingung:

0λg

0λ
x

g
xx

=∇+∇=∇

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

T

T

fL

fL

0xg =)(Die Modellgleichungen:

also

Die hinreichende Bedingung: positiv definite Hesse-Matrix von ),( λxL



18Beispiel:
1mit

min

21

2
2

2
1

=+

+

xx

xx
x









=








−
−

=



















∂
∂
∂
∂

=
∂
∂

0
0

2
2

2

1

2

1

λ
λ

x
x

x
L
x
L

L
x

dann

Lagrange-Funktion: )1(),( 21
2
2

2
1 −+++= xxxxL λλx

0121 =−+=
∂
∂ xxL
λ

2
1*

2
*
1 == xxDer Lösungspunkt: 









=

20
02

),( ** λxHLDie Hesse-Matrix: 



197. Die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen (KKT)
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Problemdefinition eines Problems mit Gleichungs- und 
Ungleichungsbeschränkungen:
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