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Mathematische Grundlage: Ableitungen

Grund: Gradientenbasierte Losungsverfahren brauchen Ableitungen.

ay _,
dx Skalar X Skalar Y
Eingangsvariable —— Vektor X Ausgangsvariable —— Vektor Y
\ Matrix X \ Matrix Y

Es gibt 9 unterschiedliche Mdglichkeiten bzw. Kombinationen:

ay _, |dy_of [dY_,
dx dx dx
ay _,| |y ol [9Y _,
dx dx dx

dy _, dy , dY

7 XA X
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1. Ableitungen nach einer skalaren Variablen (z.B. Zeit t)

Ein Vektor von Funktionen:  X(t) =[x () x,() - x ()]

dx _ [dx1 dx,  dx, T

dt | dt dt dt
Inneres Produkt (Skalar- X@) =[x () Xt - x@OI

produkt) zweier Vektoren: .
yO) =ly.:() Y, - Yy,(]

Bilineare Systeme:

XTy: X Y1 + XY, -+ XY, :inyi
i=1

d(x' dx' d .
(X y): X y+xT—>t/ (Ubungsaufgabe!)

m. dt dt d ml :hgbt I
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Eine Matrix von Funktionen:

_Xll(t)
X(t)=|
| Xpy (1)
Die Definition: [ dx,,
gx | dt
dt B d)&nl
| dt
Es gibt:
d(Xl ixz) . dX1 4+ dXZ
dt dt  dt
dX) _di, . dX
dt dt dt
d (X X,) _ dX, X, +X1%
dt dt dt

_ 4

le(t)

: =% Joem
Xom (1) |

dx,,

dt | [dx;

dX.nm B dt nxm

dt |
(Ubungsaufgabe!)
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Eine quadratische Funktion: f(x)=x' Ax 5

| ] Ay Ay
Mt x©=060 %0 - %O ALl o f @
A ist eine symmetrische, konstante Matrix. A B
T T
d(x Ax): dx (AX)+ X" d(Ax)
dt dt dt
_ o ——(Ax)+x TASX 0T ASX_ o7 A
dt dt dt
Beispiel: ._) Istwert  Sollwert
Position: u U
Geschwindigkeit:  V V,
Beschleunigung: W W

Minimierung des Fehlerquadrates:
Ly
min Hal(u —u, ) +a,(V-v, ) +a3(w—ws)2]dt

u,v,w
ty

m Wie kann man die Funktion mit der Form  f (x) = X' AX schreiben?

Pro: ptm ung



_Xll(t) Xln(t)_ °
Inversion einer Matrix: X7'(t) mit X(t)=| °: D =1X T

_an (t) o X (t)_

Da XX*'=E, ?j_E:o, gibt es
t

-1 -1
d(XX?)_dX o0 X
dt dt dt
dt ~ dt
dx™ —X‘ld—x ) Achtung: X muss invertierbar sein.
dt dt d.h. det[X(t)]=0

Eine Ableitung nach der Zeit wird die Dimension nicht verandern!
Sie ist eine Totalableitung / ein totales Differentiall
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2. Ableitungen nach einem Vektor von Variablen

Eine Funktion: f(X)  mit x=[x X - x]
di(x) _|of(x) of(x) = dF(x) TEVf(x)
dx 8X1 axl aXn
409 |06 A6 A0 | (g
dx’ 8X1 axl aXn
Es existieren: d(f(x)£g(x)) df (x) L d9(x)
dx ~odx  dx
d(f(x)-
( (Xd)xg(x))— 8L 1099

Die Ableitung einer Funktion nach einem Vektor fuhrt zu einem Vektor!
Die Elemente sind Partialableitungen!

Prozesso
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Ein Vektor: fx)=[f,(x) f,(x) - f (X 8

mit Xx=[x X, - x]
Die Definition: T T
0% OX,,
df(x) _ df(x) _ ; L= ot (x) (Jacobi-Matrix)
dx dx'|af,(x) af, (%) x|
0% OX,,
und - .
AL N M ¢
df (x)" =(df(x)jT | _P ,—(X)}
dx dx 6f1.(X) o 8fm.(x) 0X, nxm
OX, OX,
Daher dx dXT _ _ d
_OxX T X
axT dx E Achtung: dx=dx' = o E

Die Ableitung eines Vektors nach einem Vektor fihrt zu einer Matrix!
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Es existieren:  d(f(x)+9(x)) _df(x) _dg(x)
dx dx  dx
T T T
d(f(x)_9(x)) _ df(x) g(x) + dg(x) f(x) (Ubungsaufgabe!)
dx dx dx
daher d (an(X)) da f( )+ df (x) df (X)T 3
dx dx dx
Lineares System:
| fl(x)_ _a11X1+'°'+alan ] _all aln__xl_
fxX)=| : |= : =| c |l 2 |=AX
B fm (X)_ _amlxl +eeet aman_ _aml ml _Xn_
| of, () of,(x) |
4 (%) ) 8X1 8Xn ) a:11 a?n A
dx | &f, (x) a0 | |4 .
m. X, X, - "
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Eine quadratische Funktion: f(x)=x' AX 0

Ay ot g,
mit X=[X1 Xy oo Xn]T A= : : :[ai,j]nxn

A, - ann_

A Ist eine symmetrische, konstante Matrix.

Dah T T r

aner d(x Ax): dx (Ax)+d(AX) «

dx dx dx

T
- E(Ax)+(d(dAX)j X=AXx+A'xX=(A+A")x=2AxX
X

Dann  d("Bx)_da (B)+ d(Bx)" ,

dx dx dx

= (d(BX))Tx =B

. dx mm
m Fachgebiet
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Beispiel:

Die Matrix/Vektor-Form:

FX)=[x% % X]

Die ersten Ableitungen:

Vi (X) =

=2

df (x) _ d(x'Qx) N d(c'x)

1
12

0

1/2
1
—2

-

—2

1

+[3 -2 -6]

dx

[ 1

1/2
0

1/2
1
-2

dx
0"

—2
1

Die zweiten Ableitungen (die Hesse-Matrix):

Vi (x) =

m.

d(Vf (x)) _ d(2Qx+0)

dx

dx

™ =20X+C
31 [2 1
-2|=|1 2
-6| |0 -4
2
=20=|1
0

f (X) = X7+ XX, + X —4X,X, + X5 +3X, — 2X, — 6X,

11

=X Qx+c'X
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Eine Matrix: -, (%) f, (X) | 12
F(x)=| =0 (0]
B fml (X) Xml (X)_
mit X= [X1 X, X, ]T
.
Die Definition: dF(x) _| oF(x) oF(x) oF(x)
dx 0%, OX, OX,,
wobel | of;; (X) ofy, (x) |
10) %)
oF) | % :ffw(x)} =1
an of m1 (X) 61:ml (X) axk mx|
OXy OXy
k1 ) ]
k=2 _
. Der Rechenaufwand ist sehr hoch!
| k—n
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4. Ableitungen nach Variablen in Funktionen
Eine Funktion: f(x) mit X() =[x (t) X, (t) - Xn(t)]T

df (x(t)) — df (x(1)) ax() (Ubungsaufgabe!)
dt dx'  dt

Beispiel: f(x):sin(CTX)

n
mit CTX =CX; +C,X, +++++C. X, = D C;X;
i=1

dx

daher df (X(t)) _ df (x(t)) dx(t)

m. dt dx’ dt

= [cos(ch(t))] ¢ x(t)

13

dd:T - (%T - (iSi”(CTX)jT = [ccos(c™x))" = ¢ cos(c"x)



Eine Funktion: 7= f (Y) 14

mit  y(x)=[y,(x) Y,(x) - Y, 00T
X:[Xl X2 Xn]T

Physikalische Bedeutung:

| 341
—_— > z
5 Prozess ; ¥y —
X, Vm
df dy df dy
i df = dy, dy-= dx df = d
Weil dy" y, ay I dann dy” o'

daher

df (df dy T_(dij df ) dy” df
dx (dy' dx' dx' ) {dy' dx dy

[ ]
m I Fachgebiet I
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Beispiel: f(x)=(Ax-b) R(Ax—-b) 15

mit A:[aij] I:\):[rij]mxm’ b:[bl bm]

mxn?

Definietman Yy =AX-b dann f(y)=y'Ry

Well df dy' df
dx dx dy

mit

dy” d(Ax—b)" d(Ax) _(d(Ax)jT AT
dx  dx = dx -

df d(yT Ry): (R" +R)y
dy dy

Daher

i
dft _dy df _ AT(RT +R)(AX-D)

ﬁb‘ dx dx dy
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5. Taylor-Entwicklung und Extrempunkte einer Funktion 16

df \' 1 o(d?f .
f(X)= f(xo)+(&j Ax+§Ax ( 2JOAX+(O )

0 dx

= f(x0)+VfoTAx+%AxT (v2f),ax+(0?)

0°f  O°f
of of AX 1 ox2 OXO AX

f(x,u)=f(x,,U.)+ +Z|Ax  Aul|l X xou +(0®

(L) = 0o, o) {axT GUTLLU} 2[ | o f  %f Lu} 0°)
oxou  ou? ),

of of
Ist (Xy,Uy) ein Extrempunkt, dann =0
v P {@XT auTl,

Ist die Hesse-Matrix positiv definit, dann ist der Punkt ein Minimumpunkt.
Ist die Hesse-Matrix negativ definit, dann ist der Punkt ein Maximumpunkt.

Achtung: die Funktion f (X) muss zweimal differenzierbar sein!

Beispiel: f(X) = X7+ XX, + X2 —4X, X, + X2 +3X, —2X, —6X,

m. (Ubungsaufgabe!)
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6. Das Lagrange-Verfahren 17

Problemdefinition eines Problems mit Gleichungsbeschrankungen:

mxin f(X) wobei X= [)(1 X, - Xn]T
mit  g(x)=0 g(x)=[9,(0) 9,(x) -+ g, K]
Welche Beziehung besteht zwischen nund m ?
Lagrange-Funktion: L(x,1) = f(X)+A1"g(x)
Die notwendige Bedingung: oL _of N og’ % =0
OX OX OX
also VL=Vf +Vg'aL=0
Die Modellgleichungen: g(x) =0

Die hinreichende Bedingung: positiv definite Hesse-Matrix von L(X,2.)

m I Fachgebiet I
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. . - 2 2
Beispiel: MIn-X 4+ X,

mit X +Xx, =1

Lagrange-Funktion: L(X,A) =% + %5 + A(X + X, —1)
oL
dann oL | ox | | 2% -4
ox | oL | |2x,-A
| OX; |

oL
§=x1+x2—1=0

l

18

N
&

\)xq
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7. Die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen (KKT) 19

Problemdefinition eines Problems mit Gleichungs- und
Ungleichungsbeschrankungen:

min  f(x) wobei  X=[X X - XTI
mit g(x)=0 g(x)=[0,(¥) 9,(x) - g,(XI'
h(x) >0 h(x)=[h() h(x) - hXI

Lagrange-Funktion: L(X,A,p) = f(X)— kTg(X) _ HT h(x)
Beim Losungspunkt:

e VL(X,A,n)=0

e g(x)=0

e h(x)=0

e uh(X)=0, >0, i=1--r1

h. *  V’L(X,A,p) positiv definit

Prozessoptimierung
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