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Steuervariable: 

Darstellung dynamischer Prozesse:

T
n txtxtx ])()()([ 21 =x

T
m tututu ])()()([ 21 =u

Zustandsvariable: 

njxtxx
miutuu

jij

iii

,,1,)(
,,1,)(

max,min,

max,min,





=≤≤

=≤≤Beschränkungen: 

fttt ≤≤0
Zeitbereich: 

00 )( xx =tAnfangszustand: 

fft xx =)(Endzustand: 

),( uxfx =Modellgleichungen: (linear oder nichtlinear) 

(vorgegeben oder frei) 

(bekannt) 
(vorgegeben oder frei) 

(i. Allg. m ≠ n )



3Grafische Darstellung einer Zustandsvariable:

ftt ,0 vorgegeben
)(),( 0 ftxtx vorgegeben

)(tx unbeschränkt

ftt ,0 vorgegeben
)( ftx frei

)(tx unbeschränkt

ftt ,0 vorgegeben
)( ftx frei

)(tx beschränkt



4Ziel einer optimalen Steuerung:

Landung:
2

)(
])([min S

fftu
xtxJ −=

Halten:

∫ −=
ft

t

S

tu
dtxtxJ

0

2

)(
])([min

Folgen:

∫ −=
ft

t

S

tu
dttxtxJ

0

2

)(
)]()([min



5Optimalsteuerungsproblem:

),( uxfx =Modellgleichungen: 

Zielfunktional: 












+= ∫

ft

t
ftu

dtftJ
0

),())((min 0)(
uxxφ

Eine optimale Steuerung   u*(t) wird durch die Lösung des 
Problems herausgefunden, um das Zielfunktional zu minimieren! 

Zugleich müssen die Nebenbedingungen eingehalten werden! 

Ein mathematischer Lösungsansatz wird hierfür benötigt. 
Ein Lösungsansatz wird basierend auf Optimalitätsbedingungen 
abgeleitet. 

(Anzahl der Gleichungen = n)

fttt ≤≤0
Zeitbereich: 

00 )( xx =tAnfangszustand: 
fft xx =)(Endzustand: 

(vorgegeben oder frei) 

(bekannt) 
(vorgegeben oder frei) 

njxtxx
miutuu

jij

iii

,,1,)(
,,1,)(

max,min,

max,min,





=≤≤

=≤≤Beschränkungen: (vorgegeben oder frei) 
(vorgegeben oder frei) 



6Optimalitätsbedingung:

Zielfunktional: 












+= ∫

ft

t
ft

dtftJ
0

),())((min 0)(
uxx

u
φ

Die optimalen Steuerungsfunktionen u*(t) werden gesucht, um J zu minimieren.

D.h. Minimierung einer Funktion von Funktionen.

Die optimale Lösung beim Minimum von J: )(* tu

[ ] [ ] 0)()( * ≥− tJtJ uu

Einführung einer kleinen Änderung an der optimalen Lösung: 

)()()( * ttt uuu δ+=

Die Änderung des Funktionales: 

)]([)]()([ ** tJttJJ uuu −+=∆ δ
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Die Änderung eines Funktionals: 

)]([)]()([)]([ tJttJtJ uuuu −+=∆ δ

Variation eines Funktionals:

Die Variation des Funktionals: 

ε
δε

ε
δ

ε

)]([)]()([lim)]([
0

tJttJJtJ uuuu −+
=

∂
∂

=
→

Beim Minimum von J: )()( * tt uu =

Die notwendige Optimalitätsbedingung: 0)]([ * =tJ uδ



8Das Euler-Lagrange-Verfahren

Lagrange-Problem: ∫=
ft

t

dttfJ
0

),,(min 0 yy
y



Bolza-Problem: 









+= ∫

ft

t
f dttftJ

0

),,())((min 0 yyy
y

φ

Mayer-Problem: ))((min ftJ y
y

φ=

Nun wird das Lagrange-Problem betrachtet:

Mit vorgegebenen Randbedingungen:

∫=
ft

t

dttfJ
0

),,(min 0 yy
y



fftt yyyy == )(,)( 00

Die optimale Lösung: )(* ty

Einführung einer kleinen Änderung an der optimalen Lösung: 

0ηηηyy ==+= )()(),()()( 0
*

fttttt ε



9Das Euler-Lagrange-Verfahren

Daher 

)()()(),()()( ** tttttt ηyyηyy  εε +=+=

∫∫ ++==
ff t

t

t

t

dttfdttfJ
00

),,(min),,(min **
00 ηyηyyy

yy
εε 

Die Optimalitätsbedingung: 0)]([
0

*
* =

∂
∂

=
=εε

δ JtJ y

D.h. 
0

0 0 0

0 00

0

* *
0

0

0 0 0 0

0 0 0

0 0

( , , )

0

f

f f f

f f f

f

t

t

t t t

T T T T
t t t

t t t

T T T
t tt

t

T T
t

J f t dt

f f f fdt d dt

f f fdt dt
t

f f dt
t

ε

δ ε ε
ε =

∂
= + +

∂

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + = + ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂∂
= − + ∂ ∂ ∂ ∂ 

  ∂ ∂∂
= − =  ∂ ∂ ∂  

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

y η y η

η η η η
y y y y

η η η
y y y

η
y y





 

 





10Das Euler-Lagrange-Verfahren

Weil                    und beliebig sind, muss0η ≠)(t

D.h. 
∫ =
















∂
∂

∂
∂

−
∂
∂ft

t
TT dtf

t
f

0

000 η
yy 

Beispiel: 

0
yy

=







∂
∂

∂
∂

−
∂
∂



00 f
t

f
Euler-Lagrange-Gleichung:
Sie besteht aus der 1. und 2. 
Ableitungen. Sowohl Anfangs- als  
auch Endbedingung werden zur 
Lösung benötigt.

1)2(,0)0(,)(min
2/

0

22 ==−= ∫ π
π

yydtyyJ
y



Weil y
y
f

t
y

y
fy

y
fyytf 







 2,2,2,),,( 00022
0 =








∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

−=
∂
∂

−=yy

Nach Euler-Lagrange-Gleichung:

Die Lösung: 

0=+ yy

tctcty sincos)( 21
* +=

Anhand der Randbedingungen: tty sin)(* =



11Das Euler-Lagrange-Verfahren

Erweitern des Lagrange-Problems: ∫=
ft

t

dttfJ
0

),,(min 0 yy
y



Mit vorgegebenen Randbedingungen: fftt yyyy == )(,)( 00

Zusätzlich müssen folgende Gleichungen erfüllt werden
(implizite Gleichungsnebenbedingungen):

0yyg =),,( t

Die Lagrange-Funktion:

Dann wird zu einem Problem ohne Beschränkungen umgeformt:

),,(),,(0 ttfL T yygλyy  +=

[ ]∫ +=
ft

t

T dtttfJ
0

),,(),,(min~
0 yygλyy

y


Die Lösung folgt nach der Euler-Lagrange-Gleichung:

0
yy

=







∂
∂

∂
∂

−
∂
∂



L
t

L



12Optimalsteuerung eines Raketenwagens: 

Ziel: Positionierung des Wagens an der Position „0“, wo er zum 
Stillstand gebracht wird.

Endzustand: Position                , Geschwindigkeit                  .

Der Wagen hat einen Antrieb für beide Richtungen.

0)2(1 =x 0)2(2 =x

aftAntriebskr:)(
gkeitGeschwindi:)(

Position:)(

2

1

tu
tx
tx

0 21
Anfangszustand:

m/s1)0(  m,2)0( 21 == xx

kg) 1( Masse: =mm

Welche ist die optimale Strategie, damit der Wagen bei t = 2s zum 
Endzustand fährt und zugleich die benötigte Kraft minimiert wird?



13Zustandsraumdarstellung: 

Ziel der Optimalsteuerung:

)()(
)()(

2

21

tutx
txtx

=
=





Modellgleichungen:

0 21
aftAntriebskr:)(

gkeitGeschwindi:)(
Position:)(

2

1

tu
tx
tx

kg) 1( Masse: =mm

[ ]∫
2

0

2

)(
)(

2
1min dttu

tu

m/s1)0(
m2)0(

2

1

=
=

x
x

m/s0)2(
m0)2(

2

1

=
=

x
x



14Lösung mit dem Euler-Lagrange-Verfahren

Das Zielfunktional: [ ]∫
2

0

2

)(
)(

2
1min dttu

tu

Modellgleichungen:

)]()([)]()([
2
1

22211
2 tutxtxtxuL −+−+=  λλLagrange-Funktion:

)()(),()( 221 tutxtxtx == 

0
yy

=







∂
∂

∂
∂

−
∂
∂



L
t

LEuler-Lagrange-Gleichung:
















=








∂
∂

∂
∂
















=

























∂
∂
∂
∂
∂
∂

=
∂
∂

















−

−
=

























∂
∂
∂
∂
∂
∂

=
∂
∂

2

1

2

1

2

1
1

2

2

1

0
,

0
,0

λ
λ

λ
λ

λ

λ













 yyy
L

t

x
L
x
L
u
L

L
u

x
L
x
L
u
L

L

mit



15Lösung mit dem Euler-Lagrange-Verfahren
















=

















−

−

2

1

1

2 0
0

λ
λ

λ

λ





uDann

Es besteht aus 5 Gleichungen und 5 Unbekannten. Dieses einfache 
Differentialgleichungssystem kann analytisch gelöst werden.

)()(
)()(

2

21

tutx
txtx

=
=



und

43
2

2
3

1132
2

121

32
2

12212

212

212112

111

2
1

6
1

2
1

2
1               

                                 
                    

                                  0

ctctctcxctctcxx

ctctcxctcux

ctcuu
ctcc

c

+++−=⇒++−==

++−=⇒+−==

+−=⇒=
+−=⇒−=−=

=⇒=









λ
λλλ

λλ

Also 
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1)0(
2)0(

32

41

==
==

cx
cx

022)2(

022
3
4)2(

3212

43211

=++−=

=+++−=

cccx

ccccx

Lösung mit dem Euler-Lagrange-Verfahren

Anhand der Randbedingungen:

2,1,5,
2
9

4321 ==−=−= ccccEs folgt

5
2
9)(

15
4
9)(

2
2
5

4
3)(

*

2*
2

23*
1

−=

+−=

++−=

ttu

tttx

ttttx
Also 

(Übungsaufgabe!)



17Das Hamilton-Verfahren

00

0)(

)(),,,(mit

),,(])([min
0

xxuxfx

uxx
u

==

+= ∫
tt

dttftJ ft

tft



φ

Die Hamilton-Funktion: 

),,(),,(0 ttfH T uxfλux +=

Umformung zu einem unbeschränkten Problem:

{ }∫ −++= ft

t

T
f dtttftJ

0

]),,([),,(])([ 0 xuxfλuxx φ
D.h. 

∫ −+= ft

t

T
f dtHtJ

0

)()]([ xλx φ

:)(tλ adjungierter Zustandsvektor (Kozustandsv.) mit n Elementen 

Dynamische Optimierungsprobleme 
mit expliziten Gleichungsnebenbedingungen und
ohne Spezifikation des Endzustandes
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Da ∫∫∫ −== ffff t

t

Tt

t

Tt

t

Tt

t

T dtddt
0000

xλxλxλxλ 



∫ +++−= ft

t

TT
f

T
ff dtHtttttJ

0

)()()()()()]([ 00 xλxλxλx φ

Das Hamilton-Verfahren

daher 

Einführung kleiner Änderung an der optimalen Lösung: 

)()()(),()()( ** tttttt uuuxxx δδ +=+=

Die optimale Lösung zur Minimierung von J: 

)(),( ** tt xu

Das Zielfunktional:

∫ −+= ft

t

T
f dtHtJ

0

)()]([ xλx φ
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)(
)(

)]([ f
f

Tf t
t

t x
x

x δφδφ
∂
∂

=

u
u

x
x

δδδ TT
HHH

∂
∂

+
∂
∂

=

Die Variation des Funktionals: 

∫ ++

+−=
ft

t

T

T
f

T
ff

dtH

tttttJ

0

)(

)]()([)]()([)]([ 00

xλ

xλxλx

δ

δδδφδ

mit

)()()]()([ ff
T

f
T

f tttt xλxλ δδ =

0)]()([ 00 =tt T xλδ

xλxλ δδ TT
 =][

•

•

•

•

•

Das Hamilton-Verfahren

∫ +++−= ft

t

TT
f

T
ff dtHtttttJ

0

)()()()()()]([ 00 xλxλxλx φWeil 
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Daher

∫ 







∂
∂

+





 +
∂
∂

+











−

∂
∂

= ft

t T
T

Tff
T

f
T dtHHtt

t
J

0

)()(
)(

u
u

xλ
x

xλ
x

δδδφδ 

0u0x0x ≠≠≠ )(,)(,)( ttt f δδδDa

0=JδUm                  zu erzielen, müssen

0
u

0λ
x

0λ
x

=
∂
∂

=+
∂
∂

=−
∂
∂

H

H

t
t f

f



)(
)(

φ
•

•

•

Das Hamilton-Verfahren

bzw.
x

λ
∂
∂

−=
H



bzw.
)(

)(
f

f t
t

x
λ

∂
∂

=
φ



21Die Optimalitätsbedingungen:

00

0)(

)(),,,(mit

),,(])([min
0

xxuxfx

uxx
u

==

+= ∫
tt

dttftJ ft

tft



φDas Problem:

λ
x
f

xx
λ

uxf
λ

x

∂
∂

−
∂
∂

−=
∂
∂

−=

=
∂
∂

=

TfH

tH

0

),,(





Die Lösung muss die folgenden Bedingungen erfüllen:

)(
)(

)( 00

f
f t

t

t

x
λ

xx

∂
∂

=

=
φ

Zustandsgleichungen:

0
u
=

∂
∂H

Randbedingungen:

Extrembedingung:

Kozustandsgleichungen:



22Eine Eigenschaft der Hamilton-Funktion:

Die Hamilton-Funktion: ),,(),,(0 ttfH T uxfλux +=

t
HHHH

dt
dH

TTT ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= u
u

λ
λ

x
x







Da bei der Lösung: 0
ux

λ
λ

x =
∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

=
HHH ,, 



t
H

t
HHHHH

dt
dH

TT ∂
∂

=
∂
∂

++
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

= 0
xλλx

Also
t

H
dt

dH
∂
∂

=

Wenn ),(),(0 uxfλux TfH += dann

D.h. bei der optimalen Lösung ist

0=
∂
∂

=
t

H
dt

dH

ftttconsttH ≤≤= 0.,)(



23Das Hamilton-Verfahren (Erweiterung 1)

0xg
xxuxfx

uxx
u

=
==

+= ∫

)),((
)(),,,(mit

),,(])([min

00

0)( 0

ff

t

tft

tt
tt

dttftJ f



φ

Die Hamilton-Funktion: ),,(),,(0 ttfH T uxfλux +=

Dynamische Optimierungsprobleme mit einer Spezifikation des 
Endzustandes

Umformung zu einem unbeschränkten Problem:

{ }∫ −+++=
ft

t

T
ff

T
f dtttftttJ

0

]),,([),,()),((])([ 0 xuxfλuxxgμx φ

D.h. ∫ −+=
ft

t

T
f dtHtJ

0

)()]([~ xλx φ

)),((])([)]([~
ff

T
ff tttt xgμxx += φφmit 
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λ
x
f

xx
λ

uxfx

∂
∂

−
∂
∂

−=
∂
∂

−=

=
TfH

t

0

),,(





Die Lösung muss die folgenden Bedingungen erfüllen:

μ
x

g
x

λ

xx

)()(
)(

)( 00

f

T

f
f tt

t

t

∂
∂

+
∂
∂

=

=

φ

Zustandsgleichungen:

0
u
=

∂
∂H

Randbedingungen:

Extrembedingung:

Das Hamilton-Verfahren (Erweiterung 1)

0xg
xxuxfx

uxx
u

=
==

+= ∫

)),((
)(),,,(mit

),,(])([min

00

0)( 0

ff

t

tft

tt
tt

dttftJ f



φ

(Erweiterung!)

Kozustandsgleichungen:
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Das optimale Steuerungsproblem:

)()(
)()(

2

21

tutx
txtx

=
=





(Übungsaufgabe!)

0 21
aftAntriebskr:)(

gkeitGeschwindi:)(
Position:)(

2

1

tu
tx
tx

kg) 1( Masse: =mm

[ ]∫
2

0

2

)(
)(

2
1min dttu

tu

1)0(
2)0(

2

1

=
=

x
x

1)2()2( 21 =+ xx

Optimalsteuerung des Raketenwagens: 



26Das Hamilton-Verfahren (Erweiterung 2)

00

0),(

)(),,,(mit

),,(])([min
0

xxuxfx

uxx
u

==

+= ∫
tt

dttftJ f

f

t

tftt



φ

Dynamische Optimierungsprobleme mit freier Endzeit, d.h.  tf ist 
eine Variable.

x
λuxf

λ
x

∂
∂

−==
∂
∂

=
HtH



 ),,,(

Die Lösung muss die folgenden Bedingungen erfüllen:

)(
)(,)( 00

f
f t

tt
x

λxx
∂
∂

==
φ

Zustands-/Kozustandsgleichungen:

0
u
=

∂
∂H

Randbedingungen:

Extrembedingung:

f

ff
ffff t

tt
ttttH

∂

∂
−=

]),([
]),(),(),([

***
******* x

λux
φ

Endbedingung der Hamilton-Funktion:

(Erweiterung!)
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Beispiel: 

0)(,1)0(,mit

)(
2
1min

0

2

),(

===












+= ∫

f

t

fttu

txxux

dttutJ
f

f



Hamilton-Funktion: uuttfH T λ+=+= 2
0 2

1),,(),,( uxfλux

1)()()(
2
1    

)(
)](),([

0                                  

0)(                               0)(
1)0(                              )(

0                              

            ),,(

2
*

****

00

−=+⇒
∂

∂
−=

=+⇒=
∂
∂

=⇒=
=⇒=

=⇒
∂
∂

−=

=⇒=
∂
∂

=

fff
f

f
ff

ff

tuttu
t
t

ttH

uH

txtx
xt

H

uxtfH

λ
φ

λ

λ

λu

0
u

xx
x

λ

ux
λ

x



Zustandsgln.:

Randbedingungen:

Extrembedingung:

Endbedingung:

Kozustandsgln.:
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01                               0)(
1                                 1)0(

                                 

1
2
1    1)()()(

2
1

                               0
                                    0

1

2

21

2
1

2
1

2

1

1

=+−⇒=
=⇒=

+−=⇒=

−=−⇒−=+

−=−=⇒=+
=⇒=

ff

fff

tctx
cx

ctcxux

cctuttu

cuu
c





λ

λλ
λλ

Die Lösung:

Die analytische Lösung: 

2
1

2)(

21)(

*

*

*

=

−=

−=

ft

tu

ttx
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30Beispiel: 

fttu

t

ttu
tdtJ

f

f

f ),(
0

),(
minmin == ∫

Zeitoptimale Umsteuerung eines Schiffes  

ykw −=

θ
θθ

sin
coscos

Vy
ykVwVx

=
−=+=





00 )0(,)0( yyxx ==

Zielfunktion:

Maximale Geschwindigkeit (relativ zum Wasser):   V

Fahrtgleichungen:

Anfangsposition:

Wassergeschwindigkeit:

0)(,0)( == ff tytxEndposition:

(bekannt)

(k bekannt)

(bekannt)

(vorgegeben)

ftt),(θSteuervariable:

)(),( tytxZustandsvariable:
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Hamilton-Funktion: )sin()cos(1 21 θλθλ VykVH +−+=

Beispiel: Zeitoptimale Umsteuerung eines Schiffes  

Die Lösung muss die folgenden Bedingungen erfüllen:

0)()( =
∂
∂

−==
f

f t
tHtH φ

Zustandsgleichungen:

0)cossin( 21 =+−=
∂
∂ θλθλ
θ

VH

Eigenschaft der Hamilton:

Extrembedingung:

θ
θ

sin
cos

Vy
ykVx

=
−=





k
y
H
x
H

12

1 0

λλ

λ

=
∂
∂

−=

=
∂
∂

−=





(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

Kozustandsgleichungen:

Also 0)sin()cos(1 21 =+−+ θλθλ VykV (6)
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ftttttytx ),(),(),(),(),( 21 θλλ

Beispiel: Zeitoptimale Umsteuerung eines Schiffes  

Es gibt 6 Gleichungen und 6 Variablen:

00 )0(,)0( yyxx ==Anfangsposition:

0)(,0)( == ff tytxEndposition:

(bekannt)

(vorgegeben)

Normalerweise wird ein numerisches Verfahren benötigt. Dieses Problem 
kann jedoch durch Integration und Elimination analytisch gelöst werden.

Aus (5) und (6):

θ
θλ

θ
θλ

cos
sin

cos
cos

2

1

ykV

ykV

−
−=

−
−= (7)

(8)

Setzt man (7), (8) in (3), (4) ein: θθ 2cosk−=
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D.h.

ff

t

t

ttk

ddtkk
dt
d ff

θθ

θ
θθθ

θ

θ

tantan)(

cos
cos 2

2

−=−⇒

−=⇒−= ∫∫

(9)

.1 const=λNach (3)

Aus (7)
VykVykV

f

ff

f θ
θ

θ
θ

θ cos
cos

cos
cos

cos
=

−
=

−

(10)
Dadurch











−=

fk
Vy

θθ cos
1

cos
1

Nach (1)











−−=−=

f

VVykVx
θθ

θθ
cos

1
cos

1coscos

)0( =fy



34Beispiel: Zeitoptimale Umsteuerung eines Schiffes  

Also










−−=

f

VV
dt
dx

θθ
θ

cos
1

cos
1cos

Weil θθ 2cosk
dt
d

−=

dann










+−−=

fk
V

d
dx

θθθθθ coscos
1

cos
1

cos
1

23

Also θ
θθθθ

θ

θ

d
k
Vdx

ff

f

x

x
∫∫ 










+−−=

coscos
1

cos
1

cos
1

23

]
sectan
sectan

ln

)sec(sectan)tan(tan[sec
2

θθ
θθ

θθθθθθ

+
+

+

−−−=

ff

fffk
Vx

(11)



35Beispiel: Zeitoptimale Umsteuerung eines Schiffes  
Wichtige Gleichungen:

ff ttk θθ tantan)( −=−
(9)

(10)

Anhand der Anfangsbedingung:











−=

fk
Vy

θθ cos
1

cos
1

]
sectan
sectan

ln)sec(sectan)tan(tan[sec
2 θθ

θθ
θθθθθθ

+
+

+−−−= ff
fffk

Vx

(11)

00 ,,0 yyxxt ===

Aus (10) und (11) erhält man: **
0 , fθθ

Aus (9) hat man:
,

tantan **
0*

k
t f

f

θθ −
= [ ])(tanarctan)( *** ttkt ff −+= θθ
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Zusammenfassung:

• Formulierung optimaler Steuerungsprobleme

• Zielfunktional

• Optimalitätsbedingung

• Das Euler-Lagrange-Verfahren

• Das Hamilton-Verfahren

• Analytische Lösung

• Steuerung statt Regelung 

• Beschränkungen noch nicht berücksichtigt
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