Dynamische Prozessoptimierung

Kapitel 3:

Verfahren der Variation
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Darstellung dynamischer Prozesse: 2

Steuervariable:

Zustandsvariable:

Beschrankungen:

Zeitbereich:
Anfangszustand:

Endzustand:

Modellgleichungen:

i X
Prozess :
um xn
f— [ o oo T
u=[u,(t) u,(t) u, (0] i Allg. m#£n)
x=[x(@t) x@t) - x @O
ui,min Sui(t)gui,max’ I :1’”"m
Xj,min Sxi(t)ng,max’ j:1,---,n
h=t<t, (vorgegeben oder frei)
X(t) =X, (bekannt)
X(t;) =X (vorgegeben oder frei)
x=f(x,u) (linear oder nichtlinear)
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Grafische Darstellung einer Zustandsvariable: 3

L), Iy vorgegeben
X(ty), X(t;) vorgegeben

X(t) unbeschrankt

), Iy vorgegeben
X(t;) frei

X(t) unbeschrankt

Ly, Iy vorgegeben
X(t;) frei
X(t) beschrankt

m.

x(1) 4

x(%,)

h

)

x(1) 4

x(%)

x(t) 1

x(1y)

A\
-~

1
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Ziel einer optimalen Steuerung:

Landung:

J =min[x(t,) - x1°

Halten:

L
 mi _yS72
J _rp(!)n tIo[x(t) X ] “dt

Folgen:

J =min j [X(t) — x° (t)] %dt

u(t)

x(1) 4

x5
£

x(1) 4 !

x(%)

A\ 4
~

x(1) 4

x( to) :

>
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Optimalsteuerungsproblem: 5

Ly

Zielfunktional: J= m(i? [¢(x(tf))+j fo(x,u)dtJ
u(t

b
Modellgleichungen: X =T(x,u) (Anzahl der Gleichungen = n)
Anfangszustand: X(t,) =X, (bekannt)
Endzustand: X(t;) =X; (vorgegeben oder frei)
Zeitbereich: t, <t<t, (vorgegeben oder frei)
Beschrankungen: Ui min SU; () <U; 0 1=1--,m  (vorgegeben oder frei)

X min < X; (t) < X masc: j=1---,n (vorgegeben oder frei)

Eine optimale Steuerung u*(t) wird durch die Losung des
Problems herausgefunden, um das Zielfunktional zu minimieren!

Zugleich mussen die Nebenbedingungen eingehalten werden!

Ein mathematischer Losungsansatz wird hierfir bendtigt.

Ein Losungsansatz wird basierend auf Optimalitatsbedingungen
abgeleitet.
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Optimalitatsbedingung: 6

3;
Zielfunktional: J = T('t? [¢(X(tf))+j fo(x,u)dtJ
b

Die optimalen Steuerungsfunktionen u*(t) werden gesucht, um J zu minimieren.

D.h. Minimierung einer Funktion von Funktionen.

Die optimale L6sung beim Minimum von J: U’ (t)

Iu®)]-3u"y]= 0
Einfihrung einer kleinen Anderung an der optimalen L6sung:
u(t) =u"(t)+au(t)
Die Anderung des Funktionales:

AJ = J[U"(t) + Su(t)] - J[u" (1]
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Variation eines Funktionals: -

Die Anderung eines Funktionals:

AJ[u(t)] = J[u(t) +ou(t)] - J[u(t)]

A
u

Die Variation des Funktionals:

5I[u(D)] = 2 < fim 2Lu® + 2 ()] = I[u(V)]
0

E e—0 E
Beim Minimum von J: u(t) =u’(t)

Die notwendige Optimalitatsbedingung: SJ[u (t)]=0

m. I Fachgebiet I

Prozessoptimierung



Das Euler-Lagrange-Verfahren 8

Lagrange-Problem: J =min _[ fo(y,y, t)dt
ty
Mayer-Problem: J = myin d(y(t))
Ly
Bolza-Problem: J = myin [¢(y(tf ) +_[ f,(y,y,t)dt
t

Nun wird das Lagrange-Problem betrachtet:

Mit vorgegebenen Randbedingungen:  Y(t,) =Y, Y(:)=Y;
Die optimale Lésung:  y’ (t)

Einflihrung einer kleinen Anderung an der optimalen Losung:

yO =y (t)+en(t), ) =n(;)=0
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Das Euler-Lagrange-Verfahren

yO =y ) +ent), yO=y t)+en()

t t
Daher J =min j f,(y,y,t)dt = min j f (Y +em,y +en,t)dt
y y
. . . od”
Die Optimalitatsbedingung: S8J[y (t)]=— - =0
. e=0
D.h (0 L
Tl 0J —J.—fo(y +en,yY +en,t) dt
L 0 20

- of
1]+ n |dt=|—2dn+ ndt
J.( T T ] ! ay JayT

6f0 e e,
— jat(ﬁy jndt+j = ndt

‘o { 2 -
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Das Euler-Lagrange-Verfahren

D.h. '
J afg_a 8f9r ndt = 0
oy  ot\oy

ty
Well

n(t) #0 und beliebig sind, muss

ofy (o |_,
oy atloy )

10

Euler-Lagrange-Gleichung:
Sie besteht aus der 1. und 2.
Ableitungen. Sowohl Anfangs- als
auch Endbedingung werden zur
Losung benotigt.

oy, To_yy 3(8—“0]=2y

oy at\ oy

zl2
Beispiel: J =min j(y2 —yA)dt, y(0)=0, y(z/2)=1
y
0
: : : of
Weil fO(y’y’t): y2_y2’ EO:
Nach Euler-Lagrange-Gleichung: y+Yy=0

Die LOsung:

Anhand der Randbedingungen:

m.

y () =sint

y (t) =c,cost+c,sint
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Das Euler-Lagrange-Verfahren 1
Ly
Erweitern des Lagrange-Problems: J =min j fo(y,y,t)dt
y
Iy

Mit vorgegebenen Randbedingungen:  Y(t,)=Y,, Y({;)=Y;

Zusatzlich mussen folgende Gleichungen erfullt werden
(implizite Gleichungsnebenbedingungen):

g(y,y,t)=0
Die Lagrange-Funktion: L=1,(y,y,t)+ ng(y,y,t)

Dann wird zu einem Problem ohne Beschrankungen umgeformt:

ts

min [[fo(3,y.0+279(7.y. D i
fy
Die Ldsung folgt nach der Euler-Lagrange-Gleichung:

oL_ofa)
7 oy atloy )
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Optimalsteuerung eines Raketenwagens:
X, (t) : Position
X, (t) : Geschwindigkeit
u(t) : Antriebskraft

m : Masse (m =1kg)

Anfangszustand:
X, (0)=2m, X,(0)=1m/s

Der Wagen hat einen Antrieb fUr beide Richtungen.

Ziel: Positionierung des Wagens an der Position ,0“, wo er zum
Stillstand gebracht wird.

Endzustand: Position X, (2) =0, Geschwindigkeit x,(2) =0 .

Welche ist die optimale Strategie, damit der Wagen bei { = 2s zum
Endzustand fahrt und zugleich die bendtigte Kraft minimiert wird?

m I Fachgebiet I
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Zustandsraumdarstellung: 13

X, (t) : Position
X, (t) : Geschwindigkeit
u(t) : Antriebskraft

m : Masse (m =1kg)

Modellgleichungen:

X, (t) =%, (t) X,(0)=2m X,(2)=0m
X, (t) =u(t) X,(0)=1m/s  X,(2)=0mis

Ziel der Optimalsteuerung:

.1 2
> B

Prozesso ptimierung



LOosung mit dem Euler-Lagrange-Verfahren 14

2

Das Zielfunktional: m(igl % lu@)]? dt
u(t
0
Modellgleichungen: X (t)=X%,(t), X,(t)=u(t)
. 1 . :
Lagrange-Funktion: | = Eu2 + A% (1) = X, (D] + A, [X, () —u(t)]
Euler-Lagrange-Gleichung: oL dfdL 0
oy o\ oy
mit
a a
o Lol (") e e [ aray [©
—=l—1=| 0 | —==|=—1|=l4| =|=|=|4
oy | 0 oy | % ot\ oy ]
ol LA a |\ -

m. OX, OX, mm
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LOosung mit dem Euler-Lagrange-Verfahren

0 |=| 4
A ) (A

15

und X, (t) = X, (t)
e (t) =u(t)

Es besteht aus 5 Gleichungen und 5 Unbekannten. Dieses einfache
Differentialgleichungssystem kann analytisch gel6st werden.

Also
j’lzo = 4 =¢
A, == =—C, = A, =-Ct+c,
= A, = Uu=-ct+c,
. 1
X, =Uu=-Ct+¢C, :_Eclt +C,t+C,

: 1
X, =X, = —Eclt2 +ct+c, =

1 1
= —gclt"’ +§C2t2 +c,t+c,
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LOosung mit dem Euler-Lagrange-Verfahren 16

Anhand der Randbedingungen:

4
x,(0)=c, =2 x1(2)=—§cl+202+203+c4:0
X,(0)=c; =1 X,(2) =—2¢, +2C, + ¢, =0

9
Es fOIgt Cl = —E’ C2 = —5’ C3 :1’ C4 = 2
Also 3 5

X (1) =—t°—>t*+t+2
; (1) 2t 5

x;(t):%t2—5t+1

. 9
u((t)=—t->5
(t) 5

m. (Ubungsaufgabe!)
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Das Hamilton-Verfahren 17

Dynamische Optimierungsprobleme
mit expliziten Gleichungsnebenbedingungen und
ohne Spezifikation des Endzustandes

) ¥
min J =¢[X(tf)]—|—jt0 (X, u,t)dt
mit x=f(x,u,t), X(t,) = X,
Die Hamilton-Funktion:
H = f,(x,u,t)+ A" f(x,u,t)
A(1) : adjungierter Zustandsvektor (Kozustandsv.) mit n Elementen

Umformung zu einem unbeschrankten Problem:

J :¢[x(tf)]+j:f U, 06U, 1) + ATIF (X, U, t) = X] it
D.h. °

. J = gIx@ )1+ [ (H-2T)de

Prozessoptimierung



Das Hamilton-Verfahren 18

Das Zielfunktional:
J=gIx(t)]+ [ (H-2")dt

" aTxdt

to ty

Da TATx dt:j” ATdx = ATX

ty to

daher

3 = IX(t)] =2t )T X() + M) X(t) + [ (H +ATx)dt

Die optimale Losung zur Minimierung von J:

u(t), x(t)

Einfihrung kleiner Anderung an der optimalen Lésung:

ﬁb‘ X(t) =X (t) +X(t), u(t)=u (t)+du(t)

Prozessoptimierung



Das Hamilton-Verfahren 19
Weil J = g[x(t,)]-A(t, ) x(tf)+x(t0)Tx(to)+jt“ (H +17x)dt

Die Variation des Funktionals:

& = SPIx(t; )] - S[A(t, )" x(t, )]+ S[h(ty) " X(ty)]
+ [ S(H +ATX)dt

mit e SPx(t)] = ax??t o)

o STME ) X(t )] =27 (t,)X(t, )

® 5[;“(to)T X(t,)]=0
oH oH

® é]_IZ—T5X+ T5U
OX ou

h’ e O[L"X]=ATSX




Das Hamilton-Verfahren 20

Daher
oLl oH oH
& :{@(T « )—kT (t, )}5x(t )+I K—+XT j5x+auT 5u}dt
Da oX(t;)=#0, X(t)=0, ou(t)=0
Um AJ =(0 zu erzielen, missen
. 99 At) = bzw. A(t;)= 9
oX(t, ) OX(ty)
. ﬁ—l—k 0 bzw. A :—ﬁ
OX OX
e a_H — O

, ou mm@p
m Fachgebiet
rozessoptimierun



Die Optimalitatsbedingungen: 21

Das Problem: min 3 =g[x(t)]+ [ fo(x,u.tyt

u(t) t

mit x=f(x,u,t), X(t,) =X,

Die L6sung muss die folgenden Bedingungen erfillen:

. oH

Zustandsgleichungen: X = Y =f(x,u,t)
.

Kozustandsgleichungen: 3 = _oH = oty _of A

OX OX  OX
Randbedingungen: X(t,) =X,

0
)“(tf) — /
ox(ty)

Extrembedingung: oH 0

h. ou
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Eine Eigenschaft der Hamilton-Funktion: 22

Die Hamilton-Funktion:  H = f,(x,u,t) + A" f(x,u,t)

dH _oH  oH. oH = aH

at ox axT ou’ ot

Da bei der Losung: Xzﬁ, X:—aH : o =0
OA OX ou
dH oH oH oJH oH 04+ oH oH
dt  ox’ an  on' ox ot ot
Also dH o©oH
dt ot
dH oH
Wenn H = fy(x,u)+A"f(x,u) dann -~ == =0

D.h. bei der optimalen Lésung ist H(t) =const., t, <t<t,

m I Fachgebiet I
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Das Hamilton-Verfahren (Erweiterung 1) 23

Dynamische Optimierungsprobleme mit einer Spezifikation des
Endzustandes

min 3 =¢[x(tf)]+jt” f (%, t)dt

mit x=f(x,u,t), X(t,) =X,
g(x(t¢).t;) =0
Die Hamilton-Funktion: H = f,(x,u,t)+ A" f(x,u,t)

Umformung zu einem unbeschrankten Problem:

3= gIx(E )1+ BTO0X(E) )+ [ O+ ATIF(x u, )~ X1l

ty

D.h. J=gIx(t)]+ [ (H-aT%)dt

mit SIx(t, )] = AIx(t, )1+ 1" g(x(t, ) t,)
2.

Prozessoptimierung



Das Hamilton-Verfahren (Erweiterung 1) 24

min J =¢[x(tf)]+j:f £ (%, u,t)dt

u(t) 0

mit x=f(x,u,t), X(ty) =X,
g(x(ts),t)=0

Die L6sung muss die folgenden Bedingungen erfillen:

Zustandsgleichungen: x =f(x,u,t)
.
Kozustandsgleichungen: A = _H oty _of A
OX oX  OX
Randbedingungen: X(ty) = X,
o¢ a9’

Mty ) = ox(t.) + 6X(tf)u (Erweiterung!)

Extrembedingung: oH 0

73 !
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Optimalsteuerung des Raketenwagens: 25

X, (t) : Position
X, (t) : Geschwindigkeit
u(t) : Antriebskraft

m: Masse (m =1kg)

Das optimale Steuerungsproblem:

min = [[u(®)]? o

u(t) 2
Xl(t) =X, (t) Xl(o) =2
X, (t) = u(t) X,(0) =1
X(2)+X%,(2) =1 (Ubungsaufgabe!)

m I Fachgebiet I
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Das Hamilton-Verfahren (Erweiterung 2) 26

Dynamische Optimierungsprobleme mit freier Endzeit, d.h. t; ist
eine Variable.

min ) :¢[x(tf)]+j” £ (%, u,t)dt

l

mit x=f(x,u,t), X(ty) =X,

Die L6sung muss die folgenden Bedingungen erfillen:

Zustands-/Kozustandsgleichungen: x = 8_H =f(Xx,u,t), A= _8_H
OA OX
Randbedingungen: X(t,) =Xy, Aty) = ¢
ox(t;)
oH

Extrembedingung: 0

ou

Endbedingung der Hamilton-Funktion:

OgIx (t;).t;]
ot,

m. HIX (t;),u (t;), A (t;),t ]=-

(EI’WGIterU n g ' ) Prozessoptimierung



Beispiel:

Hamilton-Funktion:

Zustandsgin.:

Kozustandsgin.:

Randbedingungen:

Extrembedingung:

Endbedingung:

h’

J = min
u(t),t;

Ly
i
t: +—|u“(t)dt
fzg (t

27

mit X=u, x(O):_l, X(t;)=0

H = f,(x,u,t)+1"f(x,u,t) :%u2 + AU

oH

X =——= f(Xx,u,t) = X=U
Ol
X:—ﬁ — 120
OX
X(t;) =X, = x(0)=1
X(t;)=0 = X(t;)=0
ﬁ:O = UuU+4=0
ou
0g(t;)

H[U™(t;), 2 (t)] =~

%u%tf)maf)u(tf):—l

I Fachgebiet I
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Die analytische Losung: 28
A=0
u+A4=0

= A
— U
lu2(t )+ At u(t,)=-1 = icz—c2 =-1
2 f f f 2 1 1
— X
— C
—

X=U
Xx(0)=1
X(t.)=0

Die LOosung: X*(t) :1—\/§t

u'(t)=—2
« 1
73 "2



Beispiel: Zeitoptimale Umsteuerung eines Schiffes

YV A

Wassergeschwindigkeit

Endposition

(X0-Yo)
Anfangsposition

m I Fachgebiet I
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Beispiel: Zeitoptimale Umsteuerung eines Schiffes %

ty

Zielfunktion: J=min |dt=mint,
u(t),ts S u(t),ts

Maximale Geschwindigkeit (relativ zum Wasser): V (bekannt)
Wassergeschwindigkeit: W =—K'Y (k bekannt)
Fahrtgleichungen: X=Vcosd+w=Vcosd—-Kky

y=Vsing
Anfangsposition: X(O) = Xp» y(O) =Y, (bekannt)
Endposition: X('[f) =0, Y(tf) =0 (vorgegeben)
Steuervariable: o(t), t,
Zustandsvariable: X(t), y(t)

.
m I Fachgebiet I
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Beispiel: Zeitoptimale Umsteuerung eines Schiffes

Hamilton-Funktion: H=1+A4( cosd—-ky)+A4,(sing)

Die LOsung muss die folgenden Bedingungen erfillen:

Zustandsgleichungen: X=Vcosd—-ky

y=Vsind
Kozustandsgleichungen: A, = _%_H -0

X
d=-M 2k
oy
Extrembedingung: oH _ - _
xtrembedingung: E—V(—ﬂisméurlz cosd) =0
Eigenschaft der Hamilton: H(t)=H(t;) = _§T¢ =0
f

&b Also 1+ A,V cosd—ky)+A,(Vsingd)=0

31

(1)
(2)

(3)

(4)

(5)

(6)



Beispiel: Zeitoptimale Umsteuerung eines Schiffes 32
Es gibt 6 Gleichungen und 6 Variablen:

x(t), y@), A), A(), o), t
Anfangsposition: x(0)=x%,, VY(0)=Yy, (bekannt)
Endposition: x(t;)=0, y(t;)=0 (vorgegeben)

Normalerweise wird ein numerisches Verfahren bendtigt. Dieses Problem
kann jedoch durch Integration und Elimination analytisch gelost werden.

cosd
Aus (5 d (6): = — 7
us (5) und (6) A4 V —Kycoso (7)
1= sin@ (8)
V —k ycosé
Setzt man (7), (8) in (3), (4) ein: 6 =—kcos? O

.
m I Fachgebiet I
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Beispiel: Zeitoptimale Umsteuerung eines Schiffes 33

O+

do ; do

— =-kcos’d = k|dt=-

= k(t; —t)=tand—tan 6, 9)
Nach (3) A, = const.

cosd cosd cosd
Aus (7) = f = f (Yf = O)
V -kycosd V -ky, coséo, V
Dadurch V(I 1 1 (10)
" k| cos® cosd,

Nach (1)

X:Vcose—ky:VcosH—V[ 1 1

cosé  Ccos O, ] I: : Il:
h. Fachgebiet
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Beispiel:

Also

Well

dann

Also

Zeitoptimale Umsteuerung eines Schiffes

34

%=Vcose—v 1
dt cosd cosd,
99 _ ycosto

dt

o _ V(1 1 1
d0  klcosd cos’d cos®Ocosd,

X¢ 04
jdx:—vj N R de
g k 5l cos@ cos’@ cos”6coso,

X = ;/_k [secd; (tan 8, —tan @) —tan (sec &, —sec )

tan 6, +seco, (11)

tan @ +secd ]

Prozessoptimierung
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Beispiel: Zeitoptimale Umsteuerung eines Schiffes 3

Wichtige Gleichungen:

9

k(t, —t) =tan 8 —tan 6, ©)
y:V 1 1 (10)

k{cosd coso,

tan &, +secd

X :i[sec 0, (tan 8, —tan @) —tan (sec &, —secd) +In f f

2K tan & +secd
(11)

Anhand der Anfangsbedingung:
t=0, X=X,, Y=Y,

*

Aus (10) und (11) erhalt man: (95’ gf

Aus (9) hat man: - . * . .
9) (= tan 6, kta” 0, C0(t) =arctan[tan 0 +k(t, —t)]

.
m I Fachgebiet I
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36
Zusammenfassung:

 Formulierung optimaler Steuerungsprobleme
 Zielfunktional

e Optimalitatsbedingung

» Das Euler-Lagrange-Verfahren

e Das Hamilton-Verfahren

 Analytische Losung

e Steuerung statt Regelung

 Beschrankungen noch nicht berucksichtigt
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