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Kapitel 4:

Das Maximum-Prinzip
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Problemdarstellung:

Steuervariable:

Zustandsvariable:

Beschrankungen:

Zeitbereich:
Anfangszustand:

Endzustand:

Modellgleichungen:

U Xy
N
Prozess :
—_— —>
U, X,

u=[u() u,@®) - u, @O

(.Allg. m#£n)
Xx=[x) X @) - x @O
ui,min < ui (t) < ui,max’ I :1' T m
Xjmin <X () <X e J=L005,0
L =t<t, (vorgegeben oder frei)
X(to) = Xq (bekannt)
X(t;) =X, (vorgegeben oder frei)
X =f(x,u) (linear oder nichtlinear)
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Optimalsteuerungsproblem: 3

tf
Zielfunktional: J = muin ¢(x(tf))+j fo(x,u)dt

t0
Modellgleichungen:  x =f(x,u) (Anzahl der Gleichungen = n)
Anfangszustand: X(t,) = X, (bekannt)
Endzustand: g(x(t;)) =0 (vorgegeben oder frei)
Zeitbereich: t, <t<t (vorgegeben oder frei)
Beschrankungen: U min SU () <U e 1=1---,m (vorgegeben oder frei)

Aufgrund der Beschrankung der Steuervariablen kann die
Losung u*(t) an der Grenze sein.

oH
In dieser Situation ist die Extrembedingung: ——=0

nicht nutzbar. Eine neue Bedingung muss ou
hierfir abgleitet werden.
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Das Maximum-Prinzip 4

Hamilton-Funktion:

Zustandsgleichungen:

Kozustandsgleichungen:

Randbedingungen:

Extrembedingung:

tf fixiert:

tf frel:

m.

H = f,(x,u,t)+ 1" f(x,u,t)

oH
Xx=—=f(x,u,t
- ( )

.
X:_a_H:_ﬁfo_af N

OX OX  OX
X(ty) = X,

_ 0¢ og'
M) = S T

H (X" (t),u” (t),A (1)) = ] min  H(x (t),u(t),A (1))

mingugumax

H (X" (t),u” (t),A () = H(X (t;),u”(t;),A (t,)) = const.

H (X (t),u” (1), 2 (1) = H (X (t;),u'(t;), A (7)) =0
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Maximierung der
Reichweilte einer
Rakete unter
Beschrankung
der Antriebskraft
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Beispiel: Maximierung der Reichweite einer Rakete s
Anfangszustand: X(0)=0, y(0)=0, m(0)=m,
Endzustand: X(t;)=X;, yt:)=y,, m(t;)=m;,

Yi» M;  sind spezifiziert, d.h. miissen die vorgegeben Werte erzielen.

X: ist zu maximieren.
O0<F(t) <F,. istdie Beschrankung der Antriebskraft.
F(t), O(t) sind Steuervariablen.

.
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Modellierung: (Vernachlassigung des Luftwiderstands) 7

~

Y A

P m(l)g
<t
Definition:
X, =X
X2 =Y U, =Cos 6
dx i
X, = — u, =siné
dt u, =k F :
dy
%=t c=t
Kk

; x5zm

X
m——=F cosé@

dt?

d’y
m e Fsind—mg
= kF

Zustandsraumdarstellung:

X = X

X, =X,

i cu,u

X, = 3Y1
X5

Cu,U,

X, = —0

X5

X5 = —U,
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Das Optimierungsproblem:

Zielfunktional:

Modellgleichungen:

Beschrankungen:

Anfangszustand:

Endzustand:

6%&'

-
J =min
u
. 0
X = X3
X, =X,
) cu,u
X, = 21
X5
cu,U,
X, = —J
X5
Xg = —Uj
u’ +u; =1
O<u,<kF,,

X(0)=0, %,(0)=0, x(0)= %

XZ(tf): Yii

— j X,dt

XS(tf): m;

0

dx
Y (0) = d—tz

0

X5 (O) =M
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LOsen mit dem Maximum-Prinzip 9

Hamilton-Funktion:  H =—-X, + X, + A,X, + 4, sty +14(cu3u2 - g]—}%u3

. X5
. H —
Nach kz—a— ﬂ“l 0
OX A, =0

A=1-4
24 =-4,

. C
15 Y (/Isul + 2“4“2)“3
X5

.
o9 o
ox(t;) ox(ty)
Aufgrund  x,(t;)=vYy,, X(t;)=m, mussen A,(t;), A4;(t;) bestimmtwerden.

Daher A()=4(;)=0
A, (t) = 4,(t; ) = const.
A,(t) = —(t,—t)

m. 3«4 (t) = ﬁ«z (tf )(t f _t)

Prozessoptimierung
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Losen mit dem Maximum-Prinzip

Weil H (X (0),u”(t),2" (1)) = min H (X" (©),u(t), 2" (1))

Hamilton-Funktion:  H =—x,+ 4, X, + 4,X, + 4, CU,U, +/14[cu3u2 —g

X5 5

10

j_ﬂsus

Daher H = A, CUsth + 4, s, — AU, = {C (AU, +ﬂ4u2)—/15} U; =177 Uy
X; X; X5
. C
mit n= [ (AU, + AU, ) — /15}
X5

Zur Minimierungvon H muss

0. (t) = 0, wenn 7>0
7 | Uy, Wenn 77 <0

m- D.h. die optimale Antriebskraft ist eine Schaltungsfunktion.

I Fachgebiet I
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LOsen mit dem Maximum-Prinzip 11

Cu,U, cu

u C
+ 4, — — AsU, :{X(Zelh"'/huz)_ﬂs} U; =17 U

X5 X5 5

Daher H = 1,

mit n= Lf (AU, + AU, ) — /15}

5

Zur Bestimmung von u,, U, :

%
(At + A4u,) = [u, uzl{ h } J(uy, u )l (2, 2] cos
4
Die zwei Vektoren mussen antiparallel sein!

Daher:

u A
JUS+us B+
A4

u,
2 2 2 2
| Uy +u JAS+A
m. 1 2 )
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LOsen mit dem Maximum-Prinzip 12

Da At)=—(t—t), A,t) =4t )(t-1), uf+u; =1
= const.
\/1+/”t (t;)
t
u, = Al = const.
\/1+z (t,)
Daher tand=-2 = — 4 (t,) = const.
u,
Nun H= Xi ﬂ”sul"‘ﬂﬂuz)_ﬂs} Us

t—t iz(t (-1 |
B \/1+/12(t ) LA

m. - _X_S\/lJ“/Ig(tf)(tf—t)—/ls} U,
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LOosen mit dem Maximum-Prinzip 13

g

{_)Z\/l‘k/lg(tf)(tf_t)_ﬂs U; =17 U,

Nun 1) =L+ A -0~ 4

Es war uy(t) = {O’ wenn 77> 0

wenn 77<0 n(z) ,

ol

u3max’

Y
L8

dn oOn cC > — .
=—= 1+ A45(t;) >0
ba dt ot X5\/ () .

Das ist eine monotone Funktion.
Daher gibt es nur einen einzigen
Umschaltungspunkt. 3max

>

u3(t) A

Trotz der Vereinfachung ist eine o
analytische Losung nicht mdglich! o ! t
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Bang-Bang-Control 14

LOsung von Zeitoptimalproblemen unter Steuerungsbeschrankungen

Uy
J =min jdt:min (t; —t5)

ty

Zielfunktional:

Modellgleichungen: X =T (x(t),t) + B(x(t),t)u(t)
Anfangsbedingung: X(t,) = X,

Endbedingung: g(x(t;),t;)=0
Steuerungsbeschrankungen: ‘uj‘ <1l j=1---,m

Wie |6st man das Problem?

Hamilton-Funktion: H =1+AT[f(x(t),t) + B(x(t), )u(t)]

m I Fachgebiet I
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Bang-Bang-Control 15

Die Optimalitatsbedingungen (nach dem Maximum-Prinzip):

. oH
Zustandsgleichungen: X = = =f(x(t),t) + B(x(t),t)u(t)

T T
Kozustandsgleichungen: j = — oH _ _(5]: +u' B jx

X lox ox
Randbedingungen: X(t,) =X,
g(x(t;),t;)=0
og'
At ) =
(t;) GX(tf)u
: . T 8gT
Hamilionfic. bei t=t, = H(t,) =L+ A7 [F(x(t, )., )+ BOx(t,).t u(t )] ==
f

Extrembedingung: 1+ A’ [f (X" (t),1) + B(x (1), t)u*(t)]

7y - m\iﬁq{u AT (1), 1) + BOX (1), tyu(t)] |

Prozessoptimierung



Bang-Bang-Control 16

Extrembedingung: ATB(X (), t)u (t) = ‘m‘ln AT B(X (1), t)u(t)

Hierbeiist U~ zu bestimmen. Da

Oy -+ b\ U 0 N U
AMBuU= (A - A)| - e e : :(Zﬂ’ibil Zﬂ’ibimj
bnl o bnm um - - um
03 b Uy 3 A0 - z(zzibijjuj Y,
i=1 i j=1 \li=1 j=1
Daher ‘m‘lrll A'Bu = m|n Zq (t)u (t) Wenn die Steuervariablen

miteinander unabhangig sind:

min A'Bu = Zmln q;(t)u; (t)

‘uj‘sl —l J_
1, wenn q;(t)>0
wenn q;(t) <0

mDaS ist die sog. ,,Bang-Bang-Control“ (,Bang-Bang- Steuerung“)

ptm

Zur Minimierung dieser Funktion muss u. (t) {



Singulare Probleme: 17

Regulare Probleme: 0 q(t\) u*(1)
/
. -1, wenn q.(t)>0
u;(t) = 1 J N
, wenn q;()<0 —1 — > 1
%// :G
Singulare Probleme: T q() w(1)="1
. -1, wenn q.(t)>0
40 = 1,  wenn | ¢ > 1
, qj (t) <0 oz, N ]
0 S
In manchen Zeitbereichen: / f

QKU=0
Eine neue Bedingung wird benétigt, um u*(t) in diesen Bereichen zu bestimmen.
Es gibt noch keine Ldsung fur nichtlineare zeitvariante Probleme.
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Zeitoptimale Steuerung linearer zeitinvarianter Systeme: 4

L

Zielfunktional: J = min jdt = min t,
u u

0
Modellgleichungen: X = AXx(t) + Bu(t)
Anfangsbedingung: X(0) =X,
Endbedingung: X(t;)=0
Steuerungsbeschrankungen: ‘uj‘ <l j=1---,m
Hamilton-Funktion: H =1+AT[Ax(t) + Bu(t)]

Die Optimalitatsbedingungen (nach dem Maximum-Prinzip):

Nach X:—%—H ergibt sich A =—A"A , dann l(t)z[exp(—ATt)]x(O)
X
i
Hamiltonfkt. bei t=t,: H(tf)=1+M(tf)[Ax(tf)+5u(tf)]:";?

Da Uy eine Variableist,  A(t;)#0, A(t)=0

h I Fachgebiet I
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Zeitoptimale Steuerung linearer zeitinvarianter Systeme: g

Die optimale Steuerung: 0 (t) = -1 wenn q;(t)>0
‘ 1, wenn q;(t)<0
mit q;(t) =D A(t)b; =A"b, =w' exp(-At)b,
=1
Es wird angenommen: L(0)=w=0

Wenn trotzdem in einem Bereich [t,1,] q;(t) = w' exp(—At)b; =0
dann () =w' exp(—-At)b; =0

G;(t) =(-Dw' exp(-At)Ab; =0

§;(t) =(-1)°w' exp(-At)A’b; =0

7 g (1) = (-D)"w' exp(-At)A" b, =0

Prozessoptimierung



Zeitoptimale Steuerung linearer zeitinvarianter Systeme: ,q
T 2 (n-1) .
D.h. w' exp(-At)[b; Ab, A'b;, -~ A"7b;]=0

Da A(0)=w=0 und exp(-At)=0

muss die NxXN Matrix G,=[b;, Ab, A’hb, -- A(n_l)b,-]
singular sein.

D.h. det(G;) =0 namlich Rang(G;)<n (nichtvollstandig steuerbar!)

Also ist das zeitoptimale Problem singuléar, wenn das System nicht
vollstandig steuerbar ist.

Wenn Rang(G;)=n, j=1---,m dannistdas Problem regular.

Es kann mathematisch bewiesen werden, dass die maximale
Anzahl der Umschaltungszeitpunkte n-1 ist.

m I Fachgebiet I
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Optimalsteuerung eines Raketenwagens: 21

X, (t) : Position
X, (t) : Geschwindigkeit
u(t) : Antriebskraft

m : Masse (m =1kg)

Anfangszustand:
X,(0)=2m, Xx,(0)=1m/s
Der Wagen hat einen Antrieb fUr beide Richtungen.

Die Antriebskraft ist begrenzt.

Ziel: Positionierung des Wagens an der Position ,0“, wo er zum
Stillstand gebracht wird.

Zielzustand: Position x, (t;) =0, Geschwindigkeit Xx,(t;)=0.

Welche ist die optimale Strategie, damit der Wagen so schnell wie moglich
zum Endzustand fahrt?

m I Fachgebiet I
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Optimalsteuerung des Raketenwagens: 22

X, (t) : Position
X, (t) : Geschwindigkeit
u(t) : Antriebskraft

m : Masse (m =1kg)

Das optimale Steuerungsproblem:

min

mit X (1) = X,(1) X,(0)=2, x,(0)=1
X, (t) =u(t) X, (t;) =0, x,(t;)=0
u(t)| <1

.
m I Fachgebiet I
Prozesso ptimierung



Optimalsteuerung des Raketenwagens: 23

Modellgleichungen:

O =% dn m{o 1“&HO}U
X, (t) = u(t) x,| |0 0|lx,| |1
G, =[b Ab]:{(l) ﬂ = Rang[G,]=2

Das System ist nicht singuléar. Es gibt maximal 1 Umschaltzeitpunkt.

Das Optimalsteuerungsproblem:

min t;
u(t)

mit () =x,t) x(0)=2
X, (t) =u(t) X,(0) =1
X (t;)=0

<1
n b X, (t;) =0

Prozessoptimierung



Die Optimalitatsbedingungen: 24
Hamilton-Funktion: H =1+ ()X, (t) + 4, (t)u(t)

Zustandsgleichungen: X (£) =%, (t), %, (t)=u(t)
Kozustandsgleichungen: A, (t)=0, 4,(t)=-A4(t)

Randbedingungen: x(0)=2, x,(0)=1
X(t;)=0, X, (t;)=0

Hamiltonfunktion bei t=1;: H (tf ) =1+ j,l(’[f ))(2 (’[f ) _|_,12(tf )u('[f )=0
2

Extrembedingung: q(t) = Z/Ii ()b, = 4, (t)
i=1

0 (1) = -1, wenn q(t)>0
1, wenn q(t)<0

ﬁi Das ist die sog. ,Bang-Bang-Control” (,Bang-Bang-Steuerung®). W
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LOosung des Problems: 25

Pa A)=0, 4t)=-A
,(t) =const.=w,
A, () =W, —wt

Es gibt 4 Mdglichkeiten:

A A

. u'(t) | 1 %
/ 3

_0'7\./ : L ¢ u'(1)
2D

A 4
L N

Y
Wy,

A 4
y

Y
—

— ! =
-1 A, ! -1 i
| 120
4 Fachgebiet
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Losung des Problems: .
Da ut)=c==+1
Modellgleichungen: X, (t) = X,(t), X, (0) =X,

X, (t) =u(t), X,(0)=X,

d.h. X, (1) = ot + Xy

x(t)— o t% + Xt + X,

1
Elimination von { X, (t) = X (t) + X0 — g X220
.X'2 A
u=-—1 u=+1
<< | <>
SO >
> X
0,



Die Optimalstrategie: 27

1
x1+§x2\x2\:0

1
Die Funktion der Schaltkurve: h(x,,X,) =X, +§X2 \Xz\

Optimale Steuerung:

(+1 wenn h(x,,X,) <0
u =+{-1 wenn h(x,,X,) >0
—sgn(x,)  wenn h(x,X,)=0

m I Fachgebiet I
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Das geschlossene System (Regelung): 28
Wenn h(x;,x,)=0

Prozess ; th
h(x , x
I =077 5O b, %3) L5
> > u
X, A
u =_1 u =+ 1
/ .
Da Die optimale Betriebszeit;
X, (1) =ot+ Xy, ] 2
. — Xy +\/— 4%, +2X5 wenn h(X,,X,) <0
Xl(t)zzatz + Xgol + Xy ty =1 X20+\/4X10+2X§o wenn h(X, X,) >0
X wenn h(Xy, X,,) =0
2 L

1 1
X, (t) = =—Xx2(t) + X,, ——— X ) m
ﬁi 1 20 2 Yo (Ubungsaufgabe!) m

Prozessoptimierung



Zeitoptimale Regelung des Raketenwagens: 29

— Xx1(t)
2 — x2(1)
— u(®)

10

mit % () =%,(t) x(0)=2
X, (t) =u(t) X,(0) =1
u[<1

Anforderung:
Xl(tf )= Xz(tf )=0

Das Ergebnis:

t,, =258
t, =416

(Ubungsaufgabe!)

Prozessoptimierung
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