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Beispiel: Optimale Fahrtroute ?

. Olh!tuk.

tSchwarin Wizmar,
Hamburg Stralsund, Rigen ua]

‘t‘ Ereman

iBacham. Botirop, Dartmund
Cizburg; Essen, Galsankirchan,

® Berlin -
Hagan, Harna, ”Gl!mﬂ""“-?' i Hannover )
MiikhesmiR ™ Obarhausen {4 Brandanburg Bumau‘-} .

Reckinghausen) ¢ (Detmodd, Bielefeld u.a.) *Cottous. FrankfurtiQ.,
. Huhrgfhl“ Paderborn ~ “Poisdam ua.} _
. . — Gatlingen!
Kassel Letpzlg
#® Disseidor
P . Iluulun
@ KélniBonn/Leverkusen . El:"llEHSUhl @ Chemnitz CEN
|men“ {Gara, Zwickau,
o : II-"' Miltwaidal
imas i.a’)

& Frankfurt/M.
{4 Bad Hemburg, Darmstadt, Hanau
Maing, Qffenbach, Wieshadan)

# Hirnbery
{& Erlangan Firth Altdarf
hnsbach, Schwabach, Bambarg,
Ambarg, Bayraulh)

Rheln-Neckar
(Heidalbarg’ Ludwgsbafﬁn
Han'll'mrr Halaﬁrslaulern
Karlsrune. Speyer Worms u.a.)

i Stuttgart

Augsbary

- O Minchen
t& Umland)

| LF e
-4 (Meullim, Glnzburg,
Mammingea)

Welcher ist der
klirzeste Weg
von Rostock
nach Minchen?

Es existiert die
Autobahn, die
die Stadte
verbindet.

Die Abstande
von Stadt zu
Stadt sind
bekannt.
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Beispiel: Optimale Fahrtroute >

Herausfinden des kirzesten Wegs von A zu J

Stufe 1 Stufe 2 Stufe 3 Stufe4  Stufe 5

@Z;G;@

[ ]
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Problemdarstellung 4

S: einOrt(AB,...J) L. (S) : der kiirzeste Weg von S zu J
Z. einOrt(AB,..,J) Man fangt hinten mit Stufe 5 an:
Cou -

sz . Abstand von Szu Z Stufe 5. L. (J)=0
J . eine Stufe (1, 2, ..., 5) Stufe 4. L,(H)=3, L,(1)=4

Stufe 1 Stufe 2 Stufe 3 Stufe4  Stufe 5

; .
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Analyse des Problems L,(H)=3, L,(I)=4 =

Stufe 3: L(E)=min{1+L,(H), 4+L,(1)}=4 dh. E—>H
L(F)=min{6+L,(H), 3+L,(1)}=7 dh F oI
L(G)=min{3+L,(H), 3+L,(1)}=6 dh. G—->H

Die allgemeine Formel:  L;(S)=min {Csz + Lj+1(Z)}
Z in Stufe j+1

Stufe 1 Stufe 2 Stufe 3 Stufe4  Stufe 5

; .
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6

Stufe 2. L,(E)=4, L,(F)=7,L,(G)=6

L,(B)=min{7+L,(E), 3+L,(F), 6+L,(G)}=10 dh. B—>F

/{ dh C-—oE

L,(C)=min{3+L,(E), 2+L,(F), 4+L,(G)}
8 dh D-—>F

L,(D)=min{5+L,(E), 1+L,(F), 5+L,(G)}

Wenn man in Stufe 2 ist, wird nur das Ergebnis von Stufe 3 bendtigt!

Stufe 1 Stufe 2 Stufe 3 Stufe4  Stufe 5
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Die LOsung des Problems ;
Stufe1: L,(B)=10,L,(C)=7,L,(D)=8

L(A)=min{2+L,(B), 4+L,(C), 2+L,(D)}=10 dh. A—D
Der klirzeste (optimale) Wegq:

A->-D-oF->oIl-—>oJ mit 10 km

Die Vorgehensweise zur L6sung:

1. Das Problem wird stufenweise dargestellt.
2. Jede Stufe hat einige Zustande.

3. FUr einen betrachteten Zustand hangt die Entscheidung nur von den
zukinftigen Zustanden oder Stufen ab.

4. Fur die Entscheidung in Stufe j wird nur das Ergebnis von Stufe j+1 benoétigt.
5. Man fangt in der letzten Stufe an.
6. Die LOsung findet man in der ersten Stufe.
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Die Gesamtberechnung

f,(H)

1 3+ f.(J
7+ min e ()}}

{
{4+f (I)} {4+m|n{4+f 3}
6+ f,(H) 6-+min {3+ f,(J)}
2+ min4 3+ min 2+min< 3+ min
{3+f (|)} {3+m|n{4+ f5(J)}}
71 n{3+f (H)} 6+mm{3+m|n{3+ fS(J)}}
. 3+ f,(1) 3+min {4+ f,(J)}
2+mins 3+ f,(F)
+ f,(H) 1+min {3+ f,(J)}
6+ f,(G) 3+ min
3+ f,(E) {4” (')} {4+mm{4+ fs(‘])}}
. . . ’ . 6+ f,(H) . 6+min {3+ f,(J)}
L (A)=min{4+ f,(C) t =min {4+ minqy 2+ f,(F) ;¢ =min {4+ ming 2+ min =min {4+ min< 2+min
, {3+f (|)} {3+m|n {4+ fS(J)}}
4+ 1,(6) f,(H 3+min {3+ f,(J)}
5+ f,(E) n{3+ 4 )} { +min { 3+ f.( )}
2+mim@5 3+ff (L') 3+m|n{{4+f (J)i
m { o )} 5+ min {

1+ min {3+ f,(J)
4+ f,(1) {4+m|n 4+ f (J)}}
{ J

2+ min 1+ min | & () 2+min{ 1+ min 6-+min {3+ fy(J)
+ + N .
3+m|n(‘=w
th } {3+m|n T )}
5+ min

5+m|n{3+f 0 3+min {4+ f,(J)}

Die allgemeine Formel: L;(S)=min {CSZ - Lj+1(Z)}
Z in Stufe j+1
Z muss eine Verbindung mit S haben.

m'—m(z) muss vorhanden sein. || |
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Das Prinzip der Optimalitat 9

Der optimale Weg:

Anfang bei A: A->D—-o>F->Il—>J
Anfang bei D: Do>F—>Il—>J
Anfang bei F: Fo>1—>J

Anfang bei I: | > J

(1920 - 1984)

Ein Teil der optimalen Strategie ist auch optimal!

m' (Richard Bellman, 1952)



Diskrete dynamische Systeme 10

<@ 1 *2) x(4) Zustandsvariable: X(K)

x(0) Sie ist kontinuierlich aber nicht

differenzierbar.

u(k) 4 . k
) «® Steuervariable:  U(Kk)

_&: L u(2)

Sie ist stiickweise konstant.
> k

Die Modellgleichung: x(k +1) = f (x(k),u(k)), x(0)=x,
N-1
Die Zielfunktion: J=mi L(x(k),u(k
ie Zielfunktion T(Lglkz_(; (x(k),u(k))
Optimale Steuerung: u(0),u@@),---,u(N -1

m I Fachgebiet I
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Dynamische diskrete Systeme 11

Darstellung von einem Zustand zum nachsten:

Die Moglichkeiten der
Steuerungen und der Zustande
sind begrenzt.

'(C)= min {u+L'(Z,u)}

u=2,3,4
Z=E,F,G

Nur die Steuerung dieser Stufe
ISt zu optimieren.

m.

x(k+1)=7,82
u(k)=2,0

u(k)=4,32
x(k) > x(k+1)=11,95

u(k&
x(k+1)=9,03

Es gibt zahllose Mdglichkeiten
der Steuerungen und der
Zustande.

L (x(K)) =
min { Lx(k),u(k) + L (x(k + 1))}

u(k)
x(k+1)

Nur die Steuerung dieser Stufe
u(k) ist zu optimieren.

I Fachgebiet I
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Betrachtung ab dem Zeitpunkt J: 12
J (X(J))— mln ZL(X(k) u(k))

U(N-1)

—  min {L(x(j),u(j))+ ZL(X(k),U(k))}

U(j),"',U(N—l) k=j+1

= min LD ui+ gamin { Z L(x(k),U(k))}

u(i) 1+1) k=j+1
Da

I (x(G+1) =37 (F(x(Du(iN = . min > L(x(k), u(k))

J+)-u(N-D) 72

Daher - -
37 (x(3)) = min {L((3),u(§))}+ min {”(x(j +1)]

= min { LX)+ 9" (x(j +1)]

= min { LO(D).u()+ 37 (F (i) u()

Dieses Vorgehen fuhrt zu einem iterativen Lb‘sungsverfahren.

.
m Fachgebiet
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Beispiel: J= m(lkl)ﬂZ(X (k) +u*(k)) +x°(3) 13

mit  x(k +1) = x(k) + u(k)

Weil 3" (x(j)) = mm{L(X(J) u(i)+ 3" (x(i+1)]

_rn(lgl{x(J)+u ())+J (X(j+l))} ]=0,1,2

3" (x(3) = x*(3) = [x(2) +u()[

Man fangtmit j=2 an:
I (x(2)) = min { x*(2) +0*(2) + 3" (x(3);

_m(|2§1 {x (2)+u (2)+[X(2)+U(2)] }

Mit gegebenem Anfangszustand fur Intervall 2, x(2)

o 1
folgt die Losung u(2)=-=x(2)  (Analytische Losung!

m. 2 Haufig nicht erzielbar)

rrrrrrrrrrrrrrrr



1 . 14
Setzt man u(2):—§x(2) in

u(2)

17 (x(2)) = mm{x (2) +u2(2) +[x(2) +u) [} |= gxz(Z)
Nunbei j=1: J°(x(1)= mm{x2(1)+u2(1)+3*(x(2))}

u(1)

= min { x2(1) + u?(1) + g[x(l) + U(l)]z}

u(l)
In gleicher Weise kann man die Losung erhalten:

u@) =—§x<1), I (x() :gxz(l)

Undbel j=0 : g 21
U(O):_EX(O)’ J (X(O))——XZ(O) (Ubungsaufgabe!)

Die optimale Steuerung:

m. u (0)———X(0) u (1)———X(1) u (2)———X(2)

optimic ung



Hamilton-Jacobi-Gleichung 15

Optimierung eines kontinuierlichen dynamischen Systems:

Die Modellgleichung: x=f(x,u), x(t,)=Xx,
Ly
Die Zielfunktion: J(X(ty)) = min {S(x(tf ) + j L(x,u)dt}
ty
Optimale Steuerung: u(t), t,<t<t,

Die Diskretisierung des Systems mit Zeitintervall h:

x(t+h) = x(t) + h f(x(t),u(t)) + O(h)

J =min {S(x(tf ) + hNZ_l L(x(t), u(t))} +0O(h)

i tf_tO
mit  t=t,+kh, h= . k=0,---,N-1

h N

Prozessoptimierung




Nach dem Prinzip der Optimalitat: 16
J((3)) = min { L(x(D).u(i) + 3" (x(j+1))}  (iskren

Dann J"(x(t) = min {h L(x(t), u(t) + 3" (x(t+h))+O(h)} (diskretisiert)

u
te(t,t+h)

Die Taylor-Entwicklung:

J (x(t+h))=1J (x(t))+h+[a‘] j [X(t+h)—=x(t)]+O(h)
ot OX

Daher
0= u(rtr)ﬂn { h L(x(t), u(t))+— h+£a;x } [x(t+h)—x(t)]+O(h)}

te(t,t+h) at
S X(t +h) — x(t)
- t‘{:?]:nh){ L(x(t), u(t))+( j h O(h)}

(N0 at—md{‘{ux(t) u(t»{ ] f (x(0) u(t))}

Prozessoptimierung




Hamilton-Jacobi-Gleichung: 17

- mln{ L(x(t), u(t))+( J*j f(x(t), U(t))}

Die Randbedingung:  J"(x(t,)) = S(x(t,))

Hamilton-Funktion:

H(x,u, A) = L(x(t),u(t)) + A" (t) f (x(t),u(t))

*

Definiert man ai:l(t) , dann
X
_% = min L), u) + A7 (1) F (x(t), u(t))}
Also min H (x(t),u(t), A(t)) = H(x(t),u” (t), A(t))

u(t)

Die Hamilton-Funktion wird minimiert nur mit u”(t) .

m' (das Maximum-Prinzip, Pontryagin, 1958)

Prozessoptimierung



Hamilton-Funktion:

H(x,u,A) = L(x(t),u(t)) + A" (t) f(x(t),u(t))

oH .
dann . =" f (x(t),u(t)) =x

Weill ——=A(t) ,
~ (t)

oA 0 (aJ*(x(t))J _0(x(®)  97T(x()

ot ot OX oxot Ox>

6 (837 (x(t)) 82" (x(1))
| ] P (CONT0)

OX OX?

_9 —L(x(t),u(t))—i%J f(x(t),u(t))]ﬁ U ¢ (x(t),u()
X OX

& O .- ( j RRALLONCNT)

* T
(afj 23" _ (oL (8fj S oH g lH__aa_ s
m, 8x ox ) Ox ox  Lox OX OX

18
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Hamilton-Funktion: H(x,u,A) = L(x(t),u(t))+ A" (t) f (x(t),u(t)) 10

dann oH — X
oA
oH _ 4
OX
. . . AN
Die Randbedingung  J"(x(t;)) = S(x(t;)) und E:/I(t) ,
daher 8" oS (X(ty))
ﬂ’(tf )=—— = f
OX |, ox(t;)

Die obigen GIn. sind die notwendigen Bedingungen der optimalen
LOosung von

J(X(t)) = min {S(X(tf ) + j L(x,u)dt}

Iy

&b x=f(x,u), x(t,)=x, t,<t<t,



Beispiel: Optimale Ersatzstrategie: 20

Ziel: Kostenminimierung in den nachsten 5 Jahren

Randbedingungen:
* Ein neues Auto kostet 100.000 €

» Kosten der Instandhaltung:
1. Jahr: 6.000 €, 2. Jahr: 8.000 €, 3. Jahr: 12.000 €

 Verkaufspreis:

:i 1. Jahr: 80.000 €, 2. Jahr: 60.000 €, 3. Jahr: 50.000 €

Prozessoptimierung



Problemdarstellung: 21

Jahr 1 Jahr 2 Jahr 3 Jahr 4 Jahr 5

@@\
OO

Definition:
t: Jahr (1,2, ...,5)

X . Alter des Autos (1, 2, 3)

m.

44

o ~
9% e
O

ft (X) © Minimale Kosten vom Jahr t zum
Jahr 5 beim Zustand X

I Fachgebiet I
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Analyse des Problems: 22

Im Jahr { mit einem 3 Jahre alten Auto:
Das Auto muss verkauft werden.
Daher sind die minimalen Kosten (in T€): f,(3)=-50+100+6+ f,;(1)

Im Jahr t mit einem 2 Jahre alten Auto:
Das Auto kann verkauft oder behalten werden.
Daher sind die minimalen Kosten:

f(2)=min{~60+100+6+ f_ (1), 12+ f_,(3)}

Im Jahr t mit einem 1 Jahr alten Auto:
Das Auto kann verkauft oder behalten werden.
Daher sind die minimalen Kosten:

f (1) =min{-80+100+6+ f_,(1), 8+ f_,(2)}

Am Anfang muss ein neues Auto gekauft werden:

m, f,(1) =100+ 6 + f, (1)

Prozessoptimierung



Analyse des Problems: 23

Jahr1 Jahr 2 Jahr 3 Jahr 4 Jahr 5

o ol
OBNO

Man fangt hinten mit Jahr 5 an:
Jahr 5: das Auto wird auf jeden Fall verkauft.

Die Kosten:  f.(1) =-80, f.(2)=-60, f.(3)=-50

Jahr 4: es gibt 3 Mdglichkeiten:

f,(1) =min {~80+100+6 + f,(1), 8+ f.(2)}=min{-54, —52}=-54 d.h. verkaufen
f,(2) =min {~60+100+6+ f (1), 12+ f.(3)}=min{-34, —38}=-38 d.h. behalten

f,(3)=-50+100+6+ f.(1) =—24  d.h. verkaufen (Ubungsaufgabe!)

m I Fachgebiet I
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