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1 Einfiihrung

Das Praktikum dient der Vertiefung der Kenntnisse aus den zugehorigen Lehrveranstaltungen [1]
und veranschaulicht das Vorgehen bei der numerischen Losung von Optimalsteuerungsaufgaben.
Schwerpunkt soll dabei nicht die Wirkungsweise des numerischen Verfahrens an sich sein, sondern
das Studium von Losungsstrukturen und des Einflusses von Parameter- und Beschrinkungsénde-
rungen auf die Losungstrajektorien von ausgewéhlten Optimalsteuerungsproblemen.

2 Problemstellung und Lésungsverfahren

Ausgangspunkt ist ein allgemeines, moglicherweise nichtlineares und beschréinktes Optimalsteue-
rungsproblem der Form:

Zustandsgleichung
z(t) = f(z,u,t), te[0,ts], z(t) € R", u(t) e R™
Zielfunktional
ty
J = F(z(tg)) +/f0(:n7u,t) dt — min! 1)
0
Beschrankungen:
Anfangszustand go(z(0)) < 0
Endzustand gi(z(tf)) <0
Steuerung und Zustand g(x,u,t) <0

Der Optimierungshorizont (bzw. die Endzeit) ¢ soll fest sein, d. h. Probleme mit freier Endzeit
sind geeignet umzuformen. Die Beschrinkungen sollen insbesondere die praktisch wichtigen Félle

fester Anfang x(0) = xo

festes Ende x(ty) = xt,

Zustandsschranken Tmin < (t) < Timax

Steuerschranken Umin < w(t) < Umaz
einschliefen.

FEine mogliche Vorgehensweise zur numerischen Losung von (1) besteht darin, Steuer- und Zu-
standsgrofien zeitlich zu diskretisieren, beispielsweise durch Anwendung eines Integrationsver-
fahrens zur Losung der Zustandsdifferentialgleichung (Zustands-Dgl.).

Mit 2% = z(tF), uF = u(t?), 0 =1 <t! < ... <tV =t; wird aus (1) das zeitdiskrete Optimal-
steuerungsproblem

N-1
J = F(z) + Z fi(x* ub) — min!

k=0 (2)
gi(x* uf) <0, k=01,...,N-1
g"@@") <o
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Wird zur Diskretisierung beispielsweise ein Euler-Verfahren mit konstanter Schrittweite At =
thtl b = tﬁf und u(t) = u¥ =const. fiir t* <t < t**! gewihlt, so gilt

fEEhub) = 2F+ At f(aF Wb, tF)
F(z) = F(x(t"))
i@k ub) = At fo(aF Wb )

Prinzipiell sind die meisten der bekannten numerischen Loésungsverfahren fiir Anfangswertproble-
me hierfiir geeignet, z. B. auch Runge-Kutta-Verfahren oder selbst implizite Einschrittverfahren.
Ist die Zustandsgleichung linear, so kann unter der Annahme w(t) = u* =const. fiir t* <t < tk+!
auch F+1 = x(tF+1) = fk(a*, u¥) exakt berechnet werden (Losung der Bewegungsgleichung in
[tk, tkﬂ]).

Durch theoretische Untersuchungen muss geklirt werden, inwiefern eine Losung von (2) eine
Losung von (1) approximiert und unter welchen Bedingungen Losungen von (2) mit At — 0
gegen Losungen von (1) konvergieren.

Das Optimierungsproblem (2) besitzt endlich viele Entscheidungsvariable (z*, «*) und kann als
hochdimensionales und speziell strukturiertes (statisches) nichtlineares Optimierungsproblem
gelost werden. Damit ist die gesamte Vorgehensweise als direktes Losungsverfahren fiir (1) ein-
zuordnen.

Zur Losung des nichtlinearen Optimierungsproblems eignen sich unter anderem Verfahren der
sequentiellen quadratischen Programmierung (SQP), die in den letzten Jahren als besonders
effektive und robuste Losungsmethoden fiir nichtlineare und beschrinkte Aufgaben entwickelt
wurden. Dabei wird das nichtlineare Ursprungsproblem in jeder Iteration lokal durch ein linear-
quadratisches Optimierungsproblem (quadratische Approximation der Zielfunktion, linearisierte
Beschrinkungen) angenihert. Die Losung dieses linear-quadratischen Ersatzproblems dient als
Suchrichtung, in der eine verbesserte Approximation der Losung des Ursprungsproblems gefun-
den werden kann.

2.1 Optimalsteuerungsprobleme mit freier Endzeit

Bei vielen praktischen Optimalsteuerungsaufgaben ist der Optimierungshorizont ¢; nicht fest,
sondern eine durch die Optimierung zu ermittelnde Entscheidungsvariable (z. B. bei zeitopti-
malen Problemen). Wegen des hier verwendeten Losungsverfahrens sind Probleme mit freier
Endzeit in solche mit fester Endzeit zu iiberfiihren.

Ist die Endzeit ¢; frei, so fithrt man eine neue unabhéngige Variable 7 = t/t; und eine zusétz-
liche Zustandsgrofie 41 mit dem freien Anfangswert z,11(0) = ¢y und &p41 = 0 ein. Wird
nun ¢ in der Zustandsgleichung und im Funktional durch 7 ersetzt, so entsteht ein Problem mit
festem Horizont 0 < 7 < 1, insbesondere das Zielfunktional der zeitoptimalen Aufgabe wird von
J =ty = min! zu J = x,41(1) — min! transformiert.

2.2 Programmtechnische Realisierung

Das im Fachgebiet entwickelte Programmpaket HQP (Huge Quadratic Programming, [7]) ist
eine Realisierung des oben kurz beschriebenen Algorithmus. Es besteht aus den folgenden Haupt-
komponenten:

e Meschach [5] — eine Matrizenbibliothek zur dynamischen Verwaltung, Manipulation,
Durchfithrung arithmetischer Operationen und Faktorisierung von Matrizen,
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e ADOL-C [10] — zur automatischen Bereitstellung von Ableitungen,

e HQP [7] — ein SQP-Algorithmus zur Losung beschriinkter zeitdiskreter Optimalsteue-
rungsprobleme unter Ausnutzung der speziellen Problemstruktur und eines Interior-Point-
Verfahrens zur Losung der beschrénkten linear-quadratischen Teilaufgaben [11],

e Hilfsmittel zur Diskretisierung kontinuierlicher Optimalsteuerungsprobleme und zur Simu-
lation (Integrationsverfahren fiir Differentialgleichungen),

e Dialogkomponente — ein Meniisystem zur Bedienerfithrung, Problemauswahl, Parameter-
festlegung und grafischen Auswertung von Simulations- und Optimierungsergebnissen (rea-
lisiert unter Verwendung von Tcl/Tk [13],

e Problembibliothek — Bereitstellung der fiir jedes der aufbereiteten Optimalsteuerungspro-
bleme spezifischen Teile des Dialogsystems sowie der Problemdaten (Zustandsgleichung,
Zielfunktional, Beschrankungen).

Es wurde besonderer Wert auf eine méglichst einfache Bedienerfithrung mittels einer Meniiober-
fliche gelegt. Die Meniistruktur geht von einer Einteilung der Bedieneraktionen in die folgenden
Gruppen aus:

e Problemauswahl: Selektion des zu untersuchenden Optimalsteuerungsproblems aus der
Problembibliothek, Initialisierung

e Simulation: Festlegung von Problemparametern wie Koeffizienten der Zustandsgleichun-
gen und des Zielfunktionals, Beschrinkungen, Diskretisierungsmethode und -schrittweite,
usw.; simulative Untersuchung des Systemverhaltens (Losung der Zustandsgleichung fiir
vorgegebene Anfangszustéinde und Verldufe der Steuervariablen)

e Optimierung: Festlegung von Parametern fiir die Optimierungsrechnung (z. B. Abbruch-
schranken); Priifung der Problemroutinen zur Berechnung von Ableitungen; Berechnung
der optimalen Steuerung

FEine Erweiterung der Problembibliothek um neue Optimalsteuerungsaufgaben ist jederzeit
moglich.

3 Aufgaben

3.1 Aufgabe 1: Doppelintegrator 1

FEin Doppelintegrator ist energieoptimal aus einem vorgegebenen Anfangszustand in einen vor-
gegebenen Endzustand zu steuern. Physikalischer Hintergrund ist die Beschreibung der eindi-
mensionalen Bewegung eines Massepunktes unter dem Einfluss einer Kraft (normiert, Masse
m = 1). Die Steuergréfle u ist die auf den Massepunkt wirkende Kraft, die Zustandsgréfien sind
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die Geschwindigkeit z1 und der Weg (Position) x5 des Massepunktes.

1
Zielfunktional: J = ;/UQ(t) dt — min! (3)

0
Zustandsgleichung;: z1(t) = u(t) (4)
a(t) = x1(t) (5)

Beschrénkungen:

Anfangszustand x(0) = [00]" (fest) (6)
Endzustand x(1) = [01]7 (fest) (7)
Steuerbeschrinkung —up < u(t) < ug (8)
Zustandsbeschrinkung z1(t) < Timax (9)

Die Diskretisierung des Problems erfolgt durch Anwendung der analytischen Loésung der
Zustandsgleichung fiir jedes Diskretisierungsintervall. Eine Diskretisierungsschrittweite von
0.05,...,0.01 (entspricht 20,...,100 Diskretisierungsschritten) ist dabei ausreichend.

Da das zu losende zeitdiskrete Optimalsteuerungsproblem ebenfalls linear-quadratisch ist, kann
das Ergebnis mit nur einem Schritt des SQP-Verfahrens berechnet werden (beschrinktes
Newton-Verfahren).

Vorbereitungsaufgaben:

3.1.1 Losen Sie das unbeschrankte Optimalsteuerungsproblem (3)-(7) analytisch!

3.1.2 Wie dndert sich die optimale Steuerung bei aktiver Steuerbeschrinkung (8)7

Praktikumsaufgaben (Problemauswahl: Datei/Problem/Dil):

3.1.3 Uberpriifen Sie die unter 3.1.1 und 3.1.2 abgeleiteten Ergebnisse numerisch! Untersuchen
Sie den Einfluss der Anzahl der Diskretisierungsschritte auf die Genauigkeit der Losung! Bis
zu welchem Wert kann die Betragsschranke ug verringert werden, wenn noch eine zuléssige
Losung des Problems (3)-(8) existieren soll? Interpretieren Sie die Resultate physikalisch!

3.1.4 Wie veréndern sich die optimalen Trajektorien unter dem Einfluss einer Zustandsbe-
schrankung (9)?

3.2 Aufgabe 2: Doppelintegrator 2

Es wird das gleiche Problem wie unter 3.1 betrachtet, jedoch sollen (6)-(9) durch folgende Be-
schrinkungen ersetzt werden:

Anfangszustand x(0) = [10]7  (fest) (10)
Endzustand x(1) = [-10]" (fest) (11)
Zustandsbeschrinkung x2(t) < Tomax (12)

Der Massepunkt soll demnach zum Zeitpunkt 0 am Ort 0 die Geschwindigkeit 1 haben und
energieoptimal so umgesteuert werden, dass er sich zum Zeitpunkt 1 wieder am Ort 0 befindet,
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jedoch die Geschwindigkeit —1 besitzt (energieoptimale Wende). Die Zustandsbeschrankung (12)
stellt eine Wegbegrenzung dar.

Vorbereitungsaufgaben:

3.2.1 Losen Sie das unbeschrinkte Optimalsteuerungsproblem (3)-(5),(10),(11) analytisch!

3.2.2 Wie wird sich eine aktive Beschrankung (12) auf die Losung auswirken? (qualitative Be-
trachtung, keine analytische Losung)

Praktikumsaufgaben (Problemauswahl: Datei/Problem/Di2):

3.2.3 Uberpriifen Sie die unter 3.2.1 und 3.2.2 erhaltenen Resultate numerisch! Wihlen Sie dabei
zuniichst einen so groflen Wert fiir x4, dass (12) nicht aktiv wird und verringern Sie
ZTomaz anschliefend schrittweise! Interpretieren Sie die optimalen Trajektorien physikalisch!

3.3 Aufgabe 3: Zeitoptimales 7T>-Glied

Ein Verzogerungsglied 2. Ordnung ist zeitoptimal aus einem vorgegebenen Anfangszustand in
die Ruhelage zu steuern.

Zielfunktional: J =ty — min!
Zustandsgleichung;: z1(t) = —0.5-z1(t) + z2(t)
To(t) = —xa(t) + u(t)
Beschrénkungen: (13)
Anfangszustand x(0) = [-10]7 (fest)
Endzustand x(ty) = [0 07 (fest, ty frei)
Steuerbeschrinkung —up < u(t) < ug

Durch Einfithrung einer zusétzlichen Zustandsgrofie mit freiem Anfangswert wird die Aufgabe
in ein Problem mit fester Endzeit umgewandelt.

Die Bewegungsgleichung wird analytisch zwischen den Stiitzstellen der zeitlichen Diskretisierung
gelost, wobei 20...100 Diskretisierungsschritte ausreichend sind.

Vorbereitungsaufgabe:

3.3.1 Losen Sie das Optimalsteuerungsproblem (13) analytisch fiir ug = 5 und ug = 9!
(Hinweise: Die Losung der Zustands-Dgl. bei qualitativ bekannter, optimaler Steuerung ist
- I

ausreichend. Vereinfachung von Ausdriicken durch Substitution: a = e~ %, =e 2.

Praktikumsaufgaben (Problemauswahl: Datei/Problem/T2Topt):

3.3.2 Uberpriifen Sie die unter 3.3.1 erhaltenen Resultate numerisch und begriinden Sie eventu-
elle Abweichungen!
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3.4 Aufgabe 4: Verladebriicke

Das dynamische Verhalten der Verladebriicke nach Abbildung 1 kann bei vorausgesetzter kon-
stanter Greiferléinge und konstanter Masse von Greifer und Last durch die nichtlineare Zustands-
gleichung

€2
1 (t) 0.5a93 sz’n(2ar:3)—l—:Z—f{lgv?1 sin(z3)+bau
T2 (t) 1+ 26 5in2(x3)
t) = . = ™K 14
j;4(t) —au3 sin(xg,)—0.5%}%x35in(2z3)—b4u cos(x3)
1+Z—gsin2(:v3)

, B .
m , L aufkatze T Kat.zp051.t10n
K : T3 —  Greiferwinkel
! U — Vortriebskraft Katzmotor
mg — Katzmasse
mag — Masse (Greifer und Last)
l —  Greiferléinge
ags = ;¢g by = =
my mg
as3 = 7m§§:(rfcg by = m%l

|
|
|
|
-
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Greifer mit Last

Abbildung 1: Verladebriicke

beschrieben werden. Steuergrofie u ist die Antriebskraft des Katzmotors, Zustandsgréfien sind
die Katzposition (Weg) x1, die Katzgeschwindigkeit zo, der Greiferwinkel x3 und die Greifer-
winkelgeschwindigkeit x4.

Das System (14) soll nun unter Einhaltung gewisser Beschrinkungen aus einem vorgegebenen
Anfangszustand (erste Ruhelage) in einen vorgegebenen Endzustand (zweite Ruhelage) gesteuert

werden.
Anfangszustand 2(0) = [25000]7 (fest) (15)
Endzustand z(ty) = [0000]" (fest, t; frei) (16)
Steuerbeschrankung Umin < u(t) < Umag (17)
Zustandsbeschrinkung Tmin < (1) < Timag (18)

Werden diese Beschrinkungen eingehalten, so besteht das Steuerungsziel in einer Minimierung
der Prozessdauer.

Zielfunktional: J = t; — min! (19)
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Nach der Diskretisierung der Zustandsdifferentialgleichung im gesamten Zeithorizont erfolgt
die Zustandsberechnung durch numerische Integration der Zustandsgleichungen mittels Runge-
Kutta-Verfahren in jedem Diskretisierungsintervall. Die Wahl der Schrittweite ist im Gegensatz
zu den vorangehenden Beispielen kritisch (System instabil!). Gute Resultate werden ab etwa 20
Diskretisierungsschritten erzielt.

Wenn der Greiferwinkel klein bleibt, kann als Nidherungslosung auch die Umsteuerung des (in
Umgebung der Ruhelage [0 0 0 0]7 linearisierten Systems (20) betrachtet werden.

01 0 0 0

. 0 0 ag O b

W) =14 53 I REIOR: 02 -u(t) (20)
0 0 —aa43 0 —b4

In [14] wird fur das System (20) ein Zustandsregler (vollstdndige Zustandsriickfiihrung) mittels
Eigenwertvorgabe entworfen (alle Eigenwerte des geschlossenen Kreises bei —0.6). Der damit
erhaltene Verlauf der Steuergrofie dient als Startwert fiir die Optimierung.

Vorbereitungsaufgaben:

3.4.1 Stellen Sie die notwendigen Optimalititsbedingungen fiir das steuerbeschriankte Problem
(20),(15)-(17),(19) zusammen! Welchen prinzipiellen Verlauf der optimalen Steuerung er-
warten Sie?

3.4.2 Welche Stabilitdtseigenschaften besitzt das linearisierte System?

Praktikumsaufgaben (Problemauswahl: Datei/Problem/CCrane):

3.4.3 Untersuchen Sie das Systemverhalten simulativ bei konstanter Steuerung bzw. bei Ver-
wendung des Zustandsreglers!

3.4.4 Berechnen Sie die optimale Steuerung fiir das Problem ohne Zustandsbeschrankungen und
vergleichen Sie die Resultate mit Aufgabe 3.4.1! Begriinden Sie eventuelle Abweichungen!

3.4.5 Berechnen Sie die optimale Steuerung bei wirksamen Zustandsbeschrinkungen (18)
(z. B. Greiferwinkel)! Interpretieren Sie die optimalen Trajektorien!

3.5 Aufgabe 5: Citronensiure

Betrachtet wird der biotechnologische Prozess der fermentativen Citronensidureherstellung (mi-
krobielle Produktsynthese) in einem Riihrreaktor mit kontinuierlicher Substratzudosierung (kon-
tinuierlicher ,fed-batch“-Prozess).

Ein stark vereinfachtes Prozessmodell beriicksichtigt folgende Teilprozesse:

e Umwandlung von Substrat (Glucose) in Produkt (Citronensidure) durch die Stoffwech-
seltdtigkeit der Mikroorganismen. Dadurch verringert sich die Substratmenge im Reaktor,
wéhrend die Produktmenge entsprechend vergrofiert wird. Die Produktbildungsrate (ge-
bildete Produktmenge je Zeiteinheit) ist abhéngig von
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— Substratkonzentration: zu niedrige Substratkonzentrationen hemmen die Produktbil-
dung (Limitierung), zu hohe ebenfalls (Substratinhibierung); bei mittleren Werten
der Substratkonzentration besitzt die Produktbildungsrate ein Maximum.

— Produktkonzentration: die Produktbildungsrate sinkt mit wachsender Produktkon-
zentration (Produktinhibierung).

— Zeit: mit wachsendem Alter der Mikroorganismen (Prozessdauer) sinkt die Produkt-
bildungsrate.

e Zufithrung von neuem Substrat von auflen. Es wird eine kontinuierliche Substratzudosie-
rung durch Glucoselosung vorausgesetzt, wobei der Substratzufluss (im Volumenstrom) die
zu optimierende Steuergrofie darstellt. Sowohl die im Reaktor vorhandene Substratmenge
als auch das Volumen des Reaktorinhalts werden vergrofiert.

e Neutralisierung des Produkts durch Zugabe von NaOH. Die Mikroorganismen sind nur in
einem bestimmten pH-Wert-Bereich lebens- und arbeitsfahig. Durch eine untergeordnete
pH-Wert-Regelung wird deshalb die Verschiebung des pH-Werts durch die gebildete Citro-
nensdure mittels NaOH-Zugabe kompensiert, wodurch sich gleichzeitig das Volumen des
Reaktorinhalts vergrofiert.

Die mathematische Formulierung dieses Modells liefert eine Zustandsdifferentialgleichung mit
zwei Zustandsgrofen: 1 — Produktmenge (Citronenséure) im Reaktor, xo — insgesamt zugefiihrte
Substratmenge und der Steuergrofie v — Substratzufluss

i1 (t) = g(x1, 2, 1) (21)
a3 (t) = u(t)
Das Volumen des Reaktorinhalts V', die Produktkonzentration ¢, und die Substratkonzentration
¢s, die in die Funktion g(.) eingehen, sind (nichtlineare) Funktionen von z; und xs.

Der Anfangszustand (0) = [0 0]” und die Prozessdauer ¢ ¢ sind fest, der Endzustand x(t¢) frei.
Das Zielfunktional soll folgende, sich teilweise widersprechende Forderungen beriicksichtigen:

e die Produktmenge 1(tf) am Ende des Prozesses soll maximal sein,
e die Substratzufuhr sollte so gering wie moéglich sein und

e der Aufbereitungsaufwand, der mit sinkender Produktkonzentration wéchst, sollte eben-
falls gering sein.

Diese Zielgrofien konnen durch Einfithrung von Wichtungsfaktoren (Preise) in einem skalaren
Zielfunktional vereinigt werden,

J = c1-xi(ty) + c2- xa(ty) + c3 — min! (22)

Weiterhin ist die Steuergrofle Substratzufluss beschrénkt, da je Zeiteinheit nur eine gewisse
Menge an Substrat zudosiert werden kann,

0 < u(t) < tUmas - (23)

Die numerische Integration der Zustandsgleichung erfolgt mittels Runge-Kutta-Verfahren. Aus
Aufwandsgriinden wird nur ein relativ kurzer Optimierungshorizont ¢; betrachtet.
Eine recht gute Fithrung des Prozesses ohne Optimierung wird erreicht, wenn die Substratzudo-
sierung so gestaltet wird, dass die aktuelle Substratkonzentration stets die Produktbildungsrate
maximiert. Diese Forderung fithrt mit (23) auf ein nichtlineares Reglergesetz; die damit berech-
nete Steuerfunktion u(t) dient als Start- und Vergleichspunkt fiir die Optimierung.
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Vorbereitungsaufgaben:

3.5.1 Stellen Sie die notwendigen Optimalitétsbedingungen zu (21)-(23) auf! Welchen Charakter
der optimalen Steuerung erwarten Sie?

Praktikumsaufgaben (Problemauswahl: Datei/Problem/Bio):

3.5.2 Untersuchen Sie fiir verschiedene u(t) und ¢5(0) = 0,12,30 (der Anfangswert der Sub-
stratkonzentration geht als Parameter in die Zustandsgleichung (21) ein) simulativ das
Systemverhalten!

3.5.3 Berechnen Sie fiir verschiedene Werte von ¢5(0) (z.B. ¢5(0) = 0,12,30) die optimale
Steuerung und interpretieren Sie die Ergebnisse!
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