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1 Einführung

Das Praktikum soll die Umsetzung verbal gegebener Aufgabenstellungen der Optimalsteuerung
in mathematische Problemformulierungen, wie sie in der entsprechenden Lehrveranstaltung [7]
behandelt werden, schulen. Nach dem Aufstellen des Problems in der Vorbereitungsphase auf
den Praktikumsversuch wird eine Implementierung während der Durchführung des Versuchs mit
Standardsoftware (z. B. MATLABR©, MATLABR© Optimization ToolboxTM )1 [12] bzw. Octave
[13] vorgenommen. Im Anhang sind einige Routinen aus der genannten Toolbox aufgeführt, die
für die Lösung der Probleme in Frage kommen könnten. Die Effekte, die bei der Lösung von
Optimalsteuerungsproblemen auftreten können, sind zu diskutieren, die erhaltenen Ergebnisse
geeignet darzustellen sowie mit Bezug auf den jeweils zu untersuchenden Prozess zu interpretie-
ren und unter praktischen Aspekten zu bewerten.

2 Problemformulierung

Ein allgemeines, nichtlineares und beschränktes Optimalsteuerungsproblem kann wie folgt no-
tiert werden:

Zu minimierendes Zielfunktional:

min
u(t)




J = Φ (x(tf )) +

tf∫

0

f0(x(t),u(t), t) dt





Prozessbeschreibung (Zustandsdifferentialgleichung):

ẋ(t) = f(x(t),u(t), t), t ∈ [0, tf ] , x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm
Randbedingungen:

Fester Anfangszustand: x(0) = x0

Fester Endzustand x(tf ) = xtf (fest)

oder freier Endzustand: x(tf ) (frei)

Weitere Beschränkungen (Koordinatenbeschränkungen für Zustands- und Steuergrößen,

allgemeine Beschränkungen für Zustands- und/oder Steuergrößen):

xmin ≤ x(t) ≤ xmax

umin ≤ u(t) ≤ umax

h(x(t),u(t), t) ≤ 0

(1)

Die Endzeit tf kann fest oder frei sein. Probleme mit freier Endzeit sind geeignet umzuformen.

Typischerweise werden die beschränkten Optimalsteuerungsprobleme mit direkten Methoden
gelöst. Das bedeutet, dass eine Diskretisierung aller Bestandteile des Optimalsteuerungspro-
blems vorgenommen und eine Parametrisierung von Steuerungen und/oder Zuständen ange-
wendet wird. d. h. also eine Transformation eines Optimalsteuerungsproblems in ein (sehr oft)
nichtlineares (quasi-statisches) Optimierungsproblem.

Eine mögliche Variante der numerischen Lösung von (1) besteht darin, Steuer- und Zustands-
größen zeitlich zu diskretisieren, beispielsweise durch Anwendung eines Integrationsverfahrens
zur Lösung der Zustandsdifferentialgleichung und damit zur Berechnung der Zustandsverläufe.
Mit xk = x(tk), uk = u(tk), 0 = t0 < t1 < . . . < tK = tf wird aus (1) das zeitdiskrete

1MATLABR© und MATLABR© Optimization ToolboxTM sind ein eingetragenes Warenzeichen bzw. eine einge-
tragene Handelsmarke der The Mathworks Inc.
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Optimalsteuerungsproblem

xk+1 = fk(xk,uk), k = 0, 1, . . . ,K − 1

min
uk

{
J = Φ(xK) +

K−1∑

k=0

fk0 (xk,uk)

}

hk(xk,uk) ≤ 0, k = 0, 1, . . . ,K − 1

hK(xK) ≤ 0

(2)

Die zeitliche Diskretisierung könnte in einem einfachen Fall mit dem Euler-Verfahren und kon-
stanter Schrittweite ∆t = tk+1 − tk =

tf
K erfolgen. Wird u(t) = uk =const. für tk ≤ t < tk+1

gewählt, so gilt

fk(xk,uk) = xk + ∆t · f̄(xk,uk, tk)

Φ(xK) = Φ̄
(
x(tK)

)

fk0 (xk,uk) = ∆t · f̄0(xk,uk, tk)

Eine weitere Lösungsmöglichkeit besteht darin, durch Kollokationsverfahren zusätz-
lich zu den Steuerungen auch die Zustandsgrößen zeitlich zu diskretisieren und
so ein Problem derart zu formulieren, dass in kompakter Schreibweise gilt:

min
xk,uk

{
J = Φ(xK) +

K−1∑

k=0

fk0 (xk,uk)

}

gk(xk,uk) = 0, k = 0, 1, . . . ,K − 1, (K)

hk(xk,uk) ≤ 0, k = 0, 1, . . . ,K − 1, (K)

(3)

In beiden Fällen werden bei nichtlinearen Optimierungsproblem typischerweise Sequentielle
Quadratische Programmierungsverfahren (SQP-Verfahren) zu Lösung eingesetzt, die sich unter-
schiedlicher Varianten bedienen (z. B. Innere-Punkte-Verfahren (engl.: interior point methods),
Aktive-Restriktionen-Strategien (engl.: active set methods)).

3 Aufgaben

3.1 Trinkwasserversorgungsprozess

Das Wasserversorgungssystems einer Gemeinde (siehe Abb. 1) besteht aus einem Hochbehälter
mit einem Fassungsvermögen von 5000 m3, einer Wasseraufbereitungsanlage und den Versor-
gungsleitungen zu den einzelnen Verbrauchern.

Das System kann durch die Differentialgleichung (Volumenbilanzgleichung)

ẋ(t) = u(t)− z(t), x(0) = x0 (4)

beschrieben werden. Der tägliche Verbrauch z̄ beträgt 3000 m3 und wird durch die Beziehung

z(t) =
z̄ + 1000 sin(π(t−7.2

12 ) + 2000 sin(π(t−6)
6 )

24
, t ∈ [0, 24 h] (5)

erfasst. Das Bewirtschaftungsziel besteht darin, die Versorgungssicherheit zu garantieren und
durch einen möglichst gleichmäßigen Zufluss u(t) eine hohe Qualität der Wasseraufbereitung zu
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Beleg Optimale Steuerung 2

Aufgabe 6: Optimale Bewirtschaftung eines
Trinkwasserversorgungssystems

Das Wasserversorgungssystem einer Gemeinde besteht aus einem Hochbehälter mit einem Fassungs-
vermögen von 5000 m3, einer Wasseraufbereitungsanlage und den Versorgungsleitungen zu den ein-
zelnen Verbrauchern.
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Abbildung 1: Systemdarstellung und Verbrauchsganglinie.

Das System kann durch die Differentialgleichung

ẋ= u−z (1)

beschrieben werden. Der tägliche Verbrauchz beträgt 3000 m3 und wird durch die Beziehung

z= (3000+1000sin(π(t −7.2)/12)+2000sin(π(t −6)/6))/24 , t ∈ [0,24h] (2)

erfaßt. Das Bewirtschaftungsziel besteht darin, die Versorgungssicherheit zu garantieren und durch
einen möglichst gleichmäßigen Zuflußu eine hohe Qualität der Wasseraufbereitung zu sichern. Zum

1

Abbildung 1: Wasserversorgungssystem und Verbrauch

sichern. Zum Zeitpunkt 6:00 Uhr soll der Behälter zu 90 % gefüllt sein. Für die Bewirtschaf-
tungsaufgabe wird das folgende Gütefunktional

J =
1

2

∫ 24

0

(
q(x(t)− xs)

2 + r(u− zS)2
)
dt (6)

formuliert, wobei mit xS ein Sollinhalt und mit zS = z̄
24 ein mittlerer Verbrauch bezeichnet wird.

Versuchsvorbereitung:

3.1.1 Formulieren Sie zunächst das (zeitkontinuierliche) Optimalsteuerungsproblem mit allen
Komponenten (Zielfunktional, Zeithorizont, Modell, Gleichungs- und Ungleichungsbe-
schränkungen) für den Fall der zu ermittelnden periodisch optimalen Steuerung unter
der Bedingung auf, dass der Hochbehälter im Mittel zu 80 % gefüllt sein soll (Wichtungs-
koeffizienten q = 1 und r = 10, zeitliche Diskretisierung ∆t = 1 h)! Periodisch optimal
bedeutet, dass sich der Bewirtschaftungsvorgang mit einer Periode von einem Tag wie-
derholt und demzufolge zu Beginn und am Ende eines Zeithorizontes die Speicherinhalte
gleich sein müssen. Der Zeithorizont soll von 6:00 Uhr bis 6:00 Uhr des Folgetages reichen.

3.1.2 Transformieren Sie das Optimalsteuerungsproblem in ein nichtlineares Optimierungspro-
blem (quasi-statisches Optimierungsproblem)! Diskretisieren Sie dazu mit der oben an-
gegebenen festen zeitlichen Diskretisierung das Zielfunktional, die Modellgleichungen und
die Beschränkungen! Stellen Sie dazu einen Optimierungsvariablenvektor, eine zeitdiskre-
tisierte Zielfunktion entsprechend der Syntax des von Ihnen gewählten Lösungsverfahrens
und anschließend eine Matrix-/Vektornotation der Gleichungs- und Ungleichungsneben-
dingungen auf! Belegen Sie alle Matrizen und Vektoren!

3.1.3 Implementieren Sie das unter 3.1.2 formulierte Problem unter MATLABR© oder octave!
Lösen Sie das nichtlineare Optimierungsproblem!
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Versuchsdurchführung:

3.1.4 Erläutern Sie Ihr Vorgehen bei der Lösung! Demonstrieren Sie die Ergebnisse und disku-
tieren Sie sie!

3.2 Hochwasserschutz

Eine wesentliche Aufgabe des Talsperrensystems nach Abb. 2 besteht im Hochwasserschutz.
Einfache (normierte) Volumenbilanzgleichungen für die Sperren 1 und 2 berücksichtigen die

1
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z

Abbildung 1: Systemstruktur.

Einfache (normierte) Volumenbilanzgleichungen für die Sperren 1 und 2 berücksichtigen das gespei-
cherte Wasservolumenxi , den Volumenstrom im Zulaufzi und im Ablaufui

ẋi(t) = zi(t)−ui(t), i = 1,2, t ∈ [0,1]. (1)

Dabei wird angenommen, daß der Anfangszustand zum Zeitpunktt = 0

x(0) =
[
0.5
0.9

]
(2)

1

Abbildung 2: Talsperrensystem

gespeicherten Wasservolumina xi(t), die Volumenströme im Zulauf zi(t) und im Ablauf ui(t)

ẋi(t) = zi(t)− ui(t), i = 1, 2 , t ∈ [0, 1]. (7)

Dabei wird angenommen, dass der Anfangszustand zum Zeitpunkt t = 0

x(0) =

(
0.5
0.9

)
(8)

gegeben ist und der Zulauf im Optimierungshorizont t ∈ [0, 1] durch

z1(t) =

{
0.1 + 10e−(t−0.15)/0.2 − 10e−(t−0.15)/0.1 t > 0.15
0 sonst,

(9)

z2(t) =

{
0.3 + 15e−(t−0.35)/0.2 − 15e−(t−0.35)/0.1 t > 0.35
0 sonst,

(10)

im Sinne einer Vorhersage beschrieben werden kann. Die Zeitverläufe der Abgaben ui(t) sind
die Steuergrößen, die so bestimmt werden sollen, dass der Scheitelwert der Hochwasserwelle un-
terhalb der Talsperren (als Maß für ein mögliches Schadensereignis) minimal wird, d. h. das
Maximum des Gesamtabflusses soll minimal werden bzw. der Gesamtabfluss soll unter Berück-
sichtigung der Zeitabhängigkeit möglichst niedrig sein. Dabei sind die minimalen bzw. maximalen
Fassungsvermögen der beiden Talsperren

0 ≤ xi(t) ≤ 1 , i = 1, 2 (11)

als auch die Nicht-Negativitätsforderung für die beiden Abflüsse ui(t), i = 1, 2, zu beachten.
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Versuchsvorbereitung:

3.2.1 Formulieren Sie zunächst das (zeitkontinuierliche) Optimalsteuerungsproblem!

3.2.2 Approximieren Sie das Optimalsteuerungsproblem durch ein nichtlineares Optimierungs-
problem (quasi-statisches Optimierungsproblem) durch den Übergang zu einer zeitdiskre-
ten Beschreibung (zeitliche Diskretisierungsschrittweite ∆t = 0.05)! Stellen Sie dazu einen
Optimierungsvariablenvektor, eine zeitdiskretisierte Zielfunktion, und anschließend eine
Matrix-/Vektornotation der Gleichungs- und Ungleichungsnebendingungen auf!

Optional: Versuchsdurchführung:

3.2.3 Lösen Sie das entstehende Optimierungsproblem mit einem geeigneten Verfahren aus der
MATLABR© Optimization ToolboxTM bzw. mit octave!

3.2.4 Demonstrieren und diskutieren Sie die Ergebnisse! Diskutieren Sie Probleme, die sich bei
einer praktischen Anwendung einer solchen Verfahrensweise ergeben!

Anhang: Auszug von Routinen aus der MATLABR© Optimization ToolboxTM

bzw. octave

MATLAB:

Nonlinear minimization of functions.

fmincon - Multidimensional constrained nonlinear minimization.

Nonlinear minimization of multi-objective functions.

fminimax - Multidimensional minimax optimization.

Minimization of matrix problems.

linprog - Linear programming.

quadprog - Quadratic programming.

Controlling defaults and options.

optimset - Create or alter optimization OPTIONS structure.

optimget - Get optimization parameters from OPTIONS structure.

Graphical user interface and plot routines

optimtool - Optimization Toolbox Graphical User

Interface

octave:

Nonlinear minimization of functions.

sqp - Multidimensional constrained nonlinear minimization.

Minimization of matrix problems.

lp - Linear programming.

qp - Quadratic programming.
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