Regelungs- und Systemtechnik 1

Kapitel 2: Modellierung linearer Prozesse
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Problemdarstellung 2

_ ) AusgangsgroBle
EingangsgroBe (Regelgrofe)
> Prozess >
u Y

Wie reagiert die Ausgangsgrol3e, wenn die Eingangsgrolie
sich verandert?

 LOsung durch Versuche (Experiment)

e LOsung durch Modellierung, Analyse und Simulation

VVorgehensweise:

e Modellierung (mathematische Beschreibung)
Physik, Chemie, Elektrotechnik, Mechanik, ... ...

e Analyse (Charakterisierung)
Mathematik, Signalverarbeitung, ... ...

e Simulation (Losung der Modellgleichung)

m.Numerik, Software, ... ...

Prozessoptimierung



Modellierung mittels Bilanzierung

Bilanzierung:

» Stoffbilanz
Zufuhr Abfuhr

* Energiebilanz —lp Prozess -

e Spannungshbilanz

e Strombilanz

Bilanzgleichung:

Zufuhr (/s) — Abfuhr (/s) = Speicherung (/s)

« Wenn Zufuhr = Abfuhr, ist der Prozess stationar (Algebraische Gleichung).
« Wenn Zufuhr # Abfuhr, ist der Prozess dynamisch (Differentialgleichung).

* Die Gleichung kann linear oder nichtlinear sein.
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Beispiel: Temperaturregelung im Gewachshaus *

Beschreibung des Prozesses:
Warmeabfuhr:

Qup

QAb = UA(Q — ‘9A)

warmezufuhr:

/ Regelgréite e Q T~ QZu

Zu
Energiebilanz:
Stellgroe 1‘
P dH
l\N\l\[\ E — QZU - QAb
— do

73 MCe gt ~ QU AO-0) PR
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Beispiel: Temperaturregelung im Gewachshaus °

Beschreibung des Prozesses:

_ do _
mCP_:QZU —U A(Q_QA)
dt
Definition:
T:rn_CP’ ku:_i, kZ :1
UA UA
Dann do
T E+6’ =k,Q,, +K, 0,  Bedeutung des Vorzeichens?
m: kg QZu : Js
C.: Ji(kg-K) U J(m*-K-s)
6,0,: K A m*

772 panet



Beispiel: Temperaturregelung im Gewachshaus ’

Beschreibung des Prozesses:

Tcil—f+<9:kuQZu +k, 8,

Der stationare Zustand:

‘Z_f:o o 0 =kQS 4k, 6

Die Anderung vom stationaren Zustand:

AG=0-0"

AQy, =Qy — §J — ng—te-l—Aé’ =k,AQy, +k, AG,

ST
| AO, =0, -0
b T



Beispiel: Temperaturregelung im Gewachshaus

Beschreibung des Prozesses:

dAd
T ?‘FAQ — kUAQZu + kz AQA
. dA@
Fihrungsstrecke ( AQ,, — A8 ): TTJFAH: K,AQy,
Storstrecke ( AG, —> AG): T%+A9=kZA6’A

Definition: y=A0, u=AQ,, Z=A0,

d T: Zeitkonstante
-0y

dt R kuU ! kz : k k :  Verstarkung

m. Fachgebiet
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Beispiel: Temperaturregelung im Gewachshaus

LOsung der Differentialgleichung:

FUhrungsstrecke ( AQ,, > A8 ): Tdﬁ—te+AH k,AQ,,
T 9y
+ k,u
d y=

Die homogene Differentialgleichung: T%+y=0

y. t
VRS AN SR ﬂ:-jidf
dt Yy T ;/ y OT
y _ <
In—=—— =Yye !
= " T =1 Y=Y

ﬁv Physikalische Bedeutung?



Beispiel: Temperaturregelung im Gewachshaus

LOsung der Differentialgleichung:

Die inhomogene Differentialgleichung: T ﬂ +y= kuu
t dt
Ansatz: y=C(t)e T

t t

dy < .\ T 1 —
—~=C(t)e T -C(t)=e T
m (t) ()T

Daher

T {C(t)eT _ C(t)TieT} +CMe T =k

t t

= TC(t)eT=ku = dcz‘fr—Ue?udt

C(t)

= ij:k“

?

O'.—-.;—i-

e%U(T)dT - C(t)=C(0)+‘fr—UJe%u(r)df

- c(0)
Fachgebiet
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Beispiel: Temperaturregelung im Gewachshaus o

LOsung der Differentialgleichung:

Die inhomogene Differentialgleichung: T Ccll_i/-'_ y=k,u

t

Ansatz: y = C(t)e_T

C(t) :C(O)+i_<|_—“J'e;u(f)dr

tt ¢
Daher y—cOe T +5ue "eTu(r)dr
0

_u
T

Also ot k tt oz
Y =y(0e T+ e [eTu(z)dr
m' ° II




Beispiel: Temperaturregelung im Gewachshaus "

LOsung der Differentialgleichung:

tt
y(t) = y(O)e T +—e " [eTu(z)dr
0 (0 t<0
Wenn sich die Warmezufuhr sprunghaft andert, d.h. u=-

~

AQ t>0

dann

~

T

tt ¢ s ot _lt
y=y(0)e T + ?j TAQ(r)dz = y(0)e T +k“TiQe T jeT dr
0 0

t

t t T t . _l t
=y(0)e T +k_|_iQe TTeT| = = y(0)e T4k AQe T (eT -1)

0

) t
;. =y(0)e " +k,AQ(1-e ) Physikalische Bedeutung?
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Beispiel: Gleichstromgenerator 12

Beschreibung des Prozesses:

R, L
o 1 mmm— R, y
U : .
— I
Erregerkreis: u =R, + L% ®: Magnetischer Fluss
dt :
N : Windungszahl
_ N . N . _
Generator: @ = kL Us=Ccnd=cn R—Il n: Antriebsdrehzahl
" " R : Magnetischer
Ankerkreis:  Y=R,, =R e Widerstand
: 212 2R2—|—R3 Iderstan

m I Fachgebiet I

Prozessoptimierung



Beispiel: Gleichstromgenerator 13

R3
Beschreibung des Prozesses: . — .
: 1 L
Erregerkreis:  u =Ry, + Lt u‘ - ¢L‘G R?[:} Y
dt —h — b :
Generator: Cbzlil, uGzcncbzcnli1
R, R,
. : R,
Ankerkreis: y=R,I, = c
R, + R,
R : : :
Dann y = 2y, = R, Cnlh:klll — |1:l
R, + R, R,+R, R, K,
: di L dy
Daher u=Ri,+L—2t="ty+——2L
W Tk Y Tk

Ldy o Kk T vk
m. Rdt YR |t

Prozessoptimierung




Beispiel: Dynamik eines Regelventils

R
T(— 1
PV
—
r
Idealgasgleichung: PV = nRT

N P d M dP

Dichte des Gases: p=—M=—M P _

= —
vV RT dt RT dt

s _dWp) _,dp PP
dt dt R

Gasstrom zum Ventil:

Daher Vd—p:V M dP = Pe:P

6‘&' dt  RT dt R

14



Beispiel: Dynamik eines Regelventils o

R
—
PV [

F

Also T, d_P+ P=P,
dt

Es gilt AF = —k,AP (Minusvorzeichen!)
Dann  —k T, dﬁ_tP_ k,AP =-k, AP, = T, dﬁ—tF+AF =—k, AP,

;i Die Zeitkonstante eines Regelventils ist kleiner als eine Sekunde.

Prozesso ptimierung



Beispiel: Dynamik eines Regelventils

Normierung der Variablen: Druck: 0,2 — 1,0 bar, Strom: 0 -5 /s

Normierte Variablen:
~ F-F. ~ P P

F = min__ = e,min
|:max B |:min I:)e,max o I:)e min
Dann
F = F nt (Fmax mm)F I:)e — I:)e,min + (Pe,max B I:)e mln)P
Da Ty dA—F+AF =—k, AP,
dt
also IAE
TV (Fmax o me)— + (Fmax mln)AF = _k ( e,max I:)e mm)AlSe
Daher | T, dA_F +AF = — y (Femox = Peinin) AP, = IZV AP
dt (Fmax B |:min) e i

L ]
ac
Prozes

16
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Beispiel: Fullstand eines Behalters 17

Bilanzgleichung: Ag % =F,, —F.,, h(0)=h,

Korrelation: F... =CA, Jvh h Regelgrof3e
F,. . StorgroRe
Daher AB il + CA, Jh = =
A, . StellgroRe

m. Das System ist nichtlinear!

Prozesso ptimierung



Linearisierung nichtlinearer Systeme

Taylor-Entwicklung einer nichtlinearen Funktion:

f(x)=f(X)+ f'(X)(x—x )+ f”(x )(X — xo) + — 3

Approximation mit einer linearen Beziehung:

f(x) = f(xo) T f'(XO)(X - Xo) =Y

Grafische Darstellung:

X, ist der Arbeitspunkt.
In der Nahe von X0 kann

man f(X) mit vy

annahern.

18

f”’(x )(X — x) + -
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Linearisierung nichtlinearer Systeme 19
Linearisierung der Funktion F, = CA, Jvh

am Arbeitspunkt A, h,

(Y —Yo)

0

Es gilt: f(x,y)~ f(xo,y0)+8
Daher |:aus ~ FaUSO +C\/E('A\/ o ’A\/O)+C'A\/Oﬁ(h_ho)

Also AF,. = Cyhy AA, +CA,O—Ah
2hs

Da AB% IAF

ein

Bedeutung des

— AB ;\A/\LOAh AF, —cﬁAA/ Vorzeichens?

dt

L ]
m l Fachgebiet l
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Linearisierung nichtlinearer Systeme

Dann

D.h.

Ag

d Ah

A,

dt

_|_

2A,h,

2,

d Ah

A,

d Ah

dt

+Ah =

Ah = AF,;, —cy/hy AA,

2./h
\/70 AI:ein _2_hO A'A\/
A, A

T ——+ Ah =k, AF,;, + Kk, AA,

dt

Fuhrungsstrecke ( AA, > Ah):

Storstrecke (AF,, — Ah):

m.

dAh

T——+Ah=k, AF,,

dt

T%+Ah =Kk, AA,

h : RegelgroRe
F. : StorgroRe

emn

A, . Stellgroe

20



Standardformulierung:

21

d
y+y k,u+Kk,z
dt
Die Antwort auf einen Einheitssprung von U: :
t 0 t<O0
y(t)=y@)+k, (1-e ") u=
1 t>0
Die Antwort auf einen Einheitssprung von Z:
ot (0 t<0
y(0) = Y@+, (1-¢ ) -
- 1 t>0
Physikalische Bedeutung:
StorgrolRe .
AF. = =z g—) Stoér-
an strecke
Stellgrérse) Regel- + Regelgré[&:
m. A AV _ strecke VY =Ah

Prozessoptimierung



Kennwerte von Strecken

dy
+ k,u
d y=

Die Sprungantwort:

y(t) = y()+k,(1-eT) mit y(0)=0, y(o)=k,

Da /(t) = k—“e_% dann y(0) = K
T T
Wenn t=T dann y(T)=k, (1-e*)=0,632k,

y(@)=k,

oooooooooooo

22
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Beispiel: Behalterkaskade

h
F- . .s
—@F I StorgroRe
12

RegelgroRe A,

StellgrolRe F_,

A2
. . dh,
Bilanzgleichungen: AIE =F,,— F», h,(0) =hy
dh
AZ d_t2 — |:12 + |:ein2 B |:aus’ h2 (O) = h20
Variablen: h,h,, F, F. (Zustandsvariablen)
F...F., (Stell- bzw. Storvariablen)

m- Parameter: A, A hyg,hy,

Prozesso ptimierung
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Beispiel: Behalterkaskade
Korrelationen:  F, =c,/h, = AF,= RiAhl’ Ah, =h, —h,
1
Fus :sz/E — AI:aus :RiAhw Ah2=h2—h20
2
dAh 1
Daher dt : — AI:einl A|:12 — AI:elnl Rl Ahl
dAhZ — A|:12 + AI:ein2 o AI:aus — iAhl + AI:ein2 o iAhZ
L 1 Rz
Also dAh, 1 1 -
dt AiR einl
A _ 1 an - toan+ 2R,
_ dt AR, AR,

Prozessoptimierung
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Standardformulierung:

Definition: X, =Ah, X,=Ah,, y=X,
U= AI:einl’ L= AI:ein2
Dann dx
AiRld_tl+ X, = Ru
AQRZ%+ X, = R X + R,z
dt 1

Physikalische Bedeutung:

Storgroie | Stor-
z=AF,, ————»| strecke
(Behalter 2)
Stellgroke | Regel- Regel- + Regelgréie
>»| strecke 1 —>| strecke 2 >
u=AF,, | (Behélter1) |x = Ap | (Behalter 2) x,=Ah,, y=x,

m I Fachgebiet I
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Sprungantwort: %

71%+ X, =ku,  x(0)=0
dt
rz%+x2 =K,X;, %, (0)=0

_t _t
dann Xz(t): y(t) = kp(l_ & e "+ 2 € 72]1 kP :klkz

11— 1, 1 =1
mit y(0)=0, y()=Kk,
_t ot
y(t) = kp L_ f e " (— ij + f2 e " (— ijj
T, — T, T,) T,—-7T, T,

Ko .

P —__ P (g7 _g@ "
&b‘ 2'1—2'2( )

Prozessoptimierung



Sprungantwort: 27

kP ““““ /
vty )t ——————————
- > ¢

k e A N |
Am Wendepunkt: y(tw) — P e & (_ _j —e " [_ _] -0
=7 (41 &

Es folgt T

| t, = n
. T2 _ Tl Tl rgzac§§56b?etierun




Beispiel: Elektrischer Schwingkreis

iy =W )
o—>F——\AAN +—o
R L
u(t)l uC(t)l::C ly(t)
Bilanzgleichung: U=u_ +Ug +U:
di . du
it u =L—, u,=Ri, i=C—=
m dt’ dt
Parameter: L,R,C
di d‘u
| u =L—=LC—=
Well ” e
2
LC d“u, du. U = U
dt® dt

m.

Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung!

28
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Beispiel: Elektropneumatischer Wandler 29
7}

| Die Antriebskraft: F = Au

A

Die Gegenkrafte: F, =BX
| — U F,=CX

= — F, =mX
C Vo~ o
Die Bilanz:

MX+Cx+Bx=AuU

Esgilt Y _Y |
|

I I I
Dah m—y+C—v+B—v=AuU
aher Uy Uy Uy

m. C. UA  Eine Differentialgleichung
Daher Ey+gy+y=—u

h’ | B zweiter Ordnung!

Prozessoptimierung



Beispiel: Ein Mischungsprozess 30

Waschmittel Das Volumen bleibt konstant:

StellgroRe F=F+F,
F, G Die Komponentenbilanz:
l . > FC V——FC +|§Z/—FC
Wasser RegelgroRe
Iy, —% =FC, —-FC
StorgroRe =FC,-(F+F,)C
Linearisierung der Gleichung:
v dﬁ—tc — C,AF, — (AF, + AF,)C, — (F,0 + F,, JAC
dAC

Dann  V—+(F, + F,,)AC = C,AF, — (AF, + AF,)C,

m. dt



Beispiel: Ein Mischungsprozess 31

Waschmittel Die Zeitverschiebung:
Stellgrol3e

I
Fy T, =— Totzeit!
I, G v
] — Also
e 0 T
Wasser RegelgroRe t<ti
AF (1) =

B — 10 {AFu(t—Tt) t>T,

StorgrolRe

Die linearisierte Gleichung:

V. dAC oo Ci=Cy G
|:10 + |:20 dt |:10 + |:20 |:10 + |:20

AF,

T dA—C_l_ AC — kuAFl + kZAFZ — kuAFU (t _Tt) + kZAFZ

D. h.
é‘b‘ dt

Prozesso ptimierung



Beispiel: Ein Mischungsprozess 32

00 .
....t’ Waschmittel

0 t<T,

AR = {AFU (t-T) t>T,

[
ﬁ E C A
Wasser RegelgroRe
f —N AF, AF,
Storgrolie !
T,

Grafische Darstellung:

NG V Die Totzeit macht
U die Regelung

/ instabil!
6‘&' 1 T > 1

Prozesso ptimierung




Beispiel: Fullstand eines Behalters 33

F- .
- ,I, RegelgroRe: h
h StellgroRe: F,
_’@_’ b StorgroRe:  Fen
A

. . dh
Bilanzgleichung: AE =F, —F,., h()=h,

o _ d Ah
Die Anderung am Arbeitspunkt: AT = AF,, —AF,,, Ah(0)=0

u=AF,,.: Aﬂ:z—u, y(0)=0

mit y=Ah, z=AF, aus dt

in?
Bei einem Sprung des Eingangsstrom:

0, t<0

m.d.h. Z=AFein={1 50 u=AF,, =0

Prozessoptimierung



Beispiel: Fullstand eines Behalters

Dann dy =7,
dt

Z
also dyzxdt = jdy:—

1t
y

Grafische Darstellung:

A

y(0)=0

> 1

1
zd t)=—t
r = y() y

34

~,

Es zeigt ein Integrationsverhalten. Das System muss stabilisiert werden!

m.

I Fachgebiet I
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Beispiel: Reaktor mit exothermer Reaktion 35
F 0,

Energiebilanz:

dé

5, 0, CPP\/Ez FCop(0: —0)—Qu + Qg

wobei .
Qgr =1V =kye RV

E

dé

Daher CppV T FCop(6r —60) —Qy +koe ROV
E
VAo, QK
F dt CopF CppF
E
also Tld—(9+9:0F —k,Q,, +kge R

dt

m. Der Prozess ist nichtlinear! PPFaCh'!eb@

Prozesso ptimierung



Beispiel: Reaktor mit exothermer Reaktion

Linearisierung am Arbeitspunkt:

dAG E
Tl?—FAH - AHF _kuAQM + kR RHOZ e RQOAAQ
A ~
Damit Tldd—te+(1—kR)A¢9=A¢9F -k, ,AQ,,

~

Normalerweise  k, >>1

D. h. Tld%t@—ERAeerF —k,AQ,,
D.h L9800 gL ag —Xng,
k. dt K. K.
~ dAG ~
T, —2—AO=k,A0: —k AQ,

Wie verhalt sich die

36

m. dt Temperatur?

Prozessoptimierung



Typische Prozessdarstellungen (Strecken): 37

dy
PT,: + k,u+Kk,z
1 dt y=
. _ dy
PT,T, (mit Totzeit): d —+y=Kku(t-T,)+k,z
| d’y dy
PT,: T1T2F+(T1+T2)E+y:kuu+kzz
. -~ d®y dy
PT,T, (mit Totzeit): T1T2F+(T1 +T2)E+ y=k,u(t-T,)+k,z
| ﬂ:kuu+kzz
dt
. "~ dy
IT, (Mit Totzeit): —=k,u(t-T,)+k,z

l Fachgebiet l
rozessoptimierun



Allgemeine Darstellung: 38

dny dn—ly dy
+a +.--+a ,—+av=ku+k.z
dtn 1 dtn—l n-1 dt ny u Z
Die Sprungantwort: A

> [

Sehr haufig wird eine Strecke approximiert mit PT,+Totzeit:

d
PT,T, (mit Totzeit): T dy +y=ku(t-T,)+k,z

I Fachgebiet I
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