Regelungs- und Systemtechnik 1

Kapitel 3: Laplace-Transformation

Prof. Dr.-Ing. habil. Pu Li
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Problemdarstellung:

. .

H > ﬂ) Prozess L@) T/\

h A, if\/\,

n n-1
d Y 1 a d y+---+an_1d—y+any:kuu

dt" T dt"™? dt

A

Die Eigenschaften des Systems sind schwer zu analysieren!

Man mochte die Differentialgleichung in eine algebraische Gleichung
umwandeln.
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Laplace-Transformation typischer Funktionen 3

: ‘- Differential-

Zeitbereich: u(?) l > gleichung T > W(7)
Laplace- Riick- _
Transformation transformation

Frequenzbereich:  U(s) J’ > z::‘i';ti':?""gs' T > Y(s)

Definition: F(s) = L{f (t)}:j. f (t)e"'dt

0
mit £ (t) = 0 t<0 S i
7% o o TTOTIE
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Laplace-Transformation typischer Funktionen

0 t<0
Einheitssprung: f(t) =o(t) =
prung (t) = a(t) {1 50
F(s)=Lio()}=[e™dt= L 1
0 S o S

Rampenfunktion: f(t)=t

M T 1 A .
F(s)=[te™dt=[ (- )de™ =——|te™| —[e™dt|==
0 y O S I 0 ) _ .
Exponentialfunktion: f(t) = pat
F(s) = je‘ate‘Stdt = je_(SJ“a)tdt N G I
0 0 S+a , S+a

m Fachgebiet
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Laplace-Transformation typischer Funktionen

1/ 0<t<
Impulsfunktion: f(t)=5(t):lirr3 r, r :{ ‘ ¢

¢ 0 sonst
also o(t)=0 fur t=0
und [s(t)dt =tim [ Zdt =1
b &—0 S E
]’;:A S(t)lk
1/¢ 1 A
e > 1 "1

F(s)=L{5(t)} = T5(t)e‘3tdt _tim [ Lestdt =1

- S0y 8
m O Fachgebiet
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Laplace-Transformation typischer Operatoren

Differential:

{ df
dt

} j(iﬂjS%n._T e df =

0

f (t)e‘St

=—f(0)+ sT f (t)e™'dt =sF(s)— f (0)

Integral:

jfax s)eSdt

L{_:[ f (z)dz} = O_f@ f (z)dz]e‘“dt = —%Iu f (z)dzjde t

m.

U f (z)dz]e“

=2 [t e dt=_F(s)
S S S

o0

0

- j f (t)e dt
0
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Eigenschaften der Laplace-Transformation

Zeitverschiebung (Totzeit):

L{f (t —r)}:]o f(t—r)edt= e‘fS]o ft—r)e " d(t-7)
= e‘”T f(w)e’dw=e""F(s)

Uberlagerung: Lia f (t)+a,f,(t)}=aF,(s)+a,F,(s)
Achtung:  L{f,(®) f,(t)}= F(s)F,(s)

Ahnlichkeit:  L{f (at)}= j f(at)e‘Stdt:% j f (at)e*®"2d(at)
0 0

= 1]0 f (w)e"'*dew = ET f (a))e_@wda) 1S
a

(h, 29 a9 4 & o150
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Laplace-Transformation typischer Funktionen

f(t) F(s) f(t) F(s)
o (1) 1 sin ot @
S ST +w
t iz cos ot >
S S t+w
t" n e * sin ot @
gl (s+a)” +o°
—at 1 —at S
e e * cos at ——
s+a (s+a)’ +w
—at a
1-e s(s + a) i '
& $X () - X(0) d”x 52X (s) - $x(0) - X(0)
dt dt’
Laplace-Transformation: f(t)—> F(s) |F(s)=L{f(t)]
Inverse Laplace-Transformation: F(s) — f(t) [f(t)=L"{F(s)}

m.
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Wirkungen der Polstellen

| cosw!

f(t) F(s) p
. [0
sin ot 4
s? + w? +Jo
S
coSs it + i
s? + w? +lo
. w -
e sinwt —a+i
(s+a)’ + o’ az]o JO
A
e * cos wt s+2a > -at jo ,
(s+a)’ +w sin wf
1
t 7 |
' e “sinot X
t" n e sinwi
Sn+1 X
1
—at
e s+a —at e”
e
:|__e_at a x x >< ) G
s(s+a)
X e cosot
e *cosof X
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Eigenschaften der Laplace-Transformation

10

Satz vom Anfangswert: f (0)

da

Well

Beispiel:

m.

df df ), s
L{E} !(dtj dt = sF(s) — f (0)

lim w(%)e“dt =lim [sF(s) - f(0)]

S—

lim (ije“ =0
S—® dt

f(0) = !Lrg SF(s)

1
s(s+1)(s+2)

F(s) =

1
f(0) = lim sF(s) = lim =0
(0) () s> (S +1)(s + 2)




Eigenschaften der Laplace-Transformation

Satz vom Endwert: f (=)

da {df } T(df j e 'dt = sF(s) - f (0)
df

lim (—je“dt = lim [sF(s) - f(0)]

s—0 dt

Weil Iimw(%je“dt - Ofdf =f (o) - £ (0) = lim sF () - f (0)

s—0

f (o0) = lim sF (s)

1

Beispiel: F(s) = s(s+1)(s+2)

1 1

00 —IlmsF s) =lim -
7 1) = D62 2



Inverse Laplace-Transformation 12

F(s) - f() = f(t)=LF(s)}
Umformung der Funktion zu elementaren Funktionen:
F(s)=F.(s)+ Fy(s) +---+ F,(s)

damit

f(t) = LHF(s)} = LHR () + LR, (5)}+---+ LR, (5)}
= (t)+ f,(t)+---+ f_(t)

Fur die Funktion (m<n)

bs" +bs"t +---+b_s+b  Z(s)
F(S) = n n-1 =
s'+as +---+a,,S+a N(s)

M N(S) = (545)(5+5,) (s +5)

L ]
m I Fachgebiet I
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Inverse Laplace-Transformation

N(s)=(s+s,)(s+S,)--(s+s,)=0 = p, =-S5, K

dann F(S) _ Zn: Cy

k=1 K

k=1

- S+3
Beispiel 1: F(s) = s +1)JES 72) p,=-1 p,=-2

F(s) = A N B (A+B)s+(2A+B)
s+l s+2 (s+1)(s+2)

A+B=1 2A+B=3 = A=2 B=-1

(A paher  f(t)=2e" —e?

13

I Fachgebiet I
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Inverse Laplace-Transformation 1

1
N (s+2)(s* +2s+2)

Beispiel 2: F(s) pp=-2, Pyz=-1% J

A, Bs+C ~ (A+B)s*+(2A+2B+C)s+2(A+C)

F(s) =

S+2 s2+25+2 (s+2)(s* +2s+2)
1 1
A+B=0, 2A+2B+C=0, 2A+2C=1 = A=§,B=—§,C:O

) F(s)—l( 1 S j_l 1 S
baher 2\s+2 $7+25+2) 2\s+2 (s+1)7+1

J1(1 s+1-1)_ 11 s+l 1
2\s+2 (s+D°+1) 2\s+2 (s+D°+1 (s+1°+1

dann f(t) :%(e‘2t —e'cost+e™ sint)
&b' II



Inverse Laplace-Transformation

- 1
(s +2)(s+1)?

Beispiel 3:  F(s) p,=-2, P,;=-1

A, _Bs+C _ (A+B)s*+(2A+2B+C)s+(A+2C)

F(s) = 2 = 2
S+2 s +2s5+1 (s+2)(s” +2s+1)

A+B=0 2A+2B+C =0, A+2C=1 = A=1B=-1,C=0

1 S 1 s
S+2 S°+2s+1 s+2 (s+1)°

Daher F (S) _

1 s+l 1 11
s+2 (s+1)° s+2 (s+1) (s+1)°

dann f(t)=e' —e " +te”"

m I Fachgebiet I
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LOosung linearer Differentialgleichungen

dny dn—ly dy

+a +---+a, ,—+a y=1z(1
dtn 1 dtn—l n-1 dt ny ()
Laplace-Transformation:
Z(s) 4 Z(s)
N Y =/ Y = — =L <—2=
(S)Y(s)=2(s) = Y(s) N(S) = y(t) {N(S)}
. d’y _dy _ .
Beispiel: +5-2+6y=¢", 0)=v(0)=0
s o oY y(0) = y(0)
Laplace-Transformation: (52 + 55 + 6)Y (5) — Ll
S+

1 1 A B C

Y(s)= > = = + +
(s+1)(s“+55+6) (s+D(s+2)(s+3) s+1 s+2 s+3

(o Daher  y(t) = Ae™' + Be ™ +Ce™

Prozessoptimierun
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17

Ubertragungsfunktion

Zeitbereich:

Frequenzbereich:

Ausgang:

Ubertragungsfunktion:

m.

u(?) Differential- y(®)
) gleichung

v

U(s) | Ubertragungs-
> funktion G(s)

Y(s)

Y(s) =G(s)U(s)

I Fachgebiet I

Prozessoptimierung



Ubertragungsfunktion elementarer Glieder 18

P-Glied (Proportional-Glied):  y(t) = K, u(t)

Y (s)

= =K

YE=KU() = G ==K

&) K, —Y(S)) Sprungantwort?
t

-Glied (Integrierglied): y(t) =K, Iu(f)df

0

ve)=Kue) = 6e=E_K

S U(s) s

Us) | k | Y

—> L > Sprungantwort?

Prozessoptimierung




Ubertragungsfunktion elementarer Glieder

D-Glied (Differenzierglied): y(t) =K, Cdl_u’ u(0)=0
t

Y(S)=KgsU(s) = G()_ﬂ KpS
U(s)

U(s) Y(s)
— | K5 —> Sprungantwort?

PT,-Glied (Verzdogerungs-, T, d_+ y(t)=Kpu, y(0)=0

Tragheitsglied): Lt
Y (s) Ko
T.sY(s)+Y(s)=K,U(S G(s) = —
SY(S)+Y(8) =K U(s) = &=0s) Ts+1
Y
&) K (Sl Sprungantwort?
Tis+ 1

m.



Ubertragungsfunktion elementarer Glieder
t

Die Sprungantwort:  y(t)=Kp(1—e ™)

mit y(0)=0, y(o)=Kp

, K
Da O dann y(0)=—%
1

Wenn t=T, dann  y(T,)=K,(1-e7)=0,632K,

>

20



Ubertragungsfunktion elementarer Glieder 21

PT,T, (Verzogerung + Totzeit):

T y(®) =Keut-T), y(0)=0 G(s)= YO _Kee™
dt U(s) Ts+1

Die Parameter:
Kp: Verstarkung

Us) | gt | 1)
T,:  Tragheitszeitkonstante > i >
T : . Iis+1
t Totzelt
Die Sprungantwort:
A NW0)=K,

ﬁ) 632%K;
>

|
|
|
: L ]
I Fachgebiet I
Pro.

zessoptimierung



Ubertragungsfunktion elementarer Glieder 2

PT,T-Glied: U(s) K.e ™ Y(s)
> >
(s + NTps+ 1)
PT,;-Glied (z.B. Behalterkaskade):
U(s) ENEOY N i 1)
i T;s+1 T;s+1 Tis+1 g
A1. Ordnung A

2. Ordnung




Ubertragungsfunktion allgemeiner Systeme:

n n-1
dy d LI AT +an1dy+any=kuu+kzz

n T a n-1
dt dt" dt

Die Eigenschaften des Systems sind schwer zu analysieren!

Man mochte die Differentialgleichung in eine algebraische Gleichung
umwandeln.

s"Y (s)+a,s" Y (s)+--+a ,sY(s)+aY(s)=kU(s)+k,Z(s)

v(e) - KU . k2(5)
s"+as" +---+a S+a, S"+as +---+a,_S+a,

Physikalische Bedeutung:

k

P4

Z(s) —>

s"+asT e +a, s+ a,

k ry Y(5)

u

f;é! , U(s)— g+ as” '+ +a, s+a,

23

I Fachgebiet I
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Blockschaltbild (Strukturbild):

U(s) Y(s)
—>»| G(s) —>
U(s X (s X, (s
Ao 2B ao ¥
Z(s) X,(5)
| GE) —l
ILS)) G(s) Xl(s))o + >
Y(s)
Yi
U(S)_>o S Ge) (s)
TZ (s)

—

—

24

Y (s) =G(s)U(s)

Y (5) = G,(5)G, (S)U ()

Y(8) =Gy (s)U (s) +G,(s)Z(s)

Y(s)=G(s)[U(s)-Z(s)]



Blockschaltbild: 25

Uuta, Y= U+A-B U i Y=U+A-B
>O—2 -8 > >
< _ 1
B A
Y=GU-B U U-B/G Y=GU-B
U e o Lol S
) — T B/G
b ———1/G [<— B
U U-B Y=G(U-B) GU Y=G(U-B)
5 G ——> U—> ¢ >(O—>
' = 1
B GB
B —>» @G
GU
U—) G U > U —T"™ G >
 GU | GU
—> G [—>

L ]
m I Fachgebiet I
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Dynamik eines Behalters:

26

l Bilanzgleichungen:
; dh
X> F A—=F. —-F h(0) = h,

E ein aus ?

1
dah o H(s) = —[F. (s)—F
A= == ARy, —AF, = (8) = 2= [Fn (8) = Fuus ()]

W= = Fu®-2HE)
E) —o0— 4 > H() H (s) R
Fas8) i =  F.(s) RAs+1
R [

ﬁb‘ Negative Ruckflihrung!

Prozesso ptimierung



Blockschaltbild: 27

W) —o3 Gs) > Y (s)

X5(8) ‘
H(s) [«—

Wie lautet die Ubertragungsfunktion zwischen W und Y?

X (s) =W(s) - X,(s) X()‘ég
Y (s) = G(s) X,(s) — X, (s) = H(S)Y (5)
X5(8) = H ()Y (s) ) _wis)—H(s)Y (s)
Daher o
Y(s) 1 _
& " H(s)Y (s)=W(s) = {G(S) +H (S)}Y (5) =W(s)

1+G(s)H(s)}Y(S)_W(S) _ Y __ Gy

7 { G(s) - W(s) 1+G(s)H(s)



Blockschaltbild:

W)

G(s)

Y(s)
>

H(s)

<

G(s)

Y(s)
>

H(s)

G(s)

Y(s)

H(s)

G(s)

Y (s)
>

H(s)

Y (s)

28

G(s)

W(s) 1+G(s)H(s)

Y(s) _

G(s)

W(s) 1-G(s)H(s)

Wl G |—)
+T J
1 H)
"o, 291G PHE) ey




Blockschaltbild:

W (s) —0—>| G(8) >O0——> Y (s)

L H(s) [«—

) Y(s)  G(s)

Wenn Z(s) = 0 W(s) 1+G(s)H(s)
e _,

Wenn W(s) =0 Z(s)

Z(s) Y (s)

>0 > Y(s) _ 1
/L J = Z(s) 1+G(s)H(s)
G(5) [« H(s)

m.

29



Beispiel: Temperatur im Gewachshaus 30

Qus Ubertragungsfunktion:
0(s) = ——0,(S
()Tl Qz(s)+ 1+1 A(S)
Regelgrofie 0 0 ™~ Fihrungsstrecke:
Zu
K
) 0(s) =— S
Steligroiie 1‘ (s) Ts +1QZu( )
> Storstrecke:
K,
9(S)=TS 1<9A(S)
Die Gleichung durch die Anderung: .
0 (s
1,989 L A0=K,AQ,, +k, AG, A )> Z
dt Tis+1
Laplace-Transformation: 0, & +v 0(9)
> u >
ﬁi (Tls +1)0(S) — I(uQZu (S) + I(z QA (S) ES +1

Prozessoptimierung



Beispiel: Ein Mischungsprozess 31

Modellgleichung:

Tldﬁ—tc+ AC =k, AF, (t-T,) +k,AF,

Laplace-Transformation:

k
C(s)=- F (s)+———F,(s
() T,s+1 () T,s+1 2(5)

Wasser

F, —>%

k AC
F, (s z
5 (8) > Ts 1 AF. /
ke ls| + C(s) /
>
> ¢

F (s > —
,(5) e |

m I Fachgebiet I

Prozesso ptimierung




Beispiel: Reaktor mit exothermer Reaktion 32

dH
F O, Energiebilanz:  —==Qr —Qu + Qs
dé
Ey Ou CPPVE: FCp (0 —0)-Qy +Qg
wobei e
Qg =1V =k,e RV
do -
Daher CopV —=FCop(6r —0)~Qu +kee *V
E
X%ZQF _H— Qu n KoV o RO
F dt C.oF  C,oF
do _E
also TlEJrH:HF -k, Q,, +kge R

m. Der Prozess ist nichtlinear! PPFaCh'!eb@

Prozesso ptimierung



Beispiel: Reaktor mit exothermer Reaktion

Linearisierung am Arbeitspunkt:

E

dA6& E —+&a
Tl?—FAH — AHF _kuAQM + kR RHOZ e RQOAAQ
A ~
Damit Tldd—te+(1—kR)A¢9=A¢9F -k, ,AQ,,

~

Normalerweise  k, >>1

D.h. Tl%—IZRAQ:AQF —k,AQ,
Dh. L9480 L p-Lag —Xaq,
k, dt K. K.
~ dAG

T A0 =kAG, - k,AQ,,

Wie verhalt sich die
Temperatur?

33

I Fachgebiet I
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Beispiel: Reaktor mit exothermer Reaktion 34

F 0,

R

Fy GM_ e
§ ol

N—

FUhrungsstrecke:

~

0(s) =— L
T,S—

Storstrecke:

0(s) = K,

73 B

Qu (S)

1

O (3)

Die linearisierte Modellgleichung:

TZ%Q—A@ =k, A0 —k,AQ,,

Laplace-Transformation:

(T,s—1)8(s) = k, ¢ (5) —k,Qu (5)

A©O
_AQM
AB,
>

I Fachgebiet I

Prozessoptimierung




Beispiel: Reaktor mit exothermer Reaktion 35

F 0. Laplace-Transformation:
(T;s—1)O(s) =K, 0 (s) —k,Qu (8)
und zwar

0(s) = —k,0¢ (s) + k,Q,, (s) + T,56(s)

Blockschaltbild: 0 (5)

06 — ! 0 (s)
>0 >

m, Positive Rickfihrung!



Beispiel: Behalterkaskade (1)

T .
Bilanzgleich - ah, _
ge|C Ungen. Ai dt |:elnl |:12’ h1(0)—h10

AZ T 12 + |:e|n2 |:aus’ h2 (O) = h20
Das linearisierte Modell: | dAh, 1 1 =

dt AiR A1 einl

dah, _ 1 Ahl——l Ah, + = AF,,
i dt AR ' AR, ° A

36
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Beispiel: Behalterkaskade (1) >

AR, dX1 +x1 Ru _ AR SX (S)+ X, (s)=RU(s)
_R
AR, %+ X, = &X1+R22 AR X2 (8) + X3(s) = R, X1(8) +R,Z(s)
Ry
dann
R R R
X (s)=—==2—U(s), X,(s)= ’ X () +——=—2—2Z(s
)= 3ot X =g MO AR 12O
Physikalische Bedeutung:
Storgrofde R,
A —— ARs+1
0 Regelgré i
Stellgrol'se) R q R + egelgro :
U(s) ARs+1 | x(5) |[R(ARsH]) X,(5)

1 2
/ L ]
Fachgebiet
Prozesso un



Beispiel: Behalterkaskade (2)

¥

einl

Bilanzgleichungen:

Das linearisierte Modell:

Voo
.

Al

38
Fon
h, w[
—X I,
k, 4,
dh
Aid_'[l — Feinl - F12’ hl(o) — h10
dh
AZ d_t2 — |:12 + |:ein2 o |:aus’ h2 (O) — h20
dAh
Al dt ~ = AI:einl o A|:12
AZ dﬁ[]z — A|:12 + AI:ein2 o AI:aus
AF,, - by =,
1
A=

Prozesso ptimierung



Beispiel: Behalterkaskade (2) >

dAh _ Y e e
Ai dt L — AFeinl — AFlZ Hl(s) Als [Felnl (S) I:12 (S)]
1 _
A2 dAhZ — A|:12 + AI:ein2 _ AI:aus HZ(S) — E _F12 (S) + Feinz(s) - |:aus (S)]
t Ah, — Ah — 1
AFlz = - : F12 (S) = _Hl(s) —H 2 (S)]
Rl Rl
Ah2 1
- F _ " H
AI:aus R2 aus (S) R2 2 (S)
Blockschaltbilder:
F,,(5)
F(s) 1 | H(s) E.(5) l 1 | H(s)
>0 > —— —> r2®) >» — >
- As - A A,s
TFIZ(S) F.(s)
H(s) 1 | £ H) [ 1 ] 1)
o & & [

m. THZ(S)
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Beispiel: Behalterkaskade (2)

Blockschaltbhilder:

Fa'ri2(s)
Fu® [T HE) o Y T H)
> 4s > O—> >
1 i (e
H(s) T | 50
R Hs) [T ] Ful®
Hy(s) R, >
Das Gesamtsystem:
l%) Faal)

Ea® [T QY- [T ]56) T
>0—> 4 >o—> & >O0—>0—>
TFQ(s) T ;

)
l€

m.




Beispiel: Behalterkaskade (2)

41

> Hy(s)

> Hy(s)

l@(s) F,»(5)
Ea® [T HO¥- [T 6 i
>O—> As >O0—> R —>0—> A—Zg
F,(s)
T TFM(S) 1
1€
R,
As |«
F0(s)
Foa(s) ¥ - L H(s) i EZ(S))% 1
>0 —)C > As R, —tO A_zs'
I, (s)
FE (s) T
<
R,
F.(5)
F.(5) 1 F,(5) % Rz
>0 > > >
s T AR s+ 1 ARst1
42 sl

> Hy(s)
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