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Kapitel 2: Lineare Optimierung
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Lineare Algebra (Mathematische Grundlagen)

Beispiel: Produktionsplanung

Produkttyp: P P

Preis: 10
Energiekosten: 4
Arbeitskosten: 3

Produktmenge: x; 9

Mittel fir Energie: 12 T€
Mittel fir Arbeit: 10 T€

Problemformulierung:

(€/kg)
(€/kg)
(€/kg)

(t)

Gesamtdeckungsbeitrag: f (21, T2, 3, 24) = 102y + 629 + 1223 + 814

Einsatz an Produktionsmitteln:

451?1 -+ 335’2 + 8383 + 23’}4 < 12
3:131 -+ 433’2 + T3 + 12:}?4 < 10

m.

I Fachgebiet I

Prozessoptimierung



Vektor im n-dimensionalen Raum:

Transponierter Vektor:

mxn-Matrix mit Elementen a;;:

Transponierte Matrix:
J-te Spalte der Matrix A:
I-te Zeile der Matrix A:

Skalarmultiplikation eines Vektors:

Inneres Produkt zweier Vektoren:

Produkt einer Matrix mit einem Vektor:

m.

X =
Ly
x! = [:{:1, s II.-'n_]
A — [a’.?_}] i=1,m
J=1n
T
A — [ajl :|i=1,m
j=1,n
a.j
7
a,
By
I,SX =
_ﬂl‘n_
T
clx = Ci T
1=1
D e e
alo alox
Ax = X = '

Ar
a’l’?’c‘. L] a-m.i X_ Fachgebiet
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oder Ax = [aol c e a-on} = T18e] T *** T TpAen

T2
Lineare Kombination: Yy — Z'18e1 + " "+ Ly Aen — S 1T T

1=1

Lineare Unabhéngigkeit:z Tide =0 < 2, =0 foralle:1=1,n
t=1

Rang einer Matrix: o. = Maximalzahl linear unabhangiger Spalten
B = Maximalzahl linear unabhangiger Zeilen
y =min(a, B)

Basis im n-dimensionalen Raum:

Ein Vektorsystem mit n-unabhangigen Vektoren (21 - - Qe;)

ISt eine Basis.

Koordinatendarstellung eines Vektors: |

(3.1 AR am)sei eine Basis, dann X = Z T i

m' (-‘1'-1 v -T'n.) sind die Koordinaten. =
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LOosung eines linearen Gleichungssystems

n Variablen n Gleichungen: Ax=Db .

L1
AX = (4 -+ Aen| | T | = @80 + -+ + 2paen
_a{:”_
wenn (a.1 AR a.n) eine Basis bildet, kbnnen die Koordinaten (:r1 o :r-n_)
gelost werden, d. h. A ist invertierbar: T |
x=]:i| = A 'b
_I'“’_

wobei A ! die inverse Matrix ist und
A'A = AA ! =1 (Einheitsmatrix)

Geometrische Bedeutung:

n nichtparallele Flachen (unabhéangige lineare Gleichungen) treffen sich
Im n-dimensionalen Raum an einem Punkt (Kreuzung). Es gibt keine
Freiheit, d. h. es gibt nur eine L6sung, keine Optimierungsmdaglichkeit.

h’ Freiheitsgrad = Ny, — Ng =0
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Beispiel: Ein System mit 3 Variablen
Fall | !

a1 + a122 + a13x3 = by
(911 + A99To + A93L3 = by
a31%1 + AsaTe + a3sr3 = b3
1 2 0: o 2 0 s =0

x= |z =A"'b

m I Fachgebiet I
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Fall Il

a1 + a122 + a13x3 = by

A1 L1 + A92T9 + A93L3 = hg

1 2 0: o 2 0 s =0

Die L6sung kann beliebig auf der
Geraden liegen.

Das Ende der Geraden:

3.’:1:0 552:0 g =

) il ‘ —1 3 1
ol Q12 A13 bi| |z |41 axs bi| |21 | G11 Q12 by
T3 Qoo 93 by| |3 (91 23 bo | |9 o1 Q9o b

m I Fachgebiet I
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Ax
Eall 1l ’

a1171 + a1222 + a13T3 = by

:1{3120: IQEO: :I:3:_}0

- . e et ) e D g N () S o o )
Die Losung kann beliebig auf der Xg
Flache liegen.

. »
Die Eckpunkte der Flache: X1

bl bl bl

a13 12 a1

m I Fachgebiet I
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Das Mischungsproblem

$1(a11 asy . . . aml) C1

— x>

513'2(&12 a2 - - 'am2) 5

— X

In(an Aop = * - afmn) Cn m

2(by by byn)

Z; : Feedstrom (kg/h)
ai; : Konzentration des Feedstroms (kg/kg)
b; : Spezifikation des Produktstroms
C; . Preis des Stroms (€/kg)
7 ¢+ Index der Komponenten

7 ¢ Index der Strome

h I Fachgebiet I
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Strom Konzentration (kg/kg) Kosten (€/kg)

1 110271 * * * Ay C1
2 A120a22 * * = Am?2 Co
ﬁ} (Ir].ff;a'lg’rl- v a"r_ﬂ,'?’], F*n}

Produktspezifikation: b1 bs - - - by,

Frage: Wie grof3 soll jeder Strom Z; sein, damit die Kosten fur 1 kg
Produkt minimal sind?

Kosten: min f(X) = cixy + coxo + -+ + Ty
X

Komponentenbilanz:

@111 + 0122 + - - + Q1 Ty = D17
Beschrankung der

G21T1 + A22T3 + + + + + Aon Ty, = box _
Variablen:

L1y L2y 4, Iy > 0

Am11 + Am2L9 S Amnln = bTrLCC
‘ ;i ’. Fachgebiet
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Lineare Programmierung
Standardform eines linearen Programmierungsproblems:

min f(X) = C1Z1 + C2T2 + ** =+ CpTp
X

mit; a11T1 + a12T2 + -+ - + ATy = b'l

91L1 + Qoo + « -+ + Aopxy, = b

i1 L1+ G & + 7 7 ¢+ QT = bm

Tis Tos 5575 - W 2> 0

. T
Variablen: x = [z1Z2- - Tn]

Gleichungen: a;121 + G2 + - - - + Ainxy, = b;

_ T a1 A2 -t Ayp
Parameter: c= [(‘:1 Co - - -ti‘n] oy flgg = a;
A= "

5
b= |b;by---b
[ Ehl m] _afml Ama """ afmn_

h I Fachgebiet I
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Standardisierung eines nicht standardisierten 12
Problems:

« Wenn Maximierung der Zielfunktion: max f(x)
x

dann mazx f(x) = min[— f(x)]
x X
« Wenn Z; < 0, dann setzt man einfach: »L: = —g; =
bzw. T; = —.I,; <0

Wenn Z; unbeschrankt, dann Einfihrung zweier neuer Schlupfvariablen:

x; 20,2, >0 damit Xy = X5 — T

Wenn ;11 + A;0%o + - -+ + @inZy, < b; vorhanden,

auch Einfuhrung einer Schlupfvariablen: T'y41 = 0,
damit a;1x1 + @02 + - - - + QinZTp + Tny1 = b;

Wenn a1 &1 + Qpx9 + - - - + G, > b; vorhanden,

auch Einfuhrung einer Schlupfvariablen: T'p41 = 0,

damit @;1X1 + QT2 + - - -+ A&y — Tpy1 = b;

I Fachgebiet I
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Beispiel:
mar [—x + 273 — 373]
mit Ty +xo+x3 <7 (1)

—
o
—

T1 — Tg+ 23 > 2
3ry — xy — 223 = =5 (3)
120, 2, 20

o Zielfunktion:

min |[—f(x)] =maz f(x)

d. h X o
min [y — 2xs + 313
X
 Variablen:

zwei neue Variablen x4 > 0, x5 > 0 fur x3:

Iy = Ty — Ty

die in die Zielfunktion und Nebenbedingungen eingesetzt

ﬁ‘i! werden.
Fachgebiet
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14
 Nebenbedingungen:

eine Variable xg = O fur (1): T1+xo+Ta+x6 =7

eine Variable 7 = 0 fir (2): i — T+ Tz — Ty = 2

beide Seiten von (3) mit =1 multiplizieren: —3x1 + T2 + 213 = 9
Das Problem in Standardform:

min [3?1 — 229 + 324 — 3336]
x

mit x14+axo4+z4—25+36 =7
T1— Ty + 24 —Ts5 —x7 = 2
— 31+ 29+ 224 — 225 = 5
x1 20, 20 20, x4 20,
x5 >0, 26 >0, 27 >0

m I Fachgebiet I
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Beispiel: Produktionsplanung eines Betriebes: 15

R (kg)

Verhaltnis:
P (kg)

Ry : 300 kg 1 P :x kg
P = = = >
R2400kg /’3—\
¢ N
= N ]
1 --..,,:\
]%3.2501%9»__“_-_.___\:,_\.'.5 Pg.ﬂjgkg'
1 100€/kg

Frage: Wieviel P, und P, sollen hergestellt werden, damit man
den maximalen Profit erhalten kann?

Problemformulierung:

max  f(x1, x2) = maz [50z; + 100x3)

mit

By L2 i: 300

211?1 + X9 = 400

5 L 200
2y =0, g5 =0

I Fachgebiet I
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Grafische Darstellung: Produktionsplanung 1o

500

450 -

Losung (Punkt D).

221+ 22 =400 z1 = 50, @3 = 250

X2 To = 250

100 150 200 250 300 350 400

.
h I Fachgebiet I
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Probleme mit Gleichungen und Ungleichungen o

min  [c!x + clu] _
u X — Zustandsvariablen
mit A;x+ Byu=Db, (abhéngige Variablen)
Aox + Bou > by u - Steuervariablen

unabhangige Variablen
e Sulf. 3D ( gig )

Achtung: Die Anzahl der abhangigen Variablen ist immer gleich der
Anzahl der Gleichungen, daher x = Al—l(bl — Biu)

Das Problem ist nun:
min [c] A7'b; + (c3 — ¢ AT'Bj)u]

mit A;'(b; —Bju) >0
A2x+B2u = bg
u>20

Es gibt nur Ungleichungsnebenbedingungen.
Die Nebenbedingungen bilden im Raum der unabhéangigen

Variablen einen zulassigen Bereich.

Prozessoptimierung



Darstellung des zulassigen Bereiches aus den 18
folgenden Ungleichungen:

1+ 2+ 23 < 4
3Ty + 23 <6
T <2
77 A
&y = O, 25 2 Qoayg 20

T1+ T2+ 24=4

)

h I Fachgebiet I
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Losungsmethoden der linearen 9

Programmierungsprobleme
Graphisches Verfahren fur zwel Variablen

In der 1 =9 —Ebene:

* Die Nebenbedingungen bilden einen zulassigen Bereich,
iIn dem die Losung gefunden werden soll.

* Die Zielfunktion kann durch Niveaulinien dargestellt
werden.

* Die L6sung befindet sich an der Grenze/am Rand des
zulassigen Bereiches.

» Es gibt vier Falle der optimalen Losungen:

1. eine einzige LOsung;
. zahllose Losungen;

2
3. Losungen im Unendlichen;
4

. keine LOsung,.
Fachgebiet
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Beispiel: Optimierung eines Kolonnensystems
F3 F4

C3 T
F g g Betriebskosten:
o % g ch fir jede Kolonne 1,25 €/kg Feed
FQ F5
Cs
Kolonne I:
F1§2000 kg/d F2:0,6F1 F3:0,4F1
Kolonne II: P r
200 < Fy <400kg/d 0,5<-2<0,7 0,3<-2<0,5
— 68 €/k B b
Ca= J ¢s = 42 €/kg

Ziel der Optimierung: Maximierung des Profits mit den

ﬁi! . optimalen Variablen Fy, Fy, F3, Fy, I3

Prozessoptimierung



Optimierungsproblem:

max {Pr0f|t(F1 E5, Fy, Fy, FE,)

FJ_'“,FE,

= c3F3 + c4Fy + s F5 — o1 Fy — 1 Fi — o Fa |

Nebenbedingungen:

e Massenbilanzen:

* Beschrankungen der Variablen:

m.

By = g + By + &5
Fo =0,6 Fy
F3=0,4 F

Fy = Fy + F;

F1 <2000
200 < Fy <400
Fla FQ} FE%: F4J "-D5 20

(1
(2
(3
(4

M P e e

21

* Prozessbeschrankungen:

0,0 <

Usyd <

7

<0,7

=0

I Fachgebiet I
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Analyse des Freiheitsgrades: 22

5 Variablen, 3 linear unabhangige Gleichungen
Ungleichungen haben keinen Einfluss auf den Freiheitsgrad

FG=5-3=2
d. h. das Problem kann mit einem System mit 2 Variablen umformen

F2 — F4 —|— Fr (4)

fo=Fy 4+ Fy = 0,6 F;

1
F| = 0. 6(ﬂ + F3) (5)
0,4
F3=0,4F = 0. 6(F y+ F5) (6)

Die Ungleichungen: 0,5 F; < F; < 0,7 F5
0,3F, < F5<0,5F

Das bedeutet: 0,5 Fy < Fjy: F, <0,7F,

m. 0,3 F, < F; F5 < 0,5 Fy

Prozessoptimierung



Nach der Umformung:

max
Fy, F5

mit

[30F} + 4F]

by — g 21
3F, — TF, <0
Fy + F5 <1200
200 < F,; <400
Fy 20 £520

23

Hausaufgabe: Losung des Problems mit dem grafischem Verfahren

5

I Fachgebiet I
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Losungsmethoden der linearen
Programmierungsprobleme

Simplexverfahren fir mehrere Variablen:

Im n-dimensionalen Raum:

Die Nebenbedingungen bilden ein zulassiges Polyeder, in dem die
LOsung gefunden werden soll.

Die Zielfunktion kann durch parallele Niveauflachen dargestellt
werden.

Die einzige Losung befindet sich an einem der Eckpunkte des
Polyeders.

Die Eckpunkte entsprechen den Basislosungen eines
standardisierten linearen Programmierungsproblems.

Die optimale Losung wird von einer Basisldsung zu einer
anderen Basislosung gesucht, damit die Zielfunktion reduziert

werden soll.
iR

Prozessoptimierung
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Lineare Programmierung
Standardform eines linearen Programmierungsproblems:

min f(X) = C1Z1 + C2T2 + ** =+ CpTp
X

mit; a11T1 + a12T2 + -+ - + ATy = b'l

91L1 + Qoo + « -+ + Aopxy, = b

i1 L1+ G & + 7 7 ¢+ QT = bm

Tis Tos 5575 - W 2> 0

. T
Variablen: x = [z1Z2- - Tn]

Gleichungen: a;121 + G2 + - - - + Ainxy, = b;

_ T a1 A2 -t Ayp
Parameter: c= [(‘:1 Co - - -ti‘n] oy flgg = a;
A= "

5
b= |b;by---b
[ Ehl m] _afml Ama """ afmn_

h I Fachgebiet I
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Zerlegung des Problems: #

min  [ChXp + CAXn] x 3. M Basisvariablen
TN x . N — m Nichtbasisvariablen
mit ABXB -+ ANXN =b

XB :_> 0: XN :_> 0

Achtung: viele Auswahimoglichkeiten von Xz und Xy

Well s
Xp — ABl(b S ANXN)

dann - ,
min [c5AZ'b + (ck — cLAZ A N)xN]
XN

mit Agl (b = ANXN) >0
XN 2 0
Die Ungleichungsnebenbedingungen bilden im Raum X einen
zulassigen Bereich (Polyeder). Die einzige Losung befindet sich

an einem Eckpunkt. Aber die Eckpunkte sind schwer zu identifizieren.
Daher bewertet man die Schnittpunkte durch

m Gleichungen: A (b—Ayxy)=0

;' n — m Gleichungen: xy =0
; Fachgebiet
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Im (n — m)-dimensionalen Raum braucht man (n — m) Gleichungen
(Flachen), um einen Schnittpunkt zu berechnen.

D. h. von n Gleichungen wahlt man n — m aus. Es gibt insgesamt

n!

Np =
a8 m!(n —m)!

Wahlimaoglichkeiten (Schnittpunkte).

X . m Variablen: nennt man Basisvariablen
x . N — m Variablen: nennt man Nichtbasisvariablen

Die LOsungen heil3en Basislésungen:

Wenn die Nichtbasisvariablen ausgewahlt sind, d. h. x5 = 0,
dann

XBp = A}El (b = ANXN) = A]_?’lb
und

f=cpAg'b+(cy — CBA "AN)xy = CBA 'b

Achtung: Die Basislosungen entsprechen den Schnittpunkten.

5%! . Sie sind nicht unbedingt zulassig.

Prozessoptimierung
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Definition der Basislosungen

« Das Gleichungssystem der Nebenbedingungen hat n Variablen
und m Gleichungen, n > m.

« m Variablen (Basisvariablen) werden zur L6sung genommen.
n — m Variablen werden Null gesetzt.

« Solche Ldsungen heil3en Basislosungen. Die maximale Anzahl
der Basislosung ist:

n!

Np =
o m!(n —m)!

* Das Gleichungssystem hat

1. keine LOsung, wenn n<m;
2. eine einzige Losung, wenn n =m;

3. Freiheit fur die Optimierung, wenn n > m.

m I Fachgebiet I
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Standardform des Planungsproblems:
Produktionsplanung eines Betriebes:

min  f(x) =min [—50x; — 100 x5

mit x4+ x + 23 = 300
21‘-1 + To + Ty = 400
To + x5 = 250

L1, L2, X3, Lg, L5 22 0

29

Die Nebenbedingungen: Eine Basislosung (x4 = x5 = 0):

1)
0 0 (:1:;\ 300
0 x3 | = | 400
1

3
T4 250
\os)
dann z; = 75, xy = 250, x3 = —25
d. h. die Losung ist nicht zulassig.

I 1 1
2 1 0
0 1 0

T N R
o ) =TI =
o O ==

1
0

I 300
ro | = [ 400
I3 250

I Fachgebiet I
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Anzahl der Basislosungen:

30

n! !
NE = m—m) 3G —31
Tabelle der Basislésungen: beim Fall 4:
e T [

L7 250 =25 0 0 = | = 0 0 0 |4 250
25 250 0 50 0 |27500|D

30100 200 0 0 50 |25000 C

4l 0 @ o 0 = | 40

50200 0o 100 0 250 | 1000 | B 201+, = 400
61300 0 0 —200 250 | — |—| & ..

710 250 5 150 0 |17500 | E

8| 0 400 450 0 150 — | — S

91 0 300 0 100 —-50]| — |-

0] 0 0 300 400 250 | 0 |A \50 A o

\ 1
100 150 200 250 300 350 400
X1



Das Simplex-Verfahren 31

(ein einfaches Beispiel)

min  f(x) = min [c1x1 + coxs]
xX x

mit a1z + agsxs = b

L1, L9 :2 0

eine Basislosung (o, = 0):

B b
W _(T1) _ (T _ (& (1) _.E
= ()= (5)=() redr=ag

, : . b — aswy
Die allgemeine Losung (x5 # 0): xr =
aq
b — Ao Lo
FlX) =@ + T
a
b Ao
= C1— —Cj = 2+’323—72

a1 a1

Prozessoptimierung
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32
. a2
wobei der Testwert: t=c1— — ¢
ay

« Wenn t < 0, gibt es keine Mdglichkeit, beim Tausch der Basis zu
(x1 = 0, x5 # 0) die Zielfunktion zu reduzieren.

« Wenn ¢ > 0, weil x9 > 0
f(x) = f(xy)) — tas < f(x5)

soll die Basis gewechselt werden: x1 = 0, 29 # 0

T 0 0 )
= ()= ()= (3) red-ag

=

Man kann auch wie folgt berechnen:
(2) (1 _.B
f(x5) = f(x5) -t

D. h. die Berechnung kann iterativ durch Tauschen der Basis durchgefthrt
werden. Dadurch kann der Wert der Zielfunktion verkleinert werden.

m I Fachgebiet I
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Das Simplex-Verfahren

min cl'x
x
mit Ax=Db
x>0
Beispiel: min [2x; + 6xy — Tx3 + 224 + 45

mit 4.’131 — 3.’1}2 + 8;”113 — Ty = 12
z; > 0; g=1y+,5

die Parametermatrix der Nebenbedingungen:

4 -3 8 -1 0
A_[o -1 12 -3 4]

1 )
- [4
B 0

eine Basis auswahlen:

m.

33

I Fachgebiet I
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Zum Beispiel sind die Basisvariablen:

. -332- [
= [0 = [z = [0
Y _ZI,'4_ _0_

die entsprechende Trennung der Matrix:

A=[As Ay

40 -3 8 -1
g = {0 4] A= [—1 12 —3}

aus der Nebenbedingung:

(1) :
[Az An] lxg ] = Apxy; ' =b

dann ergibt sich ftr die Basislosung:

x5 * = A

m.

34
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fir das Beispielproblem

HENERE

und
Lo = Lg = &g = 0
die Zielfunktion: .
(1) T T AP XS )
B =c'x= [CB CN] 0
. 0 o il |
=CgXp ' =CgAgzb
dann

XB
<
X
:

Prozessoptimierung
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aus der Nebenbedingung:

XB

[AB AN] |: ] = ABXB 4= ANXN =b

XN
dann XB — A}}lb — AélANXN
die Zielfunktion:

. Xpg .
f — CIX — [CB CN] [Xy] = CEXB = C‘,{;XN

= CEAglb — CEAglANXN = C;{r){;\r
(1) T x =] T
= fp’ — (cgAp AN — Cy)Xn

= (1) = thN

der Testvektor: ,
tj = CEAI;IAN 5 C:{f

Weil X > 0 , wenn alle Elemente dieses Vektors negativ sind,
gibt es keine Verbesserung der Zielfunktion mehr, also das

m. Optimum ist gefunden.

Prozessoptimierung
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fir das Beispielproblem

L 4 0] [-3 8 -1

ts =12 4] g 4] [—1 12 —3]_[6 =7 2
: -3 8 -1

=1z 1] -1 12 3]_[6 ~7 2|
~[-5 16 =§ J=[6 -7 2

-[-§ = -4 |

Es besteht die Mdglichkeit, die Zielfunktion weiter zu reduzieren, durch
Tausch der Basis (von der bearbeiteten Ecke zu einer neuen Ecke des

Polyeders)

Voraussetzung des Basistausches:

1. der Wert der Zielfunktion darf sich nicht vergréf3ern und

2. die neue Basislosung muss zulassig sein

m I Fachgebiet I
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Von (1) soll die Variable, die dem maximalen Element des Testvektors
entspricht, in die Basis eingesetzt werden (im Beispiel: I'3)

Von (2) soll die Variable, mit der nach dem Tausch die in der Basis
bleibenden Variablen zulassig sein werden, von der Basis heraus-
genommen werden.

z.B. xyoder x5?

Well

d. h. B T

o -3__ 2,’1}3
m. o _5_ [31‘&;]

Prozessoptimierung



wenn 1 = 0 dann Py =
Ist die Losung zulassig.

wenn x5 = () dann T3 =
Ist die LOsung nicht zulassig.

| on | W
||_L

Also, die neuen Basisvariablen:

Die neue LOsung:

Der neue Wert der Zielfunktion:

(2 (1
f,{(g) = J(é») — 1323

26230 = — L

h 2

Prozessoptimierung
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Auswahl einer Variablen von der Basis zur Nichtbasis 40
Angenommen mj:‘r In X wurde ausgewahlt, dann sind die
Variablen in der Basis Xpg:
XB — A};lb — AglANXN
Es bedeutet 'va" 'b’l i alxgﬂ
] b a2
d. h. ,
! f ! b,' ;
a;
« Wenn alle af- < 0,
e +(I’.I“k b i=1,--+.m
57w o2 0
dann ist der zulassige Bereich offen und es gibt %osungen Im
Unendlichen. Das bedeutet, dass die Auswabhl mk nicht mm
~ praktisch einsetzbar ist. Fachgebie
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Wenn x;” von der Basis xpz weggelassen wird

!
b

B_ 3 _ I N _ N _ 9
r, =b—aqr, =0 dann 1z, = —

a
;.
Die anderen Variablen in xp:

, b, b,
Wenna; > 0 soll — > —;
(LE- ”-'s
d. h. / /
bi - ba’, ! i
— =Mmin — . ﬂf-.i > U 1 = 1j VR o J

damit ist die neue Basislosung zulassig:

:IZ‘?EO 1=1,---.m

Dadurch ist die Entscheidung getroffen, welche Variable aus der
Basis herausgenommen und in die Nichtbasis eingesetzt werden

m. SOl I | I Fachgebiet I
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Das Simplex-Tableau: 42

i i
X ;'\'T

X A =Az'Ay = A

7 R A e | T o P ]
tp =cpAp Ay —cy | fp=cpApb

FUr das Beispiel:

Die erste lteration:

n @ o

4 1
@|-3 2 1|3
Ts —%13—§5

oy

I Fachgebiet I
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Die zweite Iteration: Die dritte Iteration:
CEQ I Ty s I Ty
_ 3 1 1 3 3 _1 _2 12
+3 3 > 8 9 x3 7 7 7 7
T _3 _3 1 T 8 _12 3 4
8 2 S 2 2 ¥ 7 7 7
N 21 | _ 17 1 _=q _ 18| _ 60
@ 23 . 179 18]

Die optimale Losung des Problems:

4 12
=10 = = 00
=P 7709

60
7

h I Fachgebiet I
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Initialisierung des Simplex-Verfahrens:

Die Standardform:
man [(715171 + ¥ i C*n,i"*n,]
x

mit a1 + apxy + -+ aypT, = by

21T + A22T2 + + + + + ATy, = bo

A1l + a2 + ° ° * + Qyunn = bm
i =0, 1= lysws .m

wobei b, >0, j=1,---,m.

Man fiihrt Schlupfvariablen ,,;, 7 = 1,---,m ein.

I Fachgebiet I
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Dann definiert man:

min [5'.7-”-{-1 + i FE mn—l—’m]

mit (1L ++ Ggaie 4 +@nly + Tniy =01

911 + @299 + *++ + Aop Ly + Tpio = b2

11 e A2 L2 g shii - yn Ty, + Lptm — bm
rx; >0, 1=1,--- . n+m

Das Problem wird initialisiert mit
Basisvariablen:  x,,., =0, =20, j=1,---,m
Nichtbasisvariablen: Hp=0, 1 =1, .8

Das Problem wird dann mit dem Simplex-Verfahren gel6st, bis zu
einer Basislosung mit

Ln++j = U:v = 1:' T,

Dann erhalt man einen zulassigen Punkt fur die Initialisierung des

originalen Problems.
4 Fachgebiet
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Produktionsplanung eines Prozesses

> P,
F’/ - P2
Fy
2 ” s I
— Anlage 1 » Anlage 2 » Anlage 3 » Anlage 4 —— P,
F ¥ R P4
5 P5
Sl \4 SZ v S3 v
Marktbedingungen bel der Produktionsplanung:
Rohstoffe Produkte Rickstande

Rl R2 Pl P2 PS P4 P5 Sl SQ SS

Preis (€/kg) |1,1| 0,6 2.2 13,1(13,7| 84 (43| 0,4 [2,5]1,8

Grenze (kg/h) | — | <2.400|>800| — — | <1200 — | <400| — | —

ﬁb’

I Fachgebiet I

Prozessoptimierung



Daten der einzelnen Anlagen:

Anlage 1 Anlage 2 Anlage 3 Anlage 4
Kapazitat (kg/h) R, <8.000 Fy < 10.000 F, < 11.000 Fs < 7.000
Betriebskosten (€/h) | 0,173 R; 1,54 F, 2,78 Iy 3.18 Fg
R1:F1+F? R2+F2:F%+Sl F8+F4:E5+82 F(;:Bg_i_SB
Bilanzbeziehungen F,=0T7R; Ry = 10,45 I, F; =0,33 F} P; = 0,86 Fg
RQ+FQ:1,15F3 F5:0,9(F8—|—F4)
> P,
F? > P2
FS
R, 'z ” Fs  Fg
—{ Anlage 1 » Anlage 2 » Anlage 3 » Anlage 4 ——— P,
Fy B muk T m
> P,
R,
i
Sie S, |

Die folgenden Gleichungsnebenbedingungen bzgl. der Bilanzierungen:

Anlage 1:
Anlage 2:
Anlage 3:
Anlage 4:

ﬁb’

Ry =Fy+ F7, F1=0,7Ry;
Ro+F,=F3+ 5, Ry =0,45F5, Ry + F» = 1,15 F5;

Fs+ Fy=F;+ 5, F3=0,33Fy, F5; =0,9(3 + Fy);

F6=P3+S3, P5=Uq8()F6

47

I Fachgebiet I
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Stromaufteilung: F; = P, + Fy, Fi =P+ F,, Fy=Fy+ P5, F5 = Py + F:

und Ungleichungsnebenbedingungen bzgl. der Beschrankungen

Rohstoffe:
Produkte:
Ruckstande:
Anlagen:

Variablen:

m.

Ry < 2.400

P, > 800, Py < 1.200

S1 <400

R, <8.000, F; <10.000, Fy <11.000, Fg < 7.000

R >0, i=12
Fizoa ?':1J}81
F20,1=1,--,5

S =0, 1=1.2.3
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Ergebnis fur die Produktion nach der Optimierung:

Profit (€/h) f = 6066

Einkaufsmenge der Rohstoffe (kg/h) | R; = 5600; Ry = 952

Verkaufsmenge der Produkte (kg/h) | P, = 800; P, = 1805; P3 = 1713; Py = 1200; Ps =0
Menge der Rickstande (kg/h) S1 = 400; Sy = 355; 53 = 279

Strommengen der Anlagen (kg/h) F1 = 3920; F;, = 2115; F3 = 2667; Fy = 2667

Py = 3192; Fg = 1992; F7 = 1680; Fg = 880

m I Fachgebiet I
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