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Kapitel 4.
Konvexitatsanalyse nichtlinearer
Optimierungsprobleme

Prof. Dr.-Ing. habil. Pu Li
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Optimierung nichtlinearer Systeme 2

Problemdarstellung

min - f(x) f(x), g(x), h(x)
; sind nichtlineare
mit — () .
g(x) Funktionen.
hix) <D
Lmin j E 51:;.5 E Lmax j .3' = 11 e ¢

Charakter des Problems:
 Die Zielfunktion ist oft nicht monoton.
* Die Nebenbedingungen bilden einen komplexen zulassigen Bereich.
« Haufig gibt es lokale L6sungen.

» Das globale Optimum soll gefunden werden.

Analyse der Konvexitat des Problems:
 Die Zielfunktion

g‘ » Der zulassige Bereich
. Fachgebiet
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Profit

Ein lokales Maximum Finden des globalen Maximums

Maximum! Liskales &

Verfahren \*I‘\

Profit

Startpunkt

Globales
Maximum
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Eine konvexe Funktion f(x) A
Zwei beliebige Punkte: 1, £ C C' und 0 < a <1
Es gibt: r(o) =z + (1 — a)x:
f(x) = flaz; + (1 — a)x,)
y=af(z)+ (1 —a)f(z)
und y = f(x)

dann ist die Funktion f(x) konvex. Sonst ist sie nichtkonvex.

« Wenn Yy > f(.l?) und 0 < o < 1, dann ist f(il) ,streng konvex“.
Eine lineare Funktion ist konvex, aber nicht streng konvex.

« Wenn f(x) konvex ist, istauch Af(x) (A > 0) konvex.

| ' Wenn fi(x) und f2(2)konvex sind, ist auch f1(x) + fa(x) konvex.
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Gewohnliche konvexe und konkave Funktionen

-sqrt(x).

In(x) |

sqri(x)

sin(x
X, Me=X<=2T1
— sin(x)
X, 0<=X<=T

1/

X, X<>0

-1/

X, X<>0



Taylor-Entwicklung einer Funktion:

Von einem Punkt: XU

f(x) = f(x") + [V Ax + %(AX)TH(XD)AX + O(AX?)

Eine Funktion mit zwel Variablen:

T
f(zy, z2) =~ f(x), 29) + [3f af} {22]

81’1 8.’1?2 0
— azf 82f -
1 0x2 Oz O, Axy
+ = Az Ay oy o f |:A.’.1’32
_811?1 8:1:2 aT% 4y
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Eine Zielfunktion mit mehreren Variablen

2 2 ;
f(x) = a12] 4+ asx5 + asx122 + a4y + asre + ag

die ersten Ableitungen (Gradienten):

_ ﬁ _
Ox 20121 + azrs + a
ViIx = 8_)“1 - {2{1;1‘; i a;;{j 1{1:}
die zweiten Ableitungen (Hesse-Matrix):
- o2 f 2F
H— oz Or,0x, _ {2@ a3]
0% f 0% f az 2a
| 01201 c’?_m% |

die Taylor-Entwicklung:

£ £ FO) 4+ VF) (6 = %) 4 50 = X TH) (x — x°)

H positiv semidefinit = f(x) am Punkt x" konvex
H negativ semidefinit = f(x) am Punkt x" konkav

H indefinit = f(x) am Punkt x" weder konvex noch konkav
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Erste und zweite Ableitungen: 8

Ein Punkt Z ist ein stationarer Punkt der Funktion f(x), wenn
der Gradientenvektor an diesem Punkt ein Nullvektor ist.

0 ar 1"
i = g L) —o

Eine Funktion f(x)ist am Punkt Z konvex, wenn die Hesse-Matrix H
der Funktion an diesem Punkt positiv semidefinit ist, namlich

p H(x)p > 0

wobei p ein beliebiger Vektor mit n Elementen ist, und

C oy T
Oia;f  Ox,01,
0* f 0* f

- | 83: 1 (I)I:n_ OITZL |
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Lokal oder global?

« Wenn I ein stationarer Punkt von f () ist, dann hat die Funktion an
diesem Punkt ein lokales Minimum/Maximum.

 Wenn die Hesse-Matrix der Funktion tberall positiv definit ist, ist das
lokale Minimum auch das globale Minimum.

 Wenn die Hesse-Matrix der Funktion negativ definit ist, ist die
Funktion konkav. Dann gibt es mehrere lokale Minima.

e Esist zu beachten, dass die Hesse-Matrix eine symmetrische Matrix
aber nicht unbedingt Uberall positiv semidefinit ist.

.
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Beispiel: eine nichtlineare Funktion: 10

f(x) =0.54+0.3x 4+ e *sin(4x)

Beispiel: Konvex oder Konkav?
1) f(z)=2°-22z 3
flg)=2%—2
f"(z) =2 >0, konvex

_1 .5 1 1 1 1 1 1 1 1
B -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35
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(3) f(x):2:172—$3 T\ . , |
f'(z) =4z — 32° | /\

f'(x)=4—6z

&€ dann konvex 2

<2
3
2
> —

€x dann konkav

3 -
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Beispiel: Konvex oder Konkav? 12

f(x) = SJL% + 2x120 + 135:1:3

_a_f_
B 0w B 61, + 219 B B 6 2
LDy

. 6 2
6 > 0, det[Q 3] > 0,

H positiv definit,
f(x) konvex




Beispiel: f(x)=4+4,5x; — 4z + 25 +222 — 22120 + 7] — 2252, 13

(4,5 +2x; — 229+ 423 — 42179

Vix) = —4+ 43y — 23 — 222 ]:0

(241222 -4z —2—4xy
H(X) o i —2 — 4[1’,'1 4
1,941 31,794 —9,764
(1) _ ) (1) _ ) 3
* l3,854}  H [—9,764 4 }

positiv definit (Minimumpunkt), ) = 0, 9855;

~1,053 11,194 —6,212
(2) — ? (2) L ) )
* [1,028]’H [—6,212 4 }

positiv definit (Minimumpunkt), %) = —0,5134;

. 0.612 0.523 —4. 448
(3) _ ) (3) __ ; )
= [1,493} , HY = [—4,448 4 }

m- indefinit (Sattelpunkt), ® = 2, 83.
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Beispiel:

150\
100+ -

50

f(x):4+4,5:.r1—4:{:g+x§+2x§_2$1$2+f{_Qﬁm 14

3 T T T T - ——= : )
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Pl e ff? 2 /_,/ e
-l - T L
- T LA A & / i |
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Beispiel: o

f(z1, x2) = —0.2s8in(xy + 4x2) — 2 cos(2z1 + 3x2) + 4 cos(zy — 223)

_5£$13$2£5

Variable x1



Definition der Konvexitat 16

Eine konvexe Menge C

Zwei beliebige Punkte: x1, 2o C C' und 0 < a <1
Es gibt: r(a) =az; + (1 — a)zs
und r(a) C C

dann ist die Menge C konvex.

Sonst ist sie nichtkonvex.
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Konvexe und nichtkonvexe zulassige Bereiche 17

:cf—l—:rgﬁl; x4 229 <2 U,Sxf—mggﬂ; r1— 19 > —0,5
2120, 22 20 2120, 29 20

r? + x5 < 25; 22 +25 > 16 sin(z,) — 22 <0; (23 —1)2—2,4+2<0
120, 22 =20 3,142z, 20, 22 20
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Der zulassige Bereich beim Design eines Reaktors 18
F Cy :
Reaktionstyp: A — B
Vorgegeben: Einsatzstrom F, Feedkonzentration C'4
Anforderungen im Betrieb: Umsatz hdher als 80 % - )
Entscheidungsvariablen: V, T mit den Beschrankungen: CaVT £l
0 g V é Tf'ﬂlﬂﬂ.’:
ITmz'n S T S Tmam
Reaktionsgeschwindigkeit: r = k3
Die Arrhenius-Gleichun k=k ( b )
- ; > = kg exp(—
g 0 ETP BT
Komponentenbilanz: FCp=FCs+VEC,
Pl
Es folgt: Cs =
: AT F+VEk

m.
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Cupo—C 19
Definition des Umsatzes: U, = 10 A, 5 0,8

Es muss U, > 0,8

Der zulassige Bereich fur das

Das bedeutet Cag — Cx = 0,8 Cyy Reaktordesign

D. h. Cir<0,2C
FCAU Ve ||
Al <0,2C
>0 TV — o —
namlich F<0,2(F+Vk)
Es folgt VE>0,8F.
Anhand der Arrhenius-Gleichung fur k, = ’: —

min Tmax

V>0?8Fe:r:* i
= ko P\RT

h. I Fachgebiet I
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Ein Optimierungsproblem ist ein konvexes Problem, wenn

» der zulassige Bereich eine konvexe Menge bildet und

e die Zielfunktion eine konvexe Funktion ist.

Zusammenfassung:

e Das lokale Optimum eines konvexen Problems ist das globale
Optimum.

* Die Ldsung eines nichtkonvexen Problems ist ein lokales
Optimum und vom Schatzpunkt abhangig.

* Ein globaler Ansatz wird bendtigt, um ein nichtkonvexes
Problem zu l6sen.

.
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Ein Beispiel: min {(‘U‘ — 4)3 +1,1 (il’,' _ 2)2} 22

;0

mit z—0,35u°=0
r+0,7—1,4u >0
0<z<6
0<u<6

Was bedeuten die
Punkte A, B und C?

‘ !
.
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