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Kapitel 6:
Nichtlineare Optimierung
unbeschrankter Probleme

Prof. Dr.-Ing. habil. Pu Li
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Beispiel: Parameteranpassung flr 2
Phasengleichgewicht binarer Systeme

© ®

Gleichgewichtsbeziehung:
Py = Y1 P} T1 .
PY2 = Y2 Py T2 )
van-Laar-Modell: = =0
Ao
71 = Ao

_A12$1 + A2111?2_

A1
Ajory + Ag1 2o

Yo = Agy

Die Antoine-Gleichung:

0
— A, —
P1 . Ol-l-T

D . e
ﬁb' pp = A s+ T pFach!emm
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Der Systemdruck: 3
P =Dy +PY2 = NPIT1 + V2 Dy T2
d. h. P = p(.’ﬁl,ﬂfnglngQl,T)? T" = const.

Durch ein Experiment mit einer konstanten Temperatur erhalt
man eine Reihe von Messdaten:

M M @
pjzzljl? }_1:ﬂn
well To=1—x3
dann pi =p(xy’;, Aiz, Az)

Minimierung des gesamten quadratischen Fehlers:

T

man {f(Aw; A ) = Z(pf — p;‘.”f)z}

A2, Ao P

Dies ist ein typisches nichtlineares Optimierungsproblem ohne

m Nebenbedingungen.
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Mehrdimensionale Optimierung nichtlinearer 4
Probleme ohne Nebenbedingungen

Problemstellung:  min f(x), x € RY
x

Die Losung: X" = [&], - ij]T

Fi(x" )= mun f{x)

X

Die erste (notwendige) Bedingung an einem lokalen
Minimalpunkt X"

o) | _9rx)
81:]_ a.’ﬁ_,-\r
Namlich NV f(xF) =1

Die zweite (hinreichende) Bedingung am Minimalpunkt x”
ISt eine positiv definite Hesse-Matrix:

"TH(x)p >0
73 PHEOP
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Taylor-Entwicklung an x™ 5
£ £ F(x) + [V Ax 4 5(Ax) H(x)Ax

d. h. f(x) — f(x*) = Q(AX)TH( )AX >0
weil f(x) > f(x"), dann bedeutet dies H(x") > 0.

Das Newton-Verfahren:

Aus der notwendigen Bedingung definiert man:

g1(x) = aé:(x) =) = N Variablen
-
: = N Gleichungen
* = Es kann mit dem Newton-Verfahren
Of(x) )
GN(X) = — 1 gel6st werden.
8$N

Die Jacobi-Matrix des Gleichungssystems ist H(x).

Die iterative Losung;:
9 Xﬁc-l—] _ Xﬁc L [H(Xﬁc)]—lvf(xk)

gi ~ Es wird ein Schatzpunkt x”gebraucht.
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Entwicklung von f(z1, 23, 3) in Taylorreihe 2. Ordnung
bei x° = (z¥, 3, z3)"

Of (x) Of (x7) Of (x°)

f(z1, 22, 3) = (27, x5, 23) + o, dxry + o, dxy + o, dxs
+; { 32535?0) (dz1)* + 21{2:2) (dxydxy) + (Zlflgi) (drydzs)
I P10 2 e
+‘ZZ E;i) (dasday) + ?91{, gi) (dasdas) + agggﬂ) (d:t;'g)}



of(x’) df(x") of(x")
Ory =~ Oxy = Oz

L[ [02fx0) , PFY) 8P f(x%)
d d
{ Oz? LT Jx101, T2t 0xr,015

PP, P PL)
| Bty T g

P, PR, P
o 0x301, L% 01301 s + dx3

= f(a3, 25, 29) + |

d

.

d

d

= () +

ox

ox?

dil?l
dﬂ?g

dxs

X3

T3

X3

i (XD)} el %(dX)T [82f (XD)} dx

dIl

dﬂ?g

dIg}



Beispiel: das Newton-Verfahren o

min f(x) =3z% +2x1 20+ 1,577
x




Das klassische Gradienten-Verfahren 9
(Verfahren des steilsten Abstiegs)

Ein gegebener Punkt x°, f(x") Der nachste Punkt x, f(x)

Taylor-Entwicklung erster Ordnung an xV:

fx) = f(x%) + [V (x - x")

d.h. min {f(x) — f(x*) = [VF(x")]"(x —x°)}
= [[VFE)I(x — x")| cos 0
Wenn die Suchrichtung: 6 = 180°

min {f(x) — f(x")} = =[Vfx)|[x — x|

dh x—x"= —c:\ch(XU) O0<a<l
Xl — XU — Ofo(XU) " Vf(XO)

m I Fachgebiet I
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Beispiel: Inneres Produkt 10
a' = (a;,a3) b' = (b, bo)

b

dann :
a’b = (a1, az) (b
2

aus dem Bild
s
a1 = oacosfy ao = oasinfy

by = ob cos Op by = obsin Op b, b (b1 b2)

0

dann
alb =0acosf, -obcoslp +0a sinfl, - ob sinfp

- m%(cos 04 cosllp +sinfly sinfpg)

= oa ob cos(f4 — 0p)

m, — 0a ob cos 6
Fachgebiet
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Das Gradienten Verfahren 1
(Verfahren des steilsten Abstiegs)

1) x9 ¢ vorgeben, k=0
2) V£ (x™) berechnen:
wenn |Vf(x")|| < e, dann x* = x®

STOP.

3) das folgende Problem losen:
min {f[x" —aV f(x*)]}
(&)
4) neue Variablen berechnen:
x (1) — (k) _ cer(x(k))

5) die nachste Iteration:

k=k+1, GOTO 2)

m I Fachgebiet I
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m.

Beispiel: das Gradienten-Verfahren

min f(x) = 3z] + 2z125 + 1,575

'8_f'
Jx, 6x, + 2x
Vi(x) = of - [2 1 + ij
| Dy
X = [_\0/5] f(x’) =15

vr6) = |57 ]

x" =x—aV )= [

min f(x") 15
L [-0,224 o
B [U,(ﬁ?l} f(x*) = 0,525

] a8
a=0,

12

V5 (6o — 1)}
2V'5 o



Grafische Darstellung: 13

Variable x2
-2 Variable x1

25

[] Guetelinizn
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Das Gradienten-Verfahren:
Lineare Approximation der Zielfunktion

Suchrichtung:
Konvergenz:

—V f(x) (einfach)
linear (langsam)

Das Newton-Verfahren:
Quadratische Approximation der Zielfunktion

Suchrichtung:
Konvergenz:

~H 'Vf(x) (kompliziert)
quadratisch ~ (schnell)

Das Marquardt-Levenberg-Verfahren:

14

Modifikation des Newton-Verfahrens zum Garantieren einer positiv
definiten Hesse-Matrix mit

Suchrichtung:

Hx)=H(x)+ 381 >0
—[Hx)] "'V f(x)

f(xk—i—l) < f(xkz) = ﬁk—!—l — %ak

FEFY s (5T = g =26

I Fachgebiet I
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Das Quasi-Newton-Verfahren: 15

Die Hesse-Matrix wird approximiert, um die direkte Berechnung
der Matrix zu vermeiden.

ij vf(Xk)-, I:I(Xk) = Xﬁc—H1 Vf(xk:+1)
% I:I(Xk+l') _2

man definiert
5 _ X.fc-l-l . Xk:? v = vf<xk+1) L vf(xk)

BFGS-Formel (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno):

- A TI:Ik 553!“ ) TI:Ik. I:Ik 6T

Ty ) oy 6"

Es wird garantiert, dass die approximierte Hesse-Matrix positiv definit ist.

-

Fur die Initialisierung, H =1, d. h. der erste Schritt wird mit dem
Gradienten-Verfahren berechnet.

m I Fachgebiet I
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Richtungssuche (Bestimmung der Schrittlange): 16
(Line Search)

lterative LOsung:
x" = x* + Ax = x* + ap*

Beim Newton-Verfahren:
I JN
p* = —-[H(x")] Vf(x"
Beim Gradienten-Verfahren:
p* = -V f(x")
Beim Quasi-Newton-Verfahren:
I T
p‘ =—-[Hx")] V[
Das Optimierungsproblem:

a (0 < a < 1) suchen, damit

7 min {p(a) = [(x* + ap*)}
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17

Suchstrategie (Wolfe-Bedingung):

1) Der Wert der Zielfunktion soll verkleinert werden:
; . N
p(a) = f(x* +aph) < f&"H o [V pra

2) Die Gradienten sollen relativ grol3, d. h. die Zielfunktion wird
nicht mehr absteigen.

!

¢ (a) = [VF(x* +ap®)] p* > e [Vf(xH)] p*

Esgibt 1 > ¢, > ¢; > 0, und

/

p(0) = f(x*), ¢'(0) = [Vf(xF)] p* <0

I Fachgebiet I
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Grafische Darstellung:

S

18

akzeptierbar

<4

> «

akzeptierbar

I Fachgebiet I
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Praktische Implementierung der Richtungssuche 19

Quadratische Approximation:

P

d(a) = aa® + ba + ¢

Zum Finden von « bei Minimierung von ¢(«), muss diese Funktion
konvex sein, also muss a > 0.
Well .

¢ () =2aa+ b

dann liegt der Minimumpunkt bei ;
)

2a

Die Parameter a, b, ¢ werden durch die Randbedingungen, also
bei @« =0 und a = ap ermittelt. Hierbei ist « eine geschatzte
Obergrenze (normalerweise benutzt man ¢, =1). Es gilt:

o’ =

m C,-'B(Q,‘U = f(xk + (Iopk) = ao:ﬁ + bag + ¢
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Praktische Implementierung der Richtungssuche 2

Daraus ergibt sich
a = <f(xk + ap”®) — {f(x T @O[Vf ] }>/O‘fn

und somit

1 %[Vf( )} :

y — —=—

2 fx* + agp) — {£(x*) + o[V F(x*)] " p*}

Grafische Darstellung:

f(x* + aop”)

/
¢

£ + [V ()] phag
’

= U 7] o’y Prozesso ptimierung




Praktische Implementierung der Richtungssuche 2

Wenn f(x* + app®) < f(x*) + [V f(x")]" p*ag, nimmt die
Funktion signifikant ab. In diesem Fall soll ein Vollschritt genutzt
werden, also @ = «.

Wenn f(x" + aop”®) > f(x*) + [V f(x")]" p*ag, wird der

Parameter ¢ > (). Somitist ¢(«/) konvex und eine Schrittlange
wird berechnet.

Der entsprechende Funktionswert ¢(ay) = f(x" + a;p”) wird
dann ausgewertet.

« Wenn die Wolfe-Bedingung erflillt ist, wird «; akzeptiert und
damit erh&lt man den neuen Punkt x**t1 — x*¥ 4+ alp‘“ :

« Wenn aber die Wolfe-Bedingung nicht erfullt ist, wird «v; als
neue rechte Grenze definiert.

m I Fachgebiet I
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Praktische Implementierung der Richtungssuche 2

Im Intervall [0, «] wird wieder eine quadratische Funktion fur
die Approximation von ¢(«) erstellt und mit dieser Berechnungs-
weise ein neuer Schrittfaktor gesucht.

Das Intervall wird von Iteration zu Iteration kleiner. In Iteration |
gibt es

1 a1 [V (5] p

e _if(x“" + a;_1p*) {f x*) + g I[Vf (xF } *‘f}

Da bei einem kleinen « die Funktion f(x* + ap®) abnimmt,
kann man immer eine geeignete Schrittlange «" finden, damit
der Funktionswert verbessert wird.

Prozessoptimierung
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Beispiel: Optimierung eines industriellen Festbett-Reaktors 23

Rohstoffe:  Ethanol CH,CH,OH und Sauerstoff O,

Produkt: Ethanal CH,CHO, 6000 t/a
Katalysator: Silber-Netze, 200 kg
Reaktion: Verbrauch des Rohstoffs flr
7 CH;CHO fur 1 kg Produkt;
CH3;CH,0H + O, <:(C;:8 Ethanol (kg)
\ 2 Yy =
CH,COOH Ethanal (kg)

Theoretisch: yr =1,0455
Praktisch: yp =1,17
Verlust: yp — yr = 0,1245 kg/kg (750 t/a)

Ziel der Optimierung:  min {yp(T, F, )}

Wichtige Einflussfaktoren:

« Reaktionstemperatur T: 500 - 600°C
* Durchfluss des Feedstroms F: 1,0 - 3,0 t/h

 Aktivitat des Katalysators ¢
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FlieRbild eines Prozesses zur Produktion von Ethanal 24

l Heizdampf

Verdampfer P - _
Reaktor T

Heizdampf M
—»

W Kiithlwassser —»
N | L~

N P
Ethanol  Sauerstoff N

>

Rohprodukt

h I Fachgebiet I
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Prozessmodellierung o5

Yp = f(T1 F‘; ifj)
Es wird eine Funktion mit der Least-Squares-Methode erzeugt. Weil
% nicht messbar ist, wird es zunachst konstant angenommen:

Yp = f(T? F)
Normalisierung der Variablen:
T — T EF B
L = e Lg = i 0 § L1, L2 § 1
ﬂnax T Tmin F, maxr 3 min

Mit einer Gruppe Messdaten (Experiment oder Betriebsprotokoll)
bekommt man ein Modell:

| 2 2 D
Yyp = a1 + ax1 + aszxe + asx] + asxy + agT1x2 + arx,
Das Optimierungsproblem: min yp(x1, T2)
X1,ro

0<z,22<1

Die L6sung: T = 547, 2°C
F* =219 t/h

iy = 1,113
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