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Kapitel 7:
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beschrankter Probleme
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Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen: 2
Allgemeine Darstellung:

min f(x,u)

mit g(x,u) =20
h(x,u) >0
Xmin i‘: X E Xmax

u’m:.in <_‘/‘ u S u’.f.'l(.]'.-.'f:

wobei X: n Zustandsvariablen (abhangige Variablen)
u. m Steuervariablen (unabhéngige Variablen)
g: n Modellgleichungen
h

. | Beschrankungen

Simultane Betrachtung:

Das Problem wird in dieser Form betrachtet und direkt mit einem
Losungsverfahren gelost. Bei der Losung sind alle Variablen (x und u)

ZU optimieren. p - IF
h. Fachgebiet
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Sequentielle Betrachtung: 3
Die Zustandsvariablen hangen von den Steuervariablen ab.

u X
—_—> gx,u)=0 pP——

Man kann durch

1. Umformung und Ersetzung
2. Simulation

die Zustandsvariablen X und die Gleichungen g eliminieren. Also gibt
es X = (1) und nun ist das Problem

min f(x(u),u)

mit h(x(u),u) >0
Xmin E X(ll) S Xmazx
mSusu

Thm.axT

Da nur die Steuervariablen auftauchen, stellt es ein kleines Optimierungs-
problem dar. Es gibt keine Gleichungsnebenbedingungen.
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Wenn das originale Problem keine Ungleichungsnebenbedingungen hat, *
Ist das Problem
min f(x(u),u) = f(u),
u

das mit dem Newton-, dem Gradienten- oder dem Quasi-Newton-Verfahren
gelost werden kann.

Bei Umformung/Ersetzung muss man aufpassen, manchmal werden
Gleichungen nicht erfullt!

Beispiel: min f(r1,T2) = :cf + $§
(21 —1)° —25=0
Die Losung des Problems ist ] = 1, x5 = 0.

Aber wenn man die Gleichung umformt, d. h.

T2 = (21 — 1)°

und diese In die Zielfunktion einsetzt, erhalt man

_ min f(z1) = 25 + (z1 — 1)°.
‘ é . Iy Fachgebiet
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Nichtlineare Optimierung:

zwel Variablen mit einer Nebenbedingung

min f(x1,xs)
X

mit g(.’l/pl?.fg) =0

Bei der Losung (27, 25) gibt es:

if = 5o + 5"
x5
39 dg
dg = p 1d$1 +- a$2d$2 =0
weil dxq, dxy # 0, ergibt sich
of dg  9f dg
axl 833'2 0.1?2 8$1
d. h. of)  9f
fhrl * 8332 * 3\
99| 99|
a.fC] * 821?2 *

dIQ—O

=0
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dann ﬁ B ﬁ 3_f - @ 6
Oy~ Oy Oxy Oy
Es bedeutet
of dg 0 i .
8:1?1 B aml o 8.171 _f(:rl:- T‘J) — /\g(']”lu ,’]’,‘2)_ = ()
of O 5 ,
i_ 6_532_Tﬂfg‘JC(Ilij)_Ag(;Fl’i?:z)n_O

die Definition der Lagrange-Funktion:
L(xy, 20, A) = f(21,22) — Ag(2x1, 22)
A hei3t Lagrange-Multiplikator.

Zusatzlich: 'flf'
6.’1@'1
af

_ @ _
8.’1?1
dg

=Vf—-AVg=0

Bei der Losung sind die zwei Vektoren parallel und entgegen-

gesetzt gerichtet.
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NLP ohne Nebenbedingungen: 7

x 2 A

Es ergibt sich:  Vf(z},23) =0, (Ax)'Vf2(zt, 23)(Ax) > 0
NLP mit einer Gleichungsnebenbedingung:

Lag g(x1,x2)=0

o

Dann V f(z],25) — A1 Vailzy 23) =0

7% (M%) [V2f (a1, 23) — MV qu (e}, 23)] (Ax) = 0
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NLP mit einer Gleichungs- und einer 8
Ungleichungsnebenbedingung: 34

g1 und g2 sind aktiv, Ay > 0

V (27, 23) — MVgi(x], x35) — A2V ga(a], 23) = 0

NLP mit einer Gleichungs- und zwei %24
Ungleichungsnebenbedingungen:

giund g2 sind aktiv, A2 >0, A3 =0

Vf(.fl?{.i’?;) T )\1Vg1(3:]“:t:3) T )\QV‘Q?(:ETT:;) T ’\3‘793('1:3{ :CE) =0

h l Fachgebiet l
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Minimierung mit einer Gleichungsnebenbedingung
min x3 + x5
x
mit ©; + a9 =1

Flidy,fie) = .L% +.’L‘§, g(x1,x0) =21 +22—1=0

dann Vf(x,x2) = [2:{:1 23{:2}T, Vgl Ta) = [1 1}T

Der LOosungspunkt:

v=a=5, Voe=[1 17, vr=[ 1]

D. h. Vf*=Vg" also \*=1>0

Aber man kann auch schreiben g(xq1,29) =1 — 21 — 29 = 0,

damit Vg(x1,x2) = [—1 —I}T. Der Losungspunkt bleibt

1
r] = Ty = —,daher Vf*=—-Vg*, \*=-1<0.

7 ’
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Grafische Darstellung:

Y

Y

g(z1,22) =1—x1 — 22 =0

I Fachgebiet I
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Problemdarstellung: 11

Die Zielfunktion und die Nebenbedingungen sind nichtlineare Funktionen
des Variablenvektors.

min f(x)
x
mit g;(x) =0 J= L, #=& ;m ()
gi(x) >0 j=m-+1,--- . m+r )
i el o B S By b= L v IV

Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen:

An der L6sung X = X~ miussen die folgenden Bedingungen erfullt
werden:

= VL*,A")=0

_ (1)
. gi(x) =0 j=1,000,m .
= ¢;(x*) >0 j=m+1,--- ,m+r i

= Agi(x*) =0, AX>0 j=m+1,--- m+r
s Vg,;(x") voneinander unabhangig 7 € A

A (A)T[VL, A9)](Ax) > 0
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. . . 12
Quadratische Programmierung mit linearen

Gleichungsnebenbedingungen

Das QPE-Problem
1
min {f(x) =5 x'Qx + {:Tx}
mit g(x)=Ax—b=0

wobei Q = QT € R™*™ eine positiv definite Hesse-Matrix ist

und:
x,c € R"
A & R-m}(ﬂ
g(x),b € R™
Rang (A) =m
N : Variablen

M: Gleichungen

h I Fachgebiet I

Prozesso ptimierung



m.

Analytische Losung
Lagrange-Funktion:

KKT-Bedingungen:

Hieraus folgt

d. h.

13

L(x,A) = f(x) — AT(Ax —b)
VL=Qx+c—A"x=0
Ax—b =0
Qx — AT = —c
Ax=Db

IR

Wenn Q positiv definit ist und Rang (A) = m

] -RAT

x*=-Q'c+Q'ATAQ AT ' (AQ 'c+b)

A'=(AQ'AT) ' (AQ 'c+b) DAED

Prozessoptimierung



Beispiel: Messdatenvalidierung 14

FM = 6.5m3h
Anlage 1 >

FY =19.8m%h

> Anlage 3

M =14.7m?*h
Anlage 2 >

Probleme: 1) Die Daten sind nicht konsistent.
2) Es fuhrt zu Streit.

LOosung: Optimierung (Messwertvalidierung)

2 2 2
F, — M F, — M F, — FM
min ( : L ) +( 2 : iy & .
1 e s 05| 02 g3

mit F1+ Fy = F3

wobei die Standardabweichung der Messgerate:
o1 = 0.1m%h
oo = 0.2 m3/h

o3 = 0.3m3/h

Prozessoptimierung



Die Lagrange-Funktion:

L(FyyFay F3;A) = (

Nach der Optimalitatsbedingung:

OL F, — FM

= =2 —A=0
6’F1 ( O’% )
%:2 Fz—Fzﬁf e
8F2 O'%

‘ M

OL _o(B=f) sy
(")Flg O’§

Fl‘Jr‘Fg ngo

Fy — F{”) +(FQ = Fz“) +(F,3 — FM
01 02 a3

15

) A +F—Fs)

I Fachgebiet I
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Die validierte Messung: 16

o ( FBM _ FlM _ FEM)

F,=FM — 6.4m?3/h
: LT 02 + 02 + 03
2 FM L Fﬂff . FM
F,=FM 4 72 1 2) _ 14.3m3/h
0%+ 05 + 03
62 FM b FM - FM
Fy=FM 4 i (i - ') — 20.7m?%/h

0%+ 0% + 03

Erwartungswert dieser Variablen:

v M ‘712 (F?f” B Ffw B F2M) U? (HS — H1 — f’i:z)
p =E(F)=EF" + 2 2 2 = H1 T 2 2 2
o1 + 03 + 03 gy + 0y + 03

m. I Fachgebiet I
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Varianz der Variablen:

FIM—Ml—F

ot {(F — ps) — (FM — pa) — (FM — ) }

17

2

(o))" = B[(F—u})’| = E

02 + 0% + o2

Daraus ergibt sich:

(JV)Q _ o3(o3 + 03)
o} + 03 + 0%

dann ist die validierte Standardabweichung:

2 2
o5 + 03

0% + 03 + 03

2 2
ngﬁg\/ 9y 1 = (.169

o, = 01 = (0.096

2 2 2
oy + 05+ 03

2 2
o] T+ 05

=0.179
J% e J% - c:r§

I Fachgebiet I
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Quadratische Programmierung mit linearen Gleichungs- 18
und Ungleichungsnebenbedingungen

Das QP-Problem: |

min f(x) = §XTQX +c’'x

mt gi(x)=a/x—b=0 i€l
g(x)=ajx—b;>0 iell
Lagrange-Funktion:

L(x,A) = f(x) = AT(Ax — b)

m-+r

= f(x) = 3 Naix —b)

Da das Problem auch Ungleichungsnebenbedingungen besitzt,
kann es nicht analytisch gelost werden. Es wird mit dem sog.
+7Aktive-Restriktionen-Verfahren“ (active set method) numerisch

iterativ gelost.

0 an, berechnet die Anderung d und dann

¥ __ s
x =x +d P,

Prozessoptimierung
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Definition 1: Ein Punkt z” ist zulassig, wenn er fur die beiden 19

Nebenbedingungen giltig ist.
Definition 2: Die aktive Menge der Restriktionen in der Iteration K ist
AF = {je Il g;(x*) = ajxk — by =10}
Taylor-Entwicklung von 2" mit der Anderung d
ft +d) = f(4) + (Qx* +¢)"d + ;d"Qd
g;(x" +d) = g:(x*) + al'd re TUII

d. h. Lf::n = Q, Vf(xk) — ka +c¢, Vg =a;

Das neue Optimierungsproblem:

1 ?
mg'n §dTQd +(Qx* 4+ ¢)7d

mit ajd =0 i € A

7 gi(x*)+ald>0  igAb

Prozessoptimierung



Die Zielfunktion:

20
1 |
fld+x*) = 5(d+x5)"Q(d + x*) + ¢ (d + )
1 1 1 1
= idTQd + 5.111%:3:«;*‘c tr 5 (x*)TQd + ; (x")TQx" + c'd + c"x*
1

: | :
= §dTQd + (Qx" +¢)'d + i(xk)Tka 4 el x"
Die Nebenbedingungen:

gt(d -+ Xk) = aiT(d —+ Xk) — b’i

—ad+alx*—bh=ald+g(x")>0
Das Optimierungsproblem:

1
mﬁln §dTQd + (Qx" 4+ ¢)7d

mit a;d=0 i € AF

al'd+ gi(x") >0 i g A"
m. I Fachgebiet I
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Der Algorithmus (aktive set method) 21

1) Einen zulassigen Punkt x” auswihlen. Die entsprechende Menge der
aktiven Restriktionen identifizieren, £ = 0

2) Das folgende QPE-Problem l6sen
1 ]
mélin §dTQd + (Qx" +¢)?d
mit a d=0 i€ A"

wenn d = 0, GOTO 3)
wenn d # 0, GOTO 4)

3) Lagrange-Multiplikatoren prifen:

Eil, %) = %dTQd +(QxF + ¢)Td — AT(Ad)
Val(d,A)=Qd+ Qx* +c—ATA=0
VLO,AN) =Qx*+c—AJA=0

CQXI‘C +Cc = Z)\iai

Prozessoptimierung



4)

)\j — mm{)\“? = Ak} 22

wenn \; >0, dann 2% = 2", STOP
wenn \; < 0,dann A" = A" — {j}, GOTO 2)

Modifikation des berechneten Anderungsschritts

Fur die nicht aktiven Nebenbedingungen wird bendtigt:
gi(x* +d) = g;(x*) +afd > 0 i g A"

weil 2" zulassig ist, dann g(x") > 0.
Wenn a?d > 0, braucht d nicht zu modifizieren.
Wenn a,'fd < 0,dann x" ' =x* + ad 0<a<l

d. h. a (x*+ad)—b; >0
a!x* +aald > b

Tk

aajd > b —alx

b; — al x"

a’d

a <

I Fachgebiet I
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23
wenn o > 1, dann « = 1 und AFt! = AF
wenn « < 1, dann

Tk
o, = Min 48 X i & A"
2 ald

Eine neue Ungleichungsnebenbedingung ist aktiv.

Aﬁc+1 _ Ak g {p}

5) k =k -+ 1,GOTO?2)

Beispiel:
min f(x) = 2> + x5 — 4z, — 5Ty + 2

mit ¢1(X)=—-2r1—22+22>0 (1)
g2(x) =21 >0 (2)
g3(x) =29 >0 (3)

I Fachgebiet I
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Standardform der Zielfunktion: 24

j(x) == % [Tl 5{12] |:

o RO
N O
| I |
1
=N
[
| I |
“i‘
I
g
I
n
| T |
= =
[ I
| I
_|_
b

Q[ﬁ 3] " = [-4 5]

Die Nebenbedingungen:

-gl(x)- [ i ] . 12| ar{ B |
px)|=11 0 L;l}vL 0| = |ay | x+ |b| >0
| 93(X)_ L0 1] ’ 0 az | b3 |
Gradienten der Zielfunktion:
'@f'
(93;1 2.’,[?1 —4
dz1

.
m I Fachgebiet I
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m.

Gradienten der Nebenbedingungen: 25
Vagi(x) = Vg2 (x) = Vgs(x) =
—1 0 1
Lésung des Problems:
Step 1: Ein zulassiger Schatzpunkt:

X = [8]? A'={2,3}, k=0

Step 2: mdin %dTQd + (Qx" +¢)?d
mit a; d =0 i € AF
Die Nebenbedingungen:_ ]
i =2 p(ﬂ§;=0
i=3 [0 1] ? =0 d.h. di=dy=0
2

Fachgebiet
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Step 3: )\ prufen durch 26

Qx*+C= Z A,
d. h. —41 1 0
S| = o]
Ergibt sich A= —4 A3 = -5
dann Aj =min{—4,-5}=-5  j=3

A¥ =A% - {j} = {2}
Step 2: Die Nebenbedingung:
: dy
3= 2 I 0 =0 di =1
b [ ] [dJ 1

Das Optimierungsproblem:

min 5[0 ][5 3] [ 0]+ 14 =51 )

o - 2 _ k&
= min d; — bds m
Fachgeb?etl



27
Die Losung d; = 2,5 unddann d = [205]

Step 4. ; .
; i —aq; X ; ;
ap = mzn{ aTd P & Ak}
. T 0
=1 ald:[—Q —1} [2 5]2,5<:0
—2
= = (), 8
“= 35~
i=3 ajd=][0 1] Y l=25>0
: 2,5 "
dann =1, AR = AU {1} ={1,2}

I Fachgebiet I
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28
Step5: k=1

0 0
1 0
Xt = +ad0,8[235] = [2}

GOTO Step 2

Die LOsung des Problems:

* 0*2 ®
X[LES] X =|0

Grafische Darstellung der Losung:

min f(x) = 2> + x5 — 4z, — 51y + 2

mit ¢1(X)=—-221 —22+22>0 (1)
g2(x) =21 2 0 (2)
g3(x) =29 >0 (3)

I Fachgebiet I
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Grafische Darstellung:

h I Fachgebiet I
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Optimale Betriebsplanung eines Wasserwerks 30
fir 24 Stunden

Diskrete Formulierung (k=1,---,24):

 Wasserbedarf F,.:(k) ist bekannt.

« Betriebskosten sind eine Funktion der Zeit ¢(k), d. h. sie sind
unterschiedlich am Tag und in der Nacht.

 Was ist die optimale Fahrweise fiir F,(k)?

Wasserwerk

L mex - - - - ===

Lmin ———————— FOUt (t)

Reinwasserbehalter

I Fachgebiet I
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Problemformulierung: 31

24 24
. , 2
n;f:l E c(k)F;, (k) + (3 E [F,.;n(k) — Fin(k — 1)]
k=1 k=1
1
mit L(k F 1) - L(k;) T Z [E'n(k) o Frmt(k)]

L(24) = L{0) = L
Eigy = L(k) < Diana k= Lyows 2d
F, min S F, a'-n,(k) E Fma,:,r

Parameter im Problem:

« Wasserbedarf (m3/h): (k) = 500 — (16 — k)?

« Kostenfunktion ($/m3): c(k) = exp|—(k — 12)?/72]

e Tankflache (m?): A =200

 Initialfalistand (m): Lo=5

e Grenze des Fullstands (Mm): L, = 2, Ljge = 8

« Stromgrenze (m3/h): Fyy min, = 200, Fip e = 700

» Gewichtsfaktor: G = 0.01

Prozessoptimierung
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32

Variablen:
e Steuervariablen: Fa(k) k=l 24
« Zustandsvariablen: Lik) k=1, 24

Restriktionen:

Gleichungsnebenbedingungen:

l [Fin(k) - E’Jut(k)] k — ]_7 - _.24

L(k+1) = L(k) + 7

L(24) = L(0) = Ly
Ungleichungsnebenbedingungen:

Lmi’” & L(k) < Lma:r k = 1? . ¥
F’rn,?:n. g Rﬂ(k) <_f— meﬂ: k = 1,--- 124

I Fachgebiet I
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Das Ergebnis Optimierung:

. | N

0,8

0,6

0,4

/ N
02 7 N

0

Kostenfaktor (EURO/m3)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Zeit (h)

600

550

500

450 > DN
400

350

300

Wasserstrom (m3/h)

250

200
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Zeit (h)

« Kosten beim optimalen Fahrplan:

m.

Wasserstrom (m3/h)

Fullstand (m)

700
650
600

33

550 /
500 //
450 //
400 < //
350 "
300
250
200
6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Zeit (h)
10
9
8
7
6
5 \\
4
3 \\\ ///
) N~
1
0
0 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

« Kosten beim konventionellen Fahrplan:

Zeit ()
5784.24 $
6558.07 $

Prozessoptimierung
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Das SQP-Verfahren
Mit Gleichungsnebenbedingungen

min f(x)

g(x) =0
Lagrange-Funktion:

L(x,A) = f(x) — Ag(x)

KKT-Bedingungen:

VL(x,A) = Vf(x) - [Vgx)]"A=0
g(x)=0

Taylor-Entwicklung erster Ordnung von: x*, A"

VL(x*, A%) + V2L(x*, AF) AxF — [Vg(xF)]T AXE

34

I Fachgebiet I
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35
d. h.

Vf(x*) — [Vg(xk)]T)\k + 2L AN AR — [Vg(xk)f;&)\k =0

und .
g(x") + [Vg(x")] Ax* =0
d. h.
VEL(xE, XY [Wg(x)] | | AxE |-V + [Vg(xh)] A"
Vg (x*) 0 —AX —g(x*)

Die L6sung des Gleichungssystems ist die Losung des folgenden
QPE-Problems mit d = Ax*

min %dT [V2L(x", )\k)}d + [Vf(xk)]?_‘d

d
mit Ve(x")d +g(x") =0

m I Fachgebiet I
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Die Lagrange-Funktion des Problems: 36

L(d, p) = 3dTL? L(x, AMd + [VF(xH)]Td

— pfl' {8(x*) + Vg(x")d}
KKT-Bedingungen:

Val(d, p) = L2, (x*, X)d + Vf(x") — [Vex")] ' u=0
g(x") + [Vg(x")] 'd=0

nun setzt man

d=Ax, p=AX+A =)\
dann
¥ 2 ok Kk k k1T k
VL(d, p) = Ly, (x", A")Ax + VE(x") — [Vg(x")]" (AX + A%)
= L2,(x*, XF)Ax + V f(x*) — [Vg(xh)] " AF — [Vg(x")] AN

— [2,(x", A Ax + VL(x*, AF) — [Vg(x")] " Ax =0

| DD
4 Fachgebiet
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k k 37
und g(x")+ Vg(x")Ax =0

d. h. beim Problem mit Gleichungsnebenbedingungen kann man eine
Anderung d durch Losung des folgenden Problems erhalten:

1 : 1T
min = d" L7, (x*, A)d + [Vf(x"]"a
mit g(x") + Vg(x")d =0
x"t=xF 4+ d
Beispiel: |
min f(x) = (z1 — 5)2 + a:ﬁ

mit g(x) =ay —a° =0
Die Lagrange-Funktion:
L(x,A) = (21 — 5)% + 22 — AMzg — z2)

h I Fachgebiet I
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38

Die Hesse-Matrix von der Lagrange-Funktion und der Gradientenvektor
von der Zielfunktion:

24955 [

5 k ky
me(X?A)_[ O 2

] Vf(x") = [2(zf—5) Qmé‘]T

Das QPE-Problem:

‘ k :
pin 5 [ da] [PH 0] |9+ [2tet - ) 2] |7

dy ,d2

mit [—Qxi“ 1] E;] + a2k — (252 =0
[Ve(x)]"d + g(x*) =0

Die Lagrange-Funktion dieses Problems:
L(dy, da, ) =(1 + X*)d2 + d2 + 2(z* — 5)dy + 225d;

m. - ,{L[—Zm?dl + dy + ;l?g — (:I“’r{l“)z] p Q I':

Prozessoptimierung



Nach KKT-Bedingungen: 39
0L . b |
50 = 2(1 + X¥)dy + 2(z¥ — 5) +2u2¥ =0
OL
—— =2dy+ 22— =0
Od 2
—Qmﬁfdl—l—dg-l—:rf?“—(:x‘[f ={)
Fangt man mit 20 = 29 =5, A’ =0 an:
k il i 5 ds db i gt
1 5.000000 5.000000 0.000000 —2.475248 —4.752476 25.000000 —20.000000
2 2.524752 0.247524 0.495049 —1.100755 0.568582 6.188119 —6.126850
3 1.423997 0.816106 1.632212 —0.204692 0.628699 13.453825 —1.211662
4 1.219305 1.444805 2.889610  0.015779  0.080377 16.381119  —0.041899
5 1.235083 1.525182 3.050364 —0.000310 —0.000518 16.500778  —0.000249
6 1.234773 1.524664 3.049328  0.000000  0.000000 16.501535 0.000000

I Fachgebiet I
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Merit Function 40

Die Suchrichtung in jeder lteration p"“ zur Reduktion der Zielfunktion, aber
beim neuen Punkt werden die Nebenbedingungen verletzt.

Wie grol3 soll die Schrittlange sein?

Ein Kompromiss zwischen dem Zielfunktionsabstieg und der Zulassigkeit
wird durch Line-Search gefunden.

Xk:—}—l _ Xﬁa: ¥ (}fdk

Man definiert sog. Merit Function (Straffunktion):

min o(x*t1) = p(x* +c1fd"‘)

oder min ap(x”‘"’“) = f(x* + adF) — Z Aig;(x* + adb)

m 7=1

o} = Z gi(x +nud‘!”)}2
m. Problem: der Gewmhtungsfaktor Ist schwer zu definieren.

Prozessoptimierung



Algorithmus Line-Search-SQP 41
(Sequentielle Quadratische Programmierung)

Nur mit Gleichungsnebenbedingungen

Schritt 1: &k = 0, Vorgabe Schatzwerte x°, AP (x" nicht unbedingt
zulassig).

Schritt 2:  In Iteration k, Berechnung des Gradientenvektors V f(x")
und Approximation der Hesse-Matrix H; (x*, A*) mit der
BFGS-Formel.

Schritt 3:  Ldsung des QPE-Problems

i - 1T
mgﬁn EdTHL(Xk, AM)d + [Vf(xk)]Id

mit g(x") + [Vg(xk)fd =0

Durch analytische Losung erhalt man d*, p* .

h I Fachgebiet I
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Schritt 4:

Schritt 5:
Schritt 6:

Schritt 7:

Wenn die Optimalitatsbedingungen erfillt sind, STOP.
Ansonsten geht zu Schritt 5.

Line Search zur Ermittlung <.
Xk‘.—|—1 — Xk £ &d*jA’{H—l _ f—‘:*

k «— k + 1, Fortschritt mit Schritt 2.

42
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Sequentielle quadratische Programmierung 43
(das SQP-Verfahren)

Problemdarstellung:

mit g;(x) =0 i=1,,m
Imin _j S TJ S 'T:'FH[II _j' j — 1} O n,

f(x), g;(x) sind nichtlineare Funktionen, zusatzlich
9m+r+j — Lymazxj — Lj >0 j =1,---,n
m+r4n+j = L5 — Lminj > 0 j — 1: e, N

Lagrange-Funktion:
m-+r+2n

LA = fx) = ) Xigilx)
=

Prozessoptimierung



Losungsverfahren: 44

Taylor-Entwicklung von x*

LxF+d) = f(x") + [Vf(x")] d + %dTHL(x’: A)d
gi(x* + d) = g:;(x*) + [Vf(x)]" d[Va:(x*)]" d

H(xk? )\k) ISt eine positive definite Approximation der Hesse-Matrix

von L(x, A\) .

Nun sieht das Optimierungsproblem wie folgt aus:

1 4 o
ﬂiim EdTH(X’l“j AN d + [\_/'f(x’l‘)]'fd
mit g;(x") + Vgi(x")d=0 i=1,---,m

el

g;(x") + Vg;(x*)d > 0 i=m+1,--- . m+r+2n

h I Fachgebiet I
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45

Dieses Problem kann mit dem ,active set* Verfahren gel6st werden.
In lteration k werden mit x*. A\*, H” fir Iteration & + 1 x**1, A\**!
berechnet. Die Hesse-Matrix der Langrange-Funktion wird mit dem
BFGS-Ansatz approximiert.

Das SQP-Verfahren:

f(x) mit einer quadratischen Funktion annahern

g(x) mit linearen Funktionen annéahern

Das Problem mit dem ,active set” Verfahren losen.

Aufgrund der Annaherung treten Konvergenzprobleme auf.

m I Fachgebiet I
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Algorithmus Active-Set-SQP 46
(Sequentielle Quadratische Programmierung)

Mit Gleichungs- und Ungleichungsnebenbedingungen

Schritt 1:

Schritt 2;

Schritt 3:

k = 0, Vorgabe Schatzwerte x°, A",
x" muss zulassig sein. Identifikation Active-Set A°.

In Iteration k, Berechnung des Gradientenvektors V f(x")
und Approximation der Hesse-Matrix H (x*, A¥) mit der
BFGS-Formel.

Iterative Losung des QP-Problems

'11

mjn —dTH (x*, AF)d + [Vf( ] d
mit g (x") + [ (% ]T = i e A"
gi(x") + [Vei(xH)]'d>0 igat

mit dem Active-Set-Verfahren. Man erhalt d*, p*.

I Fachgebiet I
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Schritt 4:

Schritt 5:
Schritt 6:

Schritt 7:

47

Uberprifung der nicht aktiven Ungleichungen.
Ermittlung der Schrittlange .

xF = xF + ad*, AT = pu* |, Update Active-Set.

Wenn die Optimalitatsbedingungen erfillt sind, STOP.
Ansonsten zu Schritt 7.

k «— k -+ 1, Fortschritt mit Schritt 2.

I Fachgebiet I
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48

Computation strategy for solving NLP problems

XO
—  SQP
e Ny
function gradients
evaluation computation

I Fachgebiet I
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Vorhandene NLP Software 49

 NLPQL, Schittkowski (1986), Annals of Operations Research,
Vol. 5, S. 485-500.

« MINOS, Murtagh und Saunders (1978), Mathematical Programming,
Vol. 14, S. 41-72.

* GINO, Lieman et al. (1986), Modelling and Optimization with GINO,
Redwood City, Scientific Press.

« GAMS, Brooke et al. (1988), GAMS-A User Guide, Redwood City,
Scientific Press.

e IMSL, (1987) Math/Library, IMSL User's Manual.
« SNOPT, Gill, Stanford University
* IPOPT, Biegler, Carnegie Mellon University

Anwendungsbeispiele:

Morari und Grossmann (1991), Chemical Engineering Optimization
Problems with GAMS, CACHE Design Case Studies, Vol. 6.

Biegler et al. (1997), Systematic Methods of Chemical Process

; Design, Prentice Hall.
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On-line Optimization of a distillation column >0

3

Separation of a methanol-water
mixture under atmospheric pressure

Column: 20 bubble cap trays and
100 mm diameter. Electrical

reboiler, condenser with cold water
Aim of optimization: maximum profit

I Fachgebiet I
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m.

Objective function:

maxr c1Dxp+ coBxpg —csFxp —caFyv — csFywy

L.Fy
Equality constrainsts for each tray:
« Component balances
 Vapor-liquid equilibrium relations
* Energy balance
* Tray hydraulics

Inequality constrainsts:

» State variable constrainst
e Control variable constrainst

Influential factors on optimality:
* Price factors: Cf o 05,04 CLy G
* Feed conditions: F,xp
» Product specifications: D, B, xp.xp

Degree of freedom: 2
e I'D IR

eorl, @

51
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Optimal operating point changing based on C; 52
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Relation between optimization and control 53

Minimum point is inside the feasible region

B

feasible
’ -
region

high control quality
or small disturbance

__ low control quality
or large disturbance

m I Fachgebiet I
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Minimum point is outside the feasible region

B

h. I Fachgebiet I

Prozessoptimierung



	Statische Prozessoptimierung/ Prozessoptimierung 1
	Foliennummer 2
	Foliennummer 3
	Foliennummer 4
	Foliennummer 5
	Foliennummer 6
	Foliennummer 7
	Foliennummer 8
	Foliennummer 9
	Foliennummer 10
	Foliennummer 11
	Foliennummer 12
	Foliennummer 13
	Foliennummer 14
	Foliennummer 15
	Foliennummer 16
	Foliennummer 17
	Foliennummer 18
	Foliennummer 19
	Foliennummer 20
	Foliennummer 21
	Foliennummer 22
	Foliennummer 23
	Foliennummer 24
	Foliennummer 25
	Foliennummer 26
	Foliennummer 27
	Foliennummer 28
	Foliennummer 29
	Foliennummer 30
	Foliennummer 31
	Foliennummer 32
	Foliennummer 33
	Foliennummer 34
	Foliennummer 35
	Foliennummer 36
	Foliennummer 37
	Foliennummer 38
	Foliennummer 39
	Foliennummer 40
	Foliennummer 41
	Foliennummer 42
	Foliennummer 43
	Foliennummer 44
	Foliennummer 45
	Foliennummer 46
	Foliennummer 47
	Foliennummer 48
	Foliennummer 49
	Foliennummer 50
	Foliennummer 51
	Foliennummer 52
	Foliennummer 53
	Foliennummer 54

