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1 Einführung

Diese praktischen Übungen sind so konzipiert, dass die Anwendung der statischen Optimierungs-
methoden an realistischen ingenieurwissenschaftlichen Aufgaben demonstriert werden kann. Zie-
le sind

• die mathematische Formulierung von Optimierungsaufgaben mit Nebenbedingungen
in ingenieurtechnischen Anwendungen,

• die Identifizierung eines geeigneten Algorithmus zur Lösung des Optimierungsproblems
und

• die Analyse der Zulässigkeit und die praktische Umsetzbarkeit der erhaltenen Lösung(en).

2 Problemformulierung

Im Allgemeinen kann ein mathematisches Modell eines beschränkten nichtlinearen Optimie-
rungsproblems (engl. non-linear programming (NLP)) in der Form notiert werden, s. auch [1]:

(NLP ) min
x∈Rn

f(x) (1)

s.t. (2)

hi(x) = 0, i = 1, . . . ,m, (3)

gj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , p. (4)

Die Lagrange-Funktion zum NLP lautet:

L(x,λλλ,µµµ) = f(x) + λλλ>h(x) +µµµ>g(x) ,

wobei

h(x) =

h1(x)
...

hm(x)

 , g(x) =

g1(x)
...

gp(x)

 ,λλλ ∈ Rm und µµµ ∈ Rp,µµµ ≥ 0.

Eine sehr moderne und etablierte numerische Methode zur Lösung des NLP ist die sequentielle
quadratische Optimierungsmethode (engl.: Sequential Quadratic Programming (SQP)). Die
SQP-Methode löst ein allgemeines NLP durch sequentielles Lösen quadratischer Optimierungs-
aufgaben.

Ein allgemeiner SQP-Algorithmus:

Schritt 0: Wähle Startpunkt x(0).

Schritt k:
• Bestimme die Suchrichtung d(k) durch Lösen der quadratischen Optimierungsaufgabe

(QP )k min
d

{
1

2
d>Hkd +∇f(x(k))>d

}
s.t.

h(x(k)) +∇h(x(k))>d = 0

g(x(k)) +∇g(x(k))>d ≤ 0.
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• Finde eine geeignete Schrittlänge αk; z. B. anhand der Armijo-Regel.

• Bilde x(k+1) = x(k) + αkd
(k)

Konvergenztest:
- Falls x(k+1) ein Abbruchkriterium erfüllt, dann STOP. Die Lösung ist gefunden.
- Sonst setze k ← k + 1 und gehe zu Schritt k.

Hier bedeuten:
• Hk = ∇xx(x(k),λλλ(k),µµµ(k)) : Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion L im Iterationsschritt k.
• ∇h(x(k)) : Jacobi-Matrix der Vektor-Funktion h(x) im Punkt x(k).
• ∇g(x(k)) : Jacobi-Matrix der Vektor-Funktion g(x) im Punkt x(k).

Bemerkung: Der komplette SQP-Algorithmus enthält mehr Details als oben beschrieben. Z. B.
sind folgende Themen sehr wichtig:

• Berechunung der Ableitungen ∇f(x),∇h(x) und ∇g(x)

• Berechnung von λλλ(k) und µµµ(k), bevor die Hesse-Matrix Hk = ∇xxL(x(k),λλλ(k),µµµ(k)) berech-
net wird

• Einsatz einer geeigneten Lösungsmethode für die quadratische Optimierungsaufgabe
(QP )k im Schritt k (Aktive-Restriktionen- oder Innere-Punkte-Verfahren; engl.: active
set, interior point methods)

• Einsatz einer geeigneten Regel für die Berechunung der Schrittlänge αk im Schritt k

• Strategie, um die Fortschritte des Algorithmus zu überprüfen, und ob die Zielfunktion in
Suchrichtung d(k) abnimmt (Einsatz der sogenannten Merit-Funktion)

• Wahl des Abbruchkriteriums

Weiterführende Erläuterungen über SQP-Verfahren finden Sie z. B. in [4].

Die MATLABR© Optimization ToolboxTM 1, siehe [5], enthält die Funktion fmincon.m zur Lösung
von NLPs. Die Implementierung der Funktion fmincon.m basiert auf einem SQP-Algorithums.
Unter GNU Octave [6] steht die Routine sqp zur Verfügung.

3 Aufgaben

3.1 Optimaler Entwurf eines Druckbehälters

Eine Druckkammer ist ein geschlossener Behälter für Gase und Flüssigkeiten. Der Druck in einem
solchen Behälter im Betrieb ist meist viel größer als der Umgebungsdruck. Anwendungsgebiete
von Druckkammern sind

• in Dampfkesseln,

1MATLABR© und MATLABR© Optimization ToolboxTM sind ein eingetragenes Warenzeichen bzw. eine einge-
tragene Handelsmarke der The Mathworks Inc.
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• als Warmwasserspeicher,

• in Destillationskolonnen und für die Lagerung von Chemikalien in Chemieanlagen,

• in Kernkraftwerken,

• für den Transport und für die Lagerung flüssiger Gase und Petroleum-Produkten,

• als Motorzylinder, usw.

zu finden.

Der Entwurf, die Herstellung und die Verwendung von Druckbehältern erfordert enorme Präzi-
sion und Vorsichtsmassnahmen, um zukünftige potentielle Risiken zu vermeiden, und die Her-
stellungskosten zu verringern. Nicht präzise Entwürfe von Druckbehälter können zu lebens-
gefährlichen und schädlichen Explosionen führen. Deshalb muss der Ingenieur eine optimale
Entwurfsentscheidung treffen, in dem z. B. die Dicke der Behälterwand und die Materialkosten
als Entscheidungsgrößen betrachtet werden.

Abbildung 1: Einige Anwendungen von Druckbehältern (Bildquelle: [8])

Problemformulierung (siehe z. B. [2])
Betrachtet wird der folgende Druckbehälter, welcher an beiden Enden durch halbkugelförmige
Köpfe verkappt ist.

Abbildung 2: Entwurf eines Druckbehälters (das Bild wurde aus [2] entnommen)

Ziel der Optimierungsaufgabe:
Die gesamten Material- bzw. Herstellungskosten sollen minimiert werden.
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Variablen:
• x1 - Dicke der halbkugelförmigen Schale
• x2 - Dicke der zylinderischen Schale
• x3 - Innenradius der halbkugelförmigen sowie der Zylinderschale
• x4 - Länge des Zylinders

Zielfunktion:

f(x) = 0.6224x1x3x4 + 1.7781x2x
2
3 + 3.1661x21x4 + 19.84x21x3

Nebenbedingungen:

g1(x) = −x1 + 0.0193x3 ≤ 0

g2(x) = −x2 + 0.00954x3 ≤ 0

g3(x) = −πx23x4 −
4

3
πx33 + 1.296.000 ≤ 0

g4(x) = x4 − 240 ≤ 0.

Beschränkungen der Variablen:

0.0625 ≤ x1 ≤ 6.1875

0.0625 ≤ x2 ≤ 6.1875

x3 ≥ 10.0

x4 ≤ 200.0

Schriftliche Versuchsvorbereitung:

3.1.1 Geben Sie die physikalische Interpretation für die oben gegebenen Nebenbedingungen an!

3.1.2 Notieren Sie die zugehörige Lagrange-Funktion und stellen notwendige und hinreichende
Optimalitätsbedingungen auf!

3.1.3 Berechnen Sie den Gradientenvektor ∇f(x) und die Jacobi-Matrix ∇g(x)!

3.1.4 Formulieren Sie die Beschränkungen bezüglich der Variablen in vektorieller Form
xmin ≤ x ≤ xmax!

3.1.5 Lösen Sie die Optimierungsaufgabe mit Hilfe der Funktion fmincon.m aus der MATLABR©

Optimization ToolboxTM (siehe z. B. [5]) bzw. der Funktion sqp unter GNU Octave (siehe
[6])!

Versuchsdurchführung:

3.1.6 Präsentieren Sie Ihre Ergebnisse und diskutieren Sie die eingesetzten Methoden und die
Ergebnisse! Treffen Sie Aussagen über die Verhaltensweisen des Optimierungsverfahrens
hinsichtlich Anzahl der Iterationen und Funktionsaufrufe, CPU-Zeit sowie Abbruchtole-
ranz (soweit dies der Funktionsumfang der Optimierungsverfahren hergibt)!
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3.2 Minimierung des Materialverlustes

Es gibt viele industrielle Herstellungsverfahren, die das Ausschneiden von bestimmten geometri-
schen Formen aus einem gegebenen Ausgangsmaterial beinhalten. Nachdem jedoch der Schneid-
vorgang abgeschlossen ist, wird der Rest des Materials in der Regel als Abfall weggeworfen. Dies
verursacht eine Verschwendung von Material sowie den Verlust von investiertem Geld in den
Kauf der Rohstoffe.

Abbildung 3: Optimales Schneiden (Bildquelle: [9], [10])

Problemformulierung (siehe [7])
Es ist erforderlich, vier Kreisscheiben mit den variablen Radien R1, R2, R3 und R4 aus einer
rechteckigen Stahlplatte auszuschneiden (siehe Abbildung 4).

Ziel der Optimierungsaufgabe:
Das Ziel besteht darin, die Verschwendung von Stahl zu minimieren (d. h., schneide kreisförmige
Scheiben so groß wie möglich aus, so dass der verbleibende Stahl so gering wie möglich ist).
Dies erfordert die Formulierung und Lösung eines Optimierungsproblems.
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Abbildung 4: Das Ausschneiden kreisförmiger Scheiben aus einer rechteckigen Stahlplatte

Schriftliche Versuchsvorbereitung:

3.2.1 Identifizieren Sie die Entwurfsvariablen, die Zielfunktion und die Nebenbedingungen!

3.2.2 Modellieren Sie das Problem als eine nichtlineare Optimierungsaufgabe mit Nebenbedin-
gungen (Minimierungsaufgabe)!

Hinweise: Achten Sie darauf, dass

– die Kreise sich nicht überlappen dürfen (Mindestabstände der Kreismittelpunkte un-
ter Berücksichtigung der Radien),

– die Kreise den Rand des Rechtecks nicht überschreiten und

– die Gesamtfläche der Kreise kleiner oder gleich der Rechteckfläche sein muss!

3.2.3 Stellen Sie die zugehörige Lagrange-Funktion auf!

3.2.4 Notieren Sie die Beschränkungen bezüglich der Variablen in vektorieller Form
xmin ≤ x ≤ xmax!

3.2.5 Lösen Sie die Optimierungsaufgabe für a = 0.30 m und b = 0.20 m mit Hilfe der Funktion
fmincon.m aus der MATLABR© Optimization ToolboxTM bzw. der Funktion sqp unter
GNU Octave (siehe [6])!

Geben Sie zulässige, möglichst gute, von Ihnen gewählte Startwerte für alle Optimierungs-
variablen vor!
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Versuchsdurchführung:

3.2.6 Präsentieren Sie Ihre Ergebnisse und diskutieren Sie die eingesetzten Methoden und die
Ergebnisse! Treffen Sie Aussagen über die Verhaltensweisen des Optimierungsverfahrens
hinsichtlich Anzahl der Iterationen und Funktionsaufrufe, CPU-Zeit sowie Abbruchtole-
ranz (soweit dies der Funktionsumfang der Optimierungsverfahren hergibt)!

3.2.7 Wie schätzen Sie die praktische Umsetzbarkeit der Lösung ein? Machen Sie einen Vorschlag
zur weiteren Verringerung des Materialverlustes!

Anhang

Funktion zur grafischen Illustration eines Kreises im Grafikfenster 1 (figure(1)) (in Octave-
Syntax; unter MATLABR© ist die letzte Zeile durch end zu ersetzen)

function plotcircle(x,y,r,c)

% x, y - Kreismittelpunktkoordinaten

% r - Radius des Kreises

% 0.01 - Schrittweite des Winkels

% c - Farbe

figure(1)

angle=0:0.01:2*pi;

xp=r*cos(angle);

yp=r*sin(angle);

plot(x+xp,y+yp,c);

endfunction
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