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1 Formulieren und Losen linearer Optimierungspro-
bleme

1.1 Produkt-Mix-Problem

Ein Fernsehgeratehersteller produziert in zwei getrennten Produktionslinien zwei Ty-
pen von Fernsehgeraten A und C. Die tagliche Produktionskapazitat betragt far die
A-Linie 60 Gerate pro Tag und fir die C-Linie 50 Gerate pro Tag. Das A-Gerat erfordert
1, das C-Gerat 2 Personenarbeitsstunden. Je Arbeitstag stehen 120 Personenarbeits-
stunden zur Verfligung, die fir beide Gerate eingesetzt werden kénnen. Jedes A-Gerat
tragt 20 $, jedes C-Gerat 30 $ zum Gewinn bei.

a) Wie sollte aus Unternehmersicht die tagliche Produktion aussehen? Formulieren
Sie das Problem, illustrieren und l6sen Sie es grafisch!

b) Leisten Sie die Vorarbeiten (Datenzusammenstellung) zur numerischen Lésung
des Problems unter Nutzung der Routine linprog unter MATLAB®' aus der
MATLAB® Optimization Toolbox! Lésen Sie das Problem numerisch mit Hilfe die-
ser Routine!

Quelle: [1]

TMATLAB® ist ein eingetragenes Warenzeichen der The MathWorks Inc.




1.2 Optimierung der Férderung eines Pumpwerkes

Zur Wasserversorgung einer Kleinstadt steht folgendes vereinfachtes Wasserversor-
gungssystem zur Verfligung, siehe Abb. 1.
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Abbildung 1: Vereinfachtes Wasserversorgungssystem

Das Ziel besteht in der energieglnstigsten Wasserférderung durch das Pumpwerk un-
ter Einhaltung aller Randbedingungen (Bereitstellung einer Reservewassermenge im
Speicher von mindestens (Fall a) 700, Fall b) 500) m3, Verhindern des des Speicher-
Uberlaufs, vollstandige Bedarfsdeckung, maximales Fassungsvermégen des Hochbe-
halters: 1000 m3).

Das dynamische Verhalten soll zeitdiskret beschrieben werden. Der Speicher sei am
Anfang und Ende des Tageszyklus jeweils zu 95 % geflllt. Sein Flllstand habe kei-
ne Rackwirkung auf die Férdermenge durch das Pumpwerk. Im Pumpwerk sind zwei
parallel férdernde Pumpen gleicher Férderleistung installiert, die sowohl einzeln (je 80
m?/h) als auch gemeinsam (150 m3/h) arbeiten kdnnen. Zur Vereinfachung werden nur
drei Zeitintervalle von je 8 h betrachtet. In den beiden ersten Zeitintervallen gilt der
Elektroenergiehochtarif (HT), im letzten der Niedrigtarif (NT). Als Kostenkoeffizienten
fur die Arbeitskosten (variable Kosten) fur eine bzw. zwei Pumpen im Hoch- bzw. Nied-
rigtarif wurden bereits ermittelt:

Anzahl der | Kostenkoeffizienten | Kostenkoeffizienten
der Pumpen im HT in €/h im NT in €/h

1 9,00 6,00

2 18,75 12,50

Der Wasserbedarf der Kleinstadt betrégt in den drei Intervallen jeweils durchschnittlich
105.6875 m?/h, 102.1250 m3/h bzw. 29.6875 m?/h.

Ermitteln Sie den Behalterinhalt und die Pumpenlaufzeiten in den drei Zeitintervallen!



1.3 Losung einer linearen Optimierungsaufgabe mittels Simplex-
Verfahren

Lésen Sie folgendes lineares Optimierungsproblem mittels Simlexverfahren!

min {f(x) = 3z, + 4xs + 5z3} , xeR" n=3
T+ T3 < 2
T1+x9 < 5, z; > 0,:=1,2,3

2 Losung von Optimierungsproblemen mit GAMS

2.1 Einfuhrung in GAMS

2.2 Maschinenbelegungsplanung

Zur Fertigung zweier Endprodukte F; und E, sind drei Maschinen nétig. Pro Men-
geneinheit der Produkte E; und E, sind an der Maschine F; bzw. F, bzw. F; die in
folgender Tabelle angegebenen Bearbeitungszeiten a;; in Stunden erforderlich

B R R
E, |1 2 3
By 4 3 1

Pro Woche sind an den einzelnen Maschinentypen die folgenden Maschinenzeiten b;
in Stunden verflgbar:
by = 36, by = 32, by = 34.

Pro produzierte Mengeneinheit des Endproduktes £; ergebe sich ein Nettogewinn von
c; in Euro
C1 = 12, Cy = 30.

Gesucht sind die pro Woche zu fertigenden Mengen z;, x» (Mengeneinheiten) der
Produkte E;, F,, so dass unter Nichtlberschreitung der verfigbaren Maschinenzeiten
der Gesamtgewinn G pro Woche mdglichst grof3 ist.

Formulieren Sie das Optimierungsproblem und implementieren sie es zur Lésung in
GAMS!

Quelle: [2]



2.3 Gemischt-ganzzahliges Optimierungsproblem (engl.: Mixed
Integer Optimisation Problem)

Gegeben ist der nachfolgend skizzierte Produktionsprozess. Aus einem Rohstoff (Roh-

Investitions- / Betriebskosten / Ausbeute (alle Kosten in 1000 €)

kosten pro Einheit
8/14/0,8 75/1,6/0,85
X3
. X1 >
Rohstoff: > M1 Xs M3
_— Bedarf:
‘ . .
5/1,0/0,6 7/1,3/0,8 10 Einheiten
Kosten: X4
5000 € X2 >
pro Einheit > M2 X6 M4

Abbildung 2: Produktionssystem

stoffkosten: 5000 € pro Einheit) werden in einer ersten Fertigungsstufe zwei Zwischen-
produkte erzeugt, die in einer zweiten Fertigungsstufe zu einem Endprodukt verarbei-
tet, dass dem Markt in 10 Einheiten zur Verfigung gestellt werden soll. Zu berechnen
ist die optimale Konfiguration des Prozesses unter Beachtung der Investitionskosten
(einmalig), der Betriebskosten (pro Einheit) und der Ausbeute.

Formulieren Sie ein Optimierungsproblem unter dem Gesichtspunkt der Kostenmini-
mierung und implementieren Sie es zur L6sung in GAMS! Lésen Sie drei Teilaufgaben
mit unterschiedlichen Beschrankungen!

xl = [T1mar 10 T3 mar 10 10 10]

a) T1,maz = 205 T3,maz = 20
b) xl,ma:p - 207 m,&mam - 10

C) X1, maz = 105 X3, max = 10

3 Unbeschrankte Optimierungsprobleme, Optimali-
tatsbedingungen, numerische Suchverfahren

3.1 Quadratische Formen

Untersuchen Sie, ob es sich bei den nachfolgenden Ausdriicken um quadratische For-
men handelt!



f(x) = 21 + 213

f(x) = 2129

flx) = o — 23

f(z) = 27 + 3z125 + 323

3.2 Definitheit von Matrizen

Untersuchen Sie die Definitheit folgender Matrizen!

a)

a- 55
a- 50
A=l %)

3.3 Transzendente Gleichung

Wie kann die Lésung der transzendenten Gleichung x = e~ als Optimierungsproblem

formuliert werden?



3.4 Modellanpassung

Stellen Sie ein Optimierungsproblem auf, bei dem Sie ein angedachtes Modell (Funkti-
on z = f(y)) an die gegebenen Messwerte anpassen! Die Messwerte lauten (Index m:
Messwerte, Index mod: Modellwerte):

Y= =3 —2 —10123}T : zm:[11.16.22.91.983.1610.9]T

Das angedachte Modell lautet: z,,,s = f(y) = ay® + b . Formulieren Sie das Optimie-
rungskriterium entsprechend der Methode der kleinsten Fehlerquadrate!
3.5 Analytische Losung von Optimierungsproblemen
Lésen Sie das Optimierungsproblem
min f(x), ¢ € R?

fr nachfolgende Zielfunktionen! Geben Sie die optimale Lésung «* und den zugehdri-
gen Zielfunktionswert f* = f(x*) an!

a)
f(x) = 227 + 23129 + 525
b)
f(x) = 2? + 23 — 42, — 625 + 13
c)

f(x) =100 (25 — x?)2 + (z —1)°

3.6 Iterationsregel der Newton-Methode

Stellen Sie die lterationsregel der Newton-Methode zur Minimierung der Zielfunktion
f(x) auf!

3.7 Losung eines Optimierungsproblems mit der Newton-
Methode

Ldésen Sie folgendes Optimierungsproblem mit der Newton-Methode! Welchen Einfluss
hat der Startpunkt z° auf das Ergebnis?

N I T . 18 2 |1
mgﬂm{éwAa:—i—bm} mltA_[Qzl]’b_[ }



3.8 Optimale Schrittweite bei eindimensionaler Suche,
Gradienten-, Konjugierte-Gradienten-Verfahren

a) Bestimmen Sie die optimale Schrittweite «o* fur das Gradienten- und das
Konjugierte-Gradienten-Verfahren und eine quadratische Zielfunktion
f(x) = 32" Hex, H - symmetrisch!
Ermitteln Sie dazu zun&chst den Gradienten der Zielfunktion! Stellen Sie dann
die Iterationsvorschrift fir das Gradienten- und das Konjugierte-Gradienten-
Verfahren auf und setzen Sie sie in die Zielfunktion ein! Wie kann man dann
die optimale Schrittweite o* berechnen und wie lautet sie?

Hilfen:

(Hz)" = z"HT
H"H = HH = H?, wenn H symmetrisch

b) Gegeben sei folgendes Optimierungsproblem:

. 1 4 2
mwmf(m) = mingx Hx K H = [2 10]

Berechnen Sie unter Nutzung des Gradienten- und des Konjugierte-Gradienten-
Verfahrens ausgehend vom Startpunkt z° = [2 — 2|7 zwei lterationen x*, o*”,
f*(z*) und das Normquadrat des Gradienten ||g*||?! Benutzen Sie zur Bestim-
mung von o die Ergebnisse aus den Teilaufgaben a;) und a,)!

4 Gleichungsbeschrankte Optimierungsprobleme

4.1 Beispiel 1

Lésen Sie folgendes Optimierungsproblem unter Verwendung der notwendigen Opti-
malitatsbedingungen!

min f(z) = min[(z; —2)* + (22 — 2)?]
T+ 2Ty = 6
a) Errechnen Sie die unbeschrankte Lésung!

b) Ermitteln Sie die Lésung unter Beriicksichtigung der Gleichungsbeschrankung,
indem Sie die Gleichungsbeschrankung zur Elimination einer Variablen benut-
zen!

c) Verwenden Sie die Lagrangefunktion zur Berechnung der beschrankten Lésung!



4.2 Beispiel 2

Lésen Sie folgendes gleichungsbeschranktes Optimierungsproblem unter Nutzung der
Lagrangefunktion!

min f(z) = min [(z1 + 1)* + 23]
glx) = 2, —25 =0

a) Berechnen Sie z*, f(x*) und X!
b) Begrinden Sie die Lésung grafisch!

c) Wie lautet die unbeschrankte Lésung?

5 Ungleichungsbeschrankte Optimierungsprobleme
und deren Losung

5.1 Beispiel 1

Gegeben ist folgendes Optimierungsproblem:
min f(z) = min[(z; —4)% + (22 — 4)?]

hz) = 2i+23—1 <0

Berechnen Sie die optimale Lésung des beschrankten Problems z73, x5 und den opti-
malen Funktionswert f(z*)!

5.2 Aktive-Restriktionen-Strategie

Lésen Sie das durch 5 Ungleichungen beschréankte Optimierungsproblem mit einer
Aktive-Restriktionen-Strategie!

H;in flxe) = mfgn 227 + 23 — 48z — 40z5)
r1+22 < 8
rzy < 6
r1+3ry <18
z; > 0
Ty 2>
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