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Kleines Matrix-ABC

1 Elementares

Eine (n x m)-Matrix ist eine rechteckige Anordnung von reellen oder komplexen Zahlen a;; (auch
Skalare genannt) und besteht aus n Zeilen und m Spalten:

a1 a2 - Am

a1 dx - d2m
A= {Ell‘j} =

Anl An2 - Aum -

Die Skalare ajj heiflen Eintrage oder Elemente der Matrix A. Eine Matrix heifit quadratisch, wenn
n = m ist. Der Raum der reellen n x m-Matrizen wird mit R"*" bezeichnet.

Eine Matrix mit nur einer Spalte, also m = 1 heifst Spaltenvektor:

01

02
v=| .| eR"

OUn

Die Eintrdge v; des Vektors sind wieder Skalare und haben meist nur einen einstelligen Index. Eine
Matrix mit nur einer Zeile heifdt entsprechend Zeilenvektor. Um dies zu betonen werden Zeilenvek-

toren haufig als transponierte Spaltenvektoren geschrieben: v”.

Zur Notation Manche Autoren verwenden spezielle Schriftsdtze, um zwischen Matrizen, Vektoren
und Skalaren zu unterscheiden. So werden Matrizen manchmal durch GrofSbuchstaben (A, B, ...),
Vektoren durch Kleinbuchstaben (g, x, v, . ..) und Skalare durch griechische Buchstaben («, 8,7, ...)
dargestellt. Andere verwenden fette Buchstaben A,B,C fiir Matrizen oder Pfeile tiber den Buchstaben
(@, X, D) fiir Vektoren. Leider gibt es keine einheitliche Konvention. Deshalb sollte man im Zweifelsfall
stets selbst priifen, um was es sich handelt.

Identitat (Einheitsmatrix) I, € R"*" mit:

1 0 0
0 1
Iﬂ:
0
-0 0 1_

Wenn sich die Dimension aus dem Zusammenhang ergibt, wollen wir den Index n weglassen.

Transponierte Beim Transponieren einer Matrix werden Spalten und Zeilen vertauscht. Wir notie-
ren! die Transponierte einer Matrix A einem hochgestellten T:

1 4
A:[iéz], AT =12 5
3 6

IManche Autoren schreiben A’.
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Kleines Matrix-ABC

Man beachte, dass sich fiir nicht-quadratische Matrizen auch die Dimension dndert.

Nattirlich konnen auch Vektoren transponiert werden. Dabei wird aus dem Spaltenvektor v der Zei-
lenvektor v7.

Bei Matrizen mit komplexwertigen Elementen wird beim Transponieren haufig auch gleich das Vor-
zeichen der Imaginirteile der Elemente gewechselt, also konjugiert.? Diese Operation heif}t adjun-
gieren, die Adjungierte der Matrix A wird mit A* bezeichnet.?

Lineare Unabhangigkeit Die Menge von Vektoren {vy,...,v,} C R” heifit linear abhingig, wenn
es reelle Zahlen ay, ..., a, € R gibt, die nicht alle null sind, so dass fiir die Linearkombination gilt:

w101 + a0 4+ ...+ a0, =0.

Wenn die einzige Losung a1 = ap = ... = a, = 0 ist, so heifst die Menge von Vektoren linear
unabhingig.

Rang Der Rang einer Matrix bezeichnet die Anzahl ihrer linear unabhangigen Spalten (oder Zeilen).
Sei A € R"*". Dann gilt:

rang(A) < min{m,n}
rang(A) = rang(AT).
Fiir quadratische Matrizen A € R"*" gilt:

wenn rang(A) = 1, so heifit A regulir (oder nicht-singulir),
wenn rang(A) < 1, so heifit A singulér (oder nicht-regular).

Addition Zwei Matrizen werden addiert, indem jedes Element addiert wird. Es konnen also nur
Matrizen gleicher Grofse addiert werden.

Multiplikation Zwei Matrizen werden multipliziert, indem die Skalarprodukte der Zeilen und Spal-
ten ausgewertet werden. Genauer gesagt ergibt sich der Eintrag a;; des Produkts zweier Matrizen aus
dem Skalarprodukt der i-ten Zeile des ersten Faktors und der j-ten Spalte des zweiten Faktors. Be-
achten Sie, dass nur Matrizen geeigneter Dimension multipliziert werden konnen.

Seien A € R™"™ B ¢ R"*",s0ist C = AB € R"*":

- " -
b b)Y el o ) awby
ain a1z o Am j=1 j=1
byr -+ by
C pu— p—
A, a a ' ' & &
nl n2 nm . h. . . h.
by - by Z; anj bjn Z; yj bjr
Lji= = i

2 Achtung: Matlab macht dies beim Transponieren von komplexen Matrizen automatisch.
3Nicht zu verwechseln mit der Adjunkten, die weiter unter betrachtet wird.
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2 Quadratische Matrizen

Quadratische Matrizen haben die gleiche Anzahl von Spalten wie Zeilen.

Spur Die Spur einer Matrix ist die Summe der Diagonalelemente:

Spur(A) = Z aj .
i=1

Kofaktor und Minor Die Kofaktoren ;; berechnen sich mit Hilfe der Minoren oder Unterdetermi-
nanten. Es gilt: .

1ij = (=1)" det(My) ,
wobei M;; € R(=1)x(n-1) diejenige Untermatrix von A ist, die nach Streichen der i-ten Zeile und
j-ten Spalte bleibt. Deren Determinante det(M;;) heifit Minor oder Unterdeterminante.

Als Hauptminoren, Hauptunterdeterminanten oder auch Hauptabschnittsdeterminanten werden
diejenigen Minoren bezeichnet, die zu denjenigen Untermatrizen gehoren, die durch sukzessives
Streichen der letzten Spalte und untersten Zeile hervorgehen (manchmal auch als ,nordwestliche
Untermatrizen” oder Hauptabschnitt bezeichnet). Es gibt also stets # Hauptminoren.

Determinante Die Determinante einer Matrix kann iterativ {iber ihre Unterdeterminanten gebildet
werden. Dafiir gilt:

n
det(A) =Y avij,
j=1
wobei der Index i beliebig gewéahlt werden kann und 1;; der (i, j)-Kofaktor von A ist.

Beispiele: Entwicklung entlang der ersten Zeile:

det [Z Z] = ad-bc, (die Kofaktoren sind: y11 = d, y12 = —¢)
a b ¢

det|d e f| = adet[e f}—bdet[d f]+cdet[d 1
¢ h i h i g i g h

Adjunkte Die Adjunkte? setzt sich aus den Kofaktoren zusammen. Sei C(A) = {7;;} eine Matrix
deren Elemente die Kofaktoren von A sind. Dann ergibt sich die Adjungierte durch Transponieren:

adj(A) = C(A)T

Beispiel: Fiir eine (3 x 3)-Matrix ergibt sich also:

i i S 4T
det [e f —det [d f det d e
h i) g 1 Fama
a b oc b cl a c| (a D]
adj [d e f| = |—det [h ; det[ ; —det I
¢ i | g 1] & ]
der) o —aeelf 6] aelf ]

4 Adjunkte nicht zu verwechseln mit der Adjungierten (konjugiert-komplexe Transposition)

(Dr. Kai Wulff) Seit 3 16. April 2013



Kleines Matrix-ABC

Inverse Sei A € R"*" regular:

A*l

B det(A)adj(A) '

Beispiel: Besonders einfach ist das bei (2 x 2) Matrizen:

d

R

ad —bc |—c a

A = [Z b}, mit det(A) # 0

Inverse einer Transponierten Sei A € IR"*" regular. Es gilt:

)" = ()
weil: (AT)_lAT = <A‘1>TAT

I = AA™!

Aquivalente Eigenschaften Sei A € R"*". Es gilt:

rang(A) <n <& det(A)=0 <& Aistsingulir < Aistnicht-regulir <
& Aistnichtinvertierbar < A hat (mind.) einen Eigenwert A = 0.

Ahnlichkeitstransformation Sei A, T € R"*" und T regulir:
A=T'AT.

A und A heiflen dhnlich. A und A haben den gleichen Rang, die gleiche Determinante, die gleiche
Spur, die gleichen Eigenwerte (mit jeweils gleichen algebraischen und geometrischen Vielfachheiten).

Kommutierende Matrizen Bis auf Ausnahmefille gilt:

AB + BA

Beispiel:

11 10 2 1 11
P A P R OV

Man sagt: die Matrizen A und B kommutieren, wenn gilt: AB = BA

Beispiel:

11 2 1 2 3
a=lo 3] B=[o o) am-ma=|3 3]

Man kann sogar zeigen, dass Matrizen, die in oberer Dreiecksform sind, immer kommutieren.
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3 Produkte von Matrizen

In manchen Fillen ist es hilfreich, das Produkt zweier Matrizen nicht unmittelbar durch seine Ele-
mente auszudriicken, sondern durch seine Zeile oder Spalten.

Beispiele: Seien dabei A € R"*™ und B € R™*". Sei weiter a; die i-te Spalte von A und b]-T
die j-te Zeile von B.
_b%"_

by
AB=[ay ay - am|| = abf + abl + .. 4 a,b] .

by

Man beachte: auf der rechten Seite steht eine Summe von Matrizen aus R"*”.

Seien weiter C € R"*" und D € R"*F. Dann kann das Produkt auch spaltenweise:
CA=Clm ap -+ ay]=|[Ca1 Cay --- Cay) € R

oder zeilenweise aufgeschrieben werden:

b7 b7 DT
b bID

BD = D = € R™*P
by by,

Transponierte eines Produkts Sei A, B € R™*",

(AB)T = BTAT

Rang eines Produkts Seien A € R"*" und B € R"™*".

rang(AB) = min {rang(A), rang(B) }

Determinante eines Produkts Sei A, B € R"*":

det(AB) = det(A) det(B)

Inverse eines Produkts Sei A, B € R"*", regular:

(AB) ! =B1A"!
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4 Eigenwertgleichung

Als Eigenwertgleichung der Matrix A € R"*" wird folgender Zusammenhang bezeichnet:
Av = Av. 1)
Dabei heifsen
A € C Eigenwert von A und
v e C" zu A zugehoriger Eigenvektor von A.

Wir konnen die Eigenwerte von A finden, wenn wir Av auf die rechte Seite bringen und v ausklam-
mern:

0=Av— Av
0=(A—-A)v.
M

Das Ergebnis 1463t sich nun wiederum als Eigenwertgleichung interpretieren: v ist Eigenvektor zum
Eigenwert Ay = 0 von der Matrix M = AI — A. Also ist die Matrix M singuldr und es gilt:

det(M) = det(AI—A) = 0 (2)
Jedes A € C, fiir das diese Gleichung erfiillt ist, 16st die Eigenwertgleichung.

Die Determinante det(AI — A) ist ein Polynom n-ten Grades in A und wird charakteristisches Poly-
nom genannt:
p(A) :=det(Al — A) = A" +a, (A" 14 agA Fag

wobei g; € R solange A ausschliefilich reelle Elemente besitzt.
Die Nullstellen (Wurzeln) des charakteristischen Polynoms p(A) sind also die Eigenwerte von A.

Sind alle Eigenwerte verschieden, so findet man genau n Stiick. Tritt ein Eigenwert A; mehrfach auf,
so bezeichnet y(A;) die algebraische Vielfachheit. Es gilt dann aber auch: }; j(A;) = n. Fir reelle
Matrizen A treten nicht-reelle Eigenwerte stets in konjugiert-komplexen Paaren auf.

Zu jedem Eigenwert A kann man mindestens einen linear unabhingigen Eigenvektor v € C" fin-
den, hochstens aber y(A). Die Anzahl der linear unabhingigen Eigenvektoren heifit geometrische
Vielfachheit v(A). Es gilt also:

1<v(A) <p(d)

K
Der Eigenwert A mit algebraischer Vielfachheit j(A) > 1 heifit halb-einfach, wenn gilt (1) = v(A).
Fiir die Eigenwerte gilt:

i)‘f = Spur(A) und  [TA = det(4)

Achtung: Hier treten die Eigenwerte entsprechend ihrer algebraischen Vielfachheit auf.

Caylay-Hamilton Theorem Sei
p(A) = det(AI-A) = A"+a, A"+ +mA+a
mit A € C das charakteristische Polynom von A € R"*". Dann gilt:
p(A) = A"+a A"+ +mA+al = 0. 3)
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