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Beiblatt 3: Rekursives Backstepping fiir Systeme in pure-feedback-form

Wir strukturieren das System in pure-feedback-form zunichst in folgender Weise

X1 = f1(x1,x2) } =
Xo = fa(x1, x2,x3) X
X3 = f3(x1, X2, X3, X4) i g

ka :fk(xl,xz,. . .,xk,u)

Wir nehmen an, wir haben eine Funktion a1 (x7), #1(0) = 0, so, da8 der Ursprung x; = 0 im System
%1 = f1(x1,a1(x1)) global (lokal) asymptotisch stabile Ruhelage ist. Dariiber hinaus sei hierzu eine
Lyapunov-Funktion V(x7) fiir den geschlossenen Regelkreis gegeben.

Zunichst betrachten wir das System ¥; und wahlen als Kandidaten fiir eine Lyapunov-Funktion

1
Vaa (2, %2) = V(x) + 5 (x2 = (x1))* @
Die Ableitung entlang der Losungstrajektorie von X; lautet dann
. oV (x ony(x
Vo (x1,%2) = aill)fl(xl,xz) + (%2 — a1(x1)) (fz(xlfxz, X3) — 5ill)f1(x1,x2)> ~ 2)

Um diese Beziehung mit der Stabilititsaussage der Annahme verbinden zu kénnen, verwenden wir
die Hilfsgrofse des verallgemeinerten Backsteppings (siehe Anhang des Beiblatts) und eliminieren
in Gleichung (2) den Term f;(x1, x2). Ebenso eliminieren wir in (2) den Term f>(x1, x2, x3). Mit den
Gleichungen (16) und (17) aus dem Anhang folgt

fi(x1,x2) = fi(xq, a1(x1)) + Gi(x1, x2 — a1 (x1)) (32 — a1 (x1)) 3)
fa(x1,x2,x3) = fa(x1, %2, a2(x1, %2)) 4+ G2 (x1, X2, X3 — a2(x1, x2)) (3 — a2 (x1, x2)) (4)

und durch Einsetzen in (2) erhilt man

Va1, 32) = 28 fy ) +
<0
(x2 —ap(x1)) <8‘gi31c1) Gi(x1, x0 — a1 (x1)) + f2(x1, X2, a2(x1, x2)) — a‘)giifl)fl(xllng +
(x2 — a1 (x1)) Ga(x1, X2, X3 — a2 (x1, X2)) (3 — a2 (x1, x2)) - 5)
9Vg,1(¥1,%2)

Der letzte Summand in (5) tritt nur auf, wenn x3 # a(x1, x2). Bei der Stabilisierung des Systems X4
mittels x3 = ap(x1,xp) tritt er also nicht auf. Fiir diese Stabilisierung wahlen wir a(x1, x2) so, daf3

der in (5) unterstrichene Term resultiert in:  —Kj(x2 — a1(x7)), Ky > 0.
Damit gilt
duq (x oV (x
fo(x1,x0,a0(x1,%2)) = — Ky (x2 —aq(x1)) + 1 l)fl(xlfx ) — aill) Gi(x1,x0 —a1(x1))  (6)

8x1

und fiir x3 = ap(x1, x2) ist V,1(x1, x2) eine Lyapunov-Funktion des geschlossenen Regelkreises bzgl.
System X1. Denn fiir x3 = ax(x1, x2) wird aus Gleichung (5) nunmehr

E)V(xl)
axl

Die gesuchte Funktion a; (x1, x2) bestimmt man aus (6) mit dem Satz iiber implizite Funktionen.

Va,1 <X1,XZ) = fl(xl,oq <X1)) — K1(X2 — 061(3(1))2 <0 V<X1,X2)T € IRZ\{O} . (7)
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Genau wie beim Backstepping fiir Systeme in strict-feedback-form erweitern wir das System ¥; nun
auf das System X, und wihlen als Kandidaten fiir eine Lyapunov-Funktion

1
Vo (x1,x2,x3) = Va1 (x1,x2) + E(x3 —ax(x1,x2))? (8)
und verwenden im weiteren die Abkiirzung w; = (x1,..., x]-). Demnach schreiben wir (8) als
1
Vi (ws) = Va1 (w2) + E(Xs — aa(wy))%. )

Die Ableitung entlang der Losungstrajektorie von ¥, lautet dann

Vaa(wa) = Vaa(wa) + (32 = na(eon) ( oCen) = 220 o)), ateon) = (102 . 10

Der Ausdruck V, 1(w;) folgt aus Gleichung (5) unter Verwendung der eben bestimmten Funktion
az(x1, x2). In (5) muB jedoch beriicksichtigt werden, daff nun x3 # a»(x1, x2). Man erhilt also

. dV(x Vi1(wq, x
Vai(wr) = aill)fl<x1/“1(xl)) — Ki(x — a1 (x7))* + %Gz(wz x3 — ap(wy)) (x5 — a2 (ws))
(11)
Nun driicken wir noch f3(w,) mit der Hilfsgrofle aus dem Anhang des Beiblatts aus und erhalten:
. aV(x
Vi (ws) = aill)ﬁ(xl/“l(xl)) — Ki(xp — ag(x1))? +
<0 ’
oV, 1(wq, x dus(ws) -
(x5 — ta(iw)) (L1 22) 6 0, 1 — i (102)) + fo(os, s (aes) — 2202 g ) )
axz awz
(x3 — az(w2)) Ga(ws, x5 — az(ws)) (xa — az(ws)) (12)
—_——
9V, 2 (wp,x3)
dx3

Der letzte Summand in (12) tritt nur auf, wenn x4 # a3(w3). Bei der Stabilisierung des Systems %,
mittels x4 = ag(w3) tritt er also nicht auf. Fiir diese Stabilisierung wihlen wir az(ws) so, da der in
(12) unterstrichene Term resultiert in: —Kjy(x3 — az(ws)), Kz > 0.

Auf diese Weise erhalten wir

gz (wr) - _ OV, 1(x1, x2)

qw, 127 9x2

und um a3(w3) zu bestimmen wenden wir auf (13) den Satz tiber implizite Funktionen an, usw.
Damit ergibt sich folgende Rekursion zur Bestimmung eines Reglers.

fa(ws, a3(ws3)) = —Ka (x3 — az(w2)) + Ga(wa, x3 — az(wa))  (13)

Rekursion: Bestimme die Ausdriicke « i (w]-), j=2,...,kmit dem Satz tiber implizite Funktionen bzgl.
fi(wj, j(w;)) =

Vo j2(wj—, Xj_1)
—Kj_1(xj—aj_1(wj_1)) + = ! !

ax]-_1

dai_1(wi 1) -
TNV 2 ) —
awj—l f]—l( ])

Gji1(wj_1,xj—aj_1(wj-1)),
(14)
wobei _
fia(wy) = (ﬂﬂfgz(ué,])l )> o Vaj(w)) = Vajo(wj) + % (% — &1 (wj1)*
mit Startwerten fi(w,) = f1(w;) und V0 = V.

Das Regelgesetz folgt am Ende der Rekursion zu:  u = ag(wy) = ay(x1, ..., Xg).
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Anhang: Motivation der HilfsgréBe beim verallgemeinerten und rekursiven Backstepping

Um die Stabilitdtsaussage von einem vorherigen Rekursionsschritt verwenden zu konnen, kann man
Ausdriicke der Form f(x1,x2) in f(x1,a(x1)) umformen. Dabei ist x; als vektorielle Grofle, x; als
skalare Grofie aufzufassen. Definieren wir

g(A) := f(x1, (1 —A)a(x1) + Axp)
mit skalarem Parameter A, dann folgt:

dA (x2—a(xy)).
v=(1-A)a(x1)+Ax2

1
flx1,x2) — f(x1,a(x1)) = g(1) — g(0) = /Z—/g\d}\ - /w
0

Wir haben also gezeigt, daf3 gilt:

df(x1,0)

1
fx1,x0) = fxr,a(x1)) = G(xg, 22 — a(x1)) (2 —a(x1)),  G(x1,x2) :/ . dA.  (15)
0

v=a(x1)+Ax;

Anwendung: Beim rekursiven Backstepping von Systemen in pure-feedback-form wendet man die
Beziehung (15) auf Funktionen f;(x1, ..., x;, xit1) an. Mit w; = (x1, ..., x;) erhdlt man somit

filwi, xip1) = fi(wi, ai(wi)) + Gi(wy, i1 — ai(w;)) (xip1 — ai(wy)) (16)

mit
[ 3fi(w;,0)
Gi(wj, xit1) :/187011 A . (17)
0

v=0;(w;) +Ax;41
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