Nichtlineare Regelungssysteme 2 Winter 2014/2015

Beiblatt 5: Beweis des Satzes (iber die Zustandslinearisierbarkeit (SISO) !

notwendig (<): Wir nehmen also an, daf3 es in einer offenen Umgebung D eines Punktes ¥ einen
Diffeomorphismus in Form einer Zustandstransformation z = 7(x) sowie eine reguldre Eingangs-
transformation u = a(x) + B(x) v so gibt, dafl das System in Brunovsky-Form vorliegt:

21 01 0---0 21 0
2 01 || 2 0
=0 S I e 2 1)
Zn_1 S O | Zn_1 0
Z'n 0---o----- 0 Zn 1

Man erkennt, dafs der ,,Ausgang” y = z; des System in Brunovsky-Form den Relativgrad n aufweist.
Mit der Invarianz des Relativgrads gegeniiber Zustands- und Eingangstransformationen schlieflen
wir, da der ,,Ausgang” vy = T71(x) ebenso den Relativgrad n hat.

Demnach gilt

Eng = EgEle = Egﬁ%'ﬁ == Egﬁ?iz’l—l =0 (2)

sowie

EgLJ’Z’1T1 £0. (3)

Die Gleichungen in (2) und (3) lassen sich mit dem Hilfssatz im Anhang des Beiblattes (siehe dazu
auch die Bemerkung) in d4quivalenter Weise umformen zu

‘Cng:‘Cadnglz‘Cad;ng:“‘:‘Cad}?‘zgrlzo <~ ,Cad;leo, k=0,1,...,n—2 (4)
sowie
Ead;lflg’rl 7é 0. (5)
In Zusammenfassung gilt also
Lot = 0, k=01,..,n-2
Ead;lflg’rl 7&
81’1 2 n—2 n—1
= ™ (g, adsg, adjg, ... ,ad} g, ad} g) =(0,0,0,...,0, c(x)) (6)

fiir eine skalarwertige Funktion ¢(x) mit ¢(x) # 0 in einer Umgebung von X. Da die Zustandstrans-
formation z = T(x) nach Voraussetzung bereits vorliegt, ist mit z; = 7 (x) bereits eine Losung des
homogenen Anteils der partiellen Differentialgleichung (6), d.h. zu

s 2 -2\ _
2 (g, adyg, adlg, ... ,ad! g) =(0,0,0,...,0) 7)

gegeben. Nach dem Frobenius-Theorem ist die Distribution A = span { g, adyg, ad% S ad?*2 g}

also involutiv.

Es bleibt also noch zu zeigen, daf8 die Vektorfelder g, adyg, ad}g, ,ad?‘zg, ad}’_1 g an jedem
Punkt x in einer Umgebung um £ linear unabhéngig sind.

Wir beweisen den Satz in Anlehnung an die Biicher von A. Isidori, Nonlinear Control Systems, 3rd. Edition, Springer,
2001 und R. Marino, P. Tomei, Nonlinear Control Design, Prentice Hall, 1995
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In Anlehnung an die Idee fiir den Beweis der Regularitdt der Transformationsmatrix auf Regelungs-
normalform im linearen Fall untersuchen wir das Matrizenprodukt H(x)G(x) mit

an
ox
o (L)
H(x) = : , G(x) = <g, adyg, ... ,ad;’(_zg, ad?_lg) ) 8)
2(c1m)
ax\~f 1
%(ﬁ?_lﬁ)
Damit gilt zunédchst
Lo11(x) LadrgT(x) Ead}kzgrl(x) Ead?qgrl(x)
ﬁgﬁf’ﬁ (X) Eadngle (x) s Ead;—zgﬁf'fl(x) *
H(x)G(x) = : : : NG
Egﬁj’ﬁ’zrl(x) Eadfgﬁj’ﬁ’zrl(x)
Egﬁj’ﬁ’lrl(x) * . . *

An den Beziehungen (2) und (3) erkennen wir, dafy die Voraussetzungen des Hilfssatzes fiir p = n
gegeben sind. Mit dem Hilfssatz folgern wir

0 0 ¢
: . O %
Hx)G(x)=1| + .- .- - |, (10)
0o ¢ - :
O % eee oo %

wobei das Symbol ¢ fiir einen nicht verschwindenden Eintrag bzw. das Symbol * fiir einen nicht
weiter spezifizierten Eintrag steht.

Folglich ist nach den an die Vektorfelder gestellten Glattheitsforderungen das Produkt H(x)G(x)
der Matrizen H(x) und G(x) fiir alle x in einer Umgebung von % regulér. Dies ist aber nur moglich,
wenn die Matrizen H(x) und G(x) beide regulér sind. G(x) ist fiir alle x in einer Umgebung von %
aber genau dann regulédr, wenn die Spalten von G(x) linear unabhingig sind. Demnach gilt, daf die
Vektorfelder g, ad 78 ad? L S adjﬁ_zg, adjﬁ‘l g an jedem Punkt x in einer Umgebung um x linear
unabhéngig sind.

Damit ist der notwendige Teil des Satzes bewiesen.

hinreichend (=): Aus der Involutivitit der Distribution A = span { g, adgg, adjzfg, ,adj}_zg}

schliefen wir mit Hilfe des Frobenius-Theorems auf die Existenz einer nicht-trivialen Losung 1 (x)
der homogenen partiellen Differentialgleichung

aalxl <g, adsg, adlg, ... ,ad;—2g> =(0,0,0,...,0 = Lgm=0 k=01...n-2
(11)
mit %lxl # 0 in einer Umgebung von %. Demzufolge steht der Gradient der Funktion 7; fiir alle x in
einer Umgebung von X auf den entsprechenden n — 1 Vektoren g, ad g, adfcg, e ad?*zg senkrecht.

Jedoch kann der Gradient der Funktion 11 nicht (auch noch) auf ad?f1 g und damit auf allen Vektoren
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n—

des R" senkrecht stehen, denn die Vektoren g, adyg, ad%g, ... ,ad ¥ 1 ¢ sind fiir x = X nach der

zweiten Bedingung des Satzes linear unabhéngig. Da aber % # 0 erhalten wir

! -1

gad? g = Ead?—lgT] 7& 0. (12)
Nach dem Hilfssatz folgt zundchst die Giiltigkeit der Beziehungen in (2) und (3). Daher konnen wir
den Hilfssatz abermals auf das Matrizenprodukt (9) anwenden und erhalten die Regularitdt der Pro-

duktmatrix gemaB (10). Damit ist aber notwendigerweise auch H(X) reguldr, d.h. die Zeilenvektoren

aT1 d d n—2 i n—1
g,a(ﬁf'ﬁ),,a(ﬁf T]),ax<£f T1)

sind in einer Umgebung von ¥ linear unabhédngig. Damit konnen wir nun eine Abbildung T zur Wahl
neuer Koordinaten definieren

7 (x) %
E{ﬁ (x) 3 %(ﬁf'ﬁ)
z=1(x):= L (x) = £ = : ,
. %(E?—Z,ﬁ)
E}"lrl(x) %(ﬁj’l’ln)

denn als Folge des Satzes iiber implizite Funktionen ist die Abbildung T lokal invertierbar und stetig
differenzierbar, d.h. sie ist ein Diffeomorphismus.

Mit der so gewdhlten Zustandstranformation erzielt man offenbar die ersten n — 1 Zeilen einer
Brunovsky-Form, also
Zk:Zk+1, k:1,2,...,1’l—1. (13)

Zum Erhalt der letzten Zeile einer Brunovsky-Form differenzieren wir
_ ﬁnfl
Z7’l — f Tl

nach der Zeit. Es folgt

= (£ () + g(x) )

= E?ﬁ + (EgE?”n) u. (14)

Da infolge (12) und dem Hilfssatz in einer Umgebung um x gilt, daf§ £, art g0 = Egﬁjﬁ_lrl # 0,

konnen wir den Eingang u in eineindeutiger Weise (reguldr) transformieren als

—LiTi(x) 1
u=—2_ b (15)
Lol 7 (x) LoLy 7 (x)
=a(x) =:p(x)

und erhalten damit die letzte Zeile eines Systems in Brunovsky-Form, d.h.
Z, = 0. (16)

Wir haben damit auch den hinreichenden Teil der Aussage des Satzes und damit auch den ganzen
Satz bewiesen.
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Hilfssatz. Seien f, g glatte Vektorfelder mit f, g : R" — R" und h glatt mit h : D — R auf offener Teilmenge
D C R". Zudem existiere eine ganze Zahl p mit 1 < p < n, so dafs Vx € D die beiden Bedingungen

1. LoLrh(x) =0, fiir0 <k<p—2und

f
2. zgﬁj';*lh £0

etfiillt sind. Dann gilt Vx € D
1. ﬁad;gﬁ}h(x) =0, firi,jmit0<i+j<p—2und

2. Ead]('_ﬂgﬁ}h(x) 7& O/ fI/lT 1,] mlt l —|—] = p — 1.

Dieser Hilfssatz kann mit Hilfe der Jacobi-Identitdt und vollstindiger Induktion bewiesen werden
(siehe R. Marino, P. Tomei, Nonlinear Control Design, Prentice Hall, 1995, S. 348).

Bemerkung: Speziell fiir i = 0 und k < p — 2 erhalten wir Vx € D die Aquivalenz

Loh(x) = LoLeh(x) = LoL2h(x) = LoL3A(x) = ... = LLR(x) =

0
<~ Egh(x) = Eadfgh(x) = Ead}gh(x) = ‘Cad}gh(x) =...= Ead;;(gh(x) 0
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