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Zur Lésung linearer zeitinvarianter Differentialgleichungen

Wie in der Vorlesung betrachten wir lineare zeitinvariante Differentialgleichungen n-ter Ordnung
der Form

Y () 4+ ay_y ") + -+ agy(8) + agy(t) = buu™ (#) + -+ byi(t) + bou(t) (1)
=:ii(t)

mit gegebenen Zahlen a;,b; € R. Unter der Annahme, da der Eingang u(t) fiir t > 0 bekannt ist
und damit auch die Zeitableitungen, konnen wir die rechte Seite ii(t) der Differentialgleichung (1)
als bekannt voraussetzen.

Homogener Lésungsanteil

Wir 16sen zunédchst die homogene Differentialgleichung zu (1), d.h. es gelte i = 0. In der homogenen
Differentialgleichung fiihrt der Losungsansatz y(t) = e, A € C auf

(/\” Fa AT A+ a0> M=0.

=:p(A)

Da der Ausdruck e fiir beliebige Zeiten ungleich null ist, fithrt nur die Wahl von A als Nullstelle
des charakteristischen Polynoms p(A) zu einer Losung der homogenen Differentialgleichung. Dabei
sind zwei Fille zu unterscheiden:

Fall 1: Ist A eine r-fache, reelle Nullstelle von p(A), so sind die Funktionen

e/\t, te)\t’ t2e)\t, e, tl’—le)\t
r linear unabhédngige Losungen der homogenen Differentialgleichung.

Fall 2: Ist a + j b ein Paar konjugiert komplexer Nullstellen von p(A) mit der Vielfachheit r, so sind
die Funktionen
e™ cos bt, ¢™ sin bt
te™ cos bt, te® sin bt
t2e™ cos bt, t2e™ sin bt
tr—leat tr—leat

cos bt, sin bt

2r linear unabhéngige Losungen der homogenen Differentialgleichung.

Insgesamt erhélt man auf diese Weise 7 linear unabhangige Losungsfunktionen yy, . . . y,. Damit kann
man zeigen, daBl die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung von (1) sich als

Yhom(t) = c1y1(t) + caya(t) + - + cuyu(t) )

mit zundchst beliebigen Konstanten ¢; € R ausdriicken lafst.
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Erzwungener Losungsanteil

Die partikuldre Losung, d.h. den erzwungenen Losungsanteil i, von (1) erhalten wir mit Hilfe der
Methode der Variation der Konstanten. Dazu machen wir den Ansatz

Yaw (t) = c1()ya(t) + ca(B)y2(t) + -+ cu(t)yn(t) 3)

und setzen sukzessive in die Differentialgleichung (1) ein. Beachtet man, daf8 die Funktionen y; die
homogene Losungen sind, so kann man folgende n Gleichungen

Clyl(t) + Czyz(t) R Cnyn(t) = O
ayi(t) 4+ () 4+ - 4+ Gyn(t) = 0
Gij(t)  + Gda(t) 4+ o+ Guiin(t) =0
an )+ e+ o+ Gy = 0
ay V) + ey V) o+ e = ag)

erhalten. Dieses lineare Geleichungssystem zur Bestimmung der Funktionen ¢ (), ..., ¢, (t) kann
auch mit der sogenannten Wronski-Matrix

1(£) ya(t) Yn(t) é1(t) 0
t o (¢ 1 ( .
W(t) = ni y2.() it als W) | | =
: : - : Cn1(t) 0
AR ORI Sl () NPTl O éu(t) a(t)

ausgedriickt werden.

Es laf8t sich nun zeigen, dafs fiir die oben erhaltenen linear unabhidngigen homogenen Losungsanteile
Y1, -..,Yn die Wronski-Matrix fiir beliebige Zeiten t > 0 invertierbar ist. Damit kann man das lineare
Gleichungssystem stets nach den Funktionen ¢4 (t), ..., ¢, (t) auflosen und die gesuchten ¢;(t) einfach
per elementweiser Integration bestimmen. Dabei sind die auftretenden n Integrationskonstanten frei
wéhlbar (z.B. alle zu null setzen). Schlieflich wird so eine erzwungene Losung v, erhalten.

Wie man per Einsetzen in (1) verifiziert, lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung (1):

y(t) = caya(t) + caya(t) + -+ cnyu(t) +yaw(t), (4)
= Yhom(t)

wobei die Konstanten cy, ..., ¢, € R zur Anpassung an die Anfangswerte zur Verfiigung stehen.
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