Regelungs- und Systemtechnik 2 Winter 2017/2018

Wiederholung mathematischer Grundlagen

Die folgende Zusammenstellung orientiert sich an den in der Vorlesung Regelungs- & Systemtech-
nik 2 Anwendung findenden ingenieurmathematischen Grundlagen. Sie ist bewufit beispielhaft ge-
halten und als solche nicht dazu gedacht, eine eingédngigere Wiederholung und Auseinandersetzung
mit den Begriffen und Konzepten anhand einschlédgiger Lehrbiicher oder Vorlesungsmitschriften der
Grundlagenmathematik zu ersetzen. Die Zusammenstellung erhebt keinerlei Anspruch auf Vollstdn-
digkeit. Vielmehr soll sie anregen, sich mit den bereits erlernten mathematischen Konzepten auf die
Vorlesung fokusiert auseinanderzusetzen. Die mitunter angefiihrten Schritte zur Losung einfacherer
Aufgaben stellen im allgemeinen nur einen moglichen Losungsweg dar. Eine in gewisser Hinsicht
geschicktere Vorgehensweise ist durchaus moglich.

1. Lésung linearer skalarer Differentialgleichungen

Die Losung der skalaren linearen Differentialgleichung

%(t) = a(t) x(t) +u(t) (1)

mit x(t),u(t),a(t) € R ist gegeben als Summe der homogenen Losung x;(f) und einer partikuldren
Losung x,(t), d.h.
x(t) = xp(t) + xp(t).

Die zugehorige homogene Differentialgleichung

w(t) = a(t) xu(t).

xp(t) = exp (/t:a(r) dT) c

mit beliebiger Konstanten ¢ € R. Eine partikuldre Losung x,(f) von (1) erhdlt man dann z.B. tiber die
Variation der Konstanten, d.h. iiber den speziellen Losungsansatz

x,(t) = exp (/t:a(r) dr) c(t).

Einsetzen des Ansatzes in (1) fiihrt auf

exp (/t:a(r) dT) a(t)c(t) + exp (/t:a(r) dT) ¢(t) = a(t) exp (/t:a(r) dT) c(t) +u(t)

— ) =exp (/t —a(7) dT> u(t)

fo

— o) = /t:exp (/tj (1) dr> (%) dt + co

16st die Funktion

tiir beliebiges cp € IR. Damit ist eine partikuldre Losung (fiir die Wahl cp = 0) nun

xp(t) = exp (/t:a( > exp < > u(t)dt
— [ew ([ atr >dr) u(z) e
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Damit ergibt sich die an den Anfangswert x(ty) = xy angepafSte allgemeine Losung von (1) zu

x(t) = exp (/t:a(r) dr) X0 + /t: exp (/;a(r) dT> u(T)dt. ()

Fiir a(t) = a = konst. erhélt die Losung (2) die etwas einfachere Darstellung

x(t) = exp (a(t — to)) x0 + /t: exp (a(t — 7)) u(t) dt.

2. Rang, Bild und Kern einer Matrix

Der Spaltenrang einer Matrix A € R"*" ist die Anzahl von deren linear unabhéngigen Spaltenvek-
toren. Der Zeilenrang einer Matrix A € R"*" ist die Anzahl von deren linear unabhéngigen Zeilen-
vektoren. Man kann zeigen, daf Spaltenrang und Zeilenrang stets identisch sind. Daher spricht man
héufig auch nur vom Rang einer Matrix.

Der Rang einer Matrix kann z.B. mittels elementarer Zeilenoperationen festgestelt werden. Dabei
versucht man durch elementare Zeilen- bzw. Spaltenoperation, d.h. Tausch von Zeilen (Spalten) und
durch Addition von Vielfacher einer anderen Zeile (Spalte) auf eine Zeile (Spalte), die Matrix so um-
zuformen, daf$ die Anzahl der linear unabhingigen Zeilen (Spalten) abgelesen werden kann. Diese
Operationen verdndern den Rang der Matrix nicht.

1 1

2 0 )

0 —4

Das Bild einer Matrix A € R™*", bezeichnet als Bild(A), ist der Raum, den die Spaltenvektoren der
Matrix aufspannen. Fiir die Dimension dieses Raumes gilt offenbar

Beispiel:

2 1 1 =2 0 3 -3 —4 0 0 0 —4 1 0
A= 1 -1 2 1}]—-(1-1 2 1}]—=(1 0 1 1|—={(0-2
-1 -1 0 -1 0-2 2 0 0-2 2 0 0 0

Damit ist Rang(A) = 3.

dim(Bild(A)) = Rang(A).

Da die Spalten- bzw. Zeilenvektoren einer Matrix nicht notwendigerweise linear unabhéngig sein
miissen, ist die Dimension des Bildraums

dim(Bild(A)) < min{m, n}.

Im vorangehenden Beispiel:

{8 () () {(8) () (3))

Der Kern oder Nullraum einer Matrix A € R"*", bezeichnet als Kern(A), ist der Raum, den alle
moglichen Losungsvektoren x € R" der Gleichung A x = 0 aufspannen. Fiir die Dimensionen von
Bild und Kern einer Matrix gilt die Beziehung:

dim(Bild(A)) 4+ dim(Kern(A)) = n.
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Im vorangehenden Beispiel:

Zur Bestimmung von Kern(A) 16sen wir das Gleichungssystem A x = 0. Wir nutzen, daf§

2 1 1 -2 il 1 0 1 1 il
1 -1 2 1 xz =0 < 0 -2 2 0 xz =0
-1 -1 0 -1 3 0 0 0 —4 3

X4 X4
Demnach ist x4 = 0 und x3 kann frei gewédhlt werden. Damit ist x; = —x3, x» = x3, und somit
—1
1
Kern(A) = span 1
0

Die Dimension des Kerns ist dim(Kern(A)) = 1, wie erwartet.

3. Determinante, charakteristisches Polynom und Spur einer Matrix

Die Begriffe Determinante und charakteristisches Polynom einer Matrix beziehen sich nur auf qua-
dratische Matrizen A € IR"*". Anstatt die allgemeine Definition zu wiederholen, soll hier nur die
Bestimmung der Determinanten einer Matrix mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes an ei-
nem Beispiel verdeutlicht werden.

Beispiel:
Wir bestimmen die Determinante der Matrix

2 1 -1 =2
1 -1 2 1
-1 -1 0 -1
0o 3 0 0

A=

Die Einfarbung in den Farben rot und blau soll dabei negative und positive Vorzeichen fiir das bei
der Berechnung zu verwendende Vorzeichenschachbrett kenntlich machen.

Um den Aufwand zu reduzieren, ist es geschickt nach der 4. Zeile zu entwickeln und die Derminante
der verbleibenden Matrix dann anschliefsend nach der 2. Spalte (oder 3. Zeile). Wir erhalten

2 -1 -2
det(A)=3| 1 2 1]|=3](1 L +2 2 2 =3(0—-8)=-24
10 -1 -1 -1 -1 -1

Fiir A, A € R gilt:
det(A A) = det(A) det(A).

Das Polynom det(A I — A) heifit charakteristisches Polynom der Matrix A. Die dabei verwendete
Matrix A I — A heifit charakteristische Matrix von A.

Im vorangehenden Beispiel:

det(AI— A) = = =A A% -5 A7 4140 — 24
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Das charakteristische Polynom l&dfst sich in der Form
det(AT — A) = A" +a, A" 1+ +aA+ag

schreiben. Der Vorfaktor des Monoms hochsten Grades, d.h. A", ist dabei stets 1 und das konstante
Element 4 des charakteristischen Polynoms erfiillt ag = (—1)" det(A). Der Koeffizient a,,_; des Mo-
noms zweithochsten Grades ergibt sich als a,_1 = —spur(A). Dabei meint der Ausdruck spur(A)
die Spur der Matrix A, d.h. die Summe der Diagonaleintrdge von A.

Setzt man in das charakteristische Polynom det(A I — A) fiir den Parameter A die Matrix A selbst ein,
dann ergibt sich stets die Nullmatrix (Satz von Cayley-Hamilton). Demnach gilt

A'4+a, 1AV by A4 agl = 0.

Damit kénnen alle Potenzen A’ mit i > n als Linearkombination von Potenzen niedrigeren Grades
ausgedriickt werden.

4. Besondere Matrizen

Fiir symmetrische Matrizen A € R"*" gilt:
AT =A.
Diagonale Matrizen sind als Sonderfall trivialerweise symmetrisch.
Fiir schiefsymmetrische, oder auch antisymmetrisch genannte Matrizen A € R"*" gilt:
AT=—A.

Die Adjungte zu einer Matrix A, bezeichnet als adj(A), bestimmt sich komponentenweise jeweils
durch Bildung der Unterdeterminanten, die man erhélt, wenn man Zeile und Spalte des betrachteten
Elements in A streicht und das Vorzeichenschachbrett berticksichtigt. Die sich so ergebende transpo-
nierte Matrix ist die Adjungte von A.

Beispiel
Die Adjunkte von
2 1 -1
A= 1 -1 2
-1 -1 0
bestimmt sich gemafs
-1 2 1 2 1 -1]\"
-1 0 -1 0 -1 -1
T
2 -2 -2 2 1 1
adj(A) = | — _1‘_3 ‘_f _é — _i _1 =({1-1 1| =|-2-1-5
1 -5 -3 -2 1 -3
1 -1 12 ~1 2 1
-1 2 1 2 1 -1

Die Inverse A~! einer Matrix A erfiillt die Beziehungen

ATTA=AAT=1

(Prof. Johann Reger) Seite 4 8. Méarz 2018



Regelungs- und Systemtechnik 2 Winter 2017/2018

Sie existiert genau dann, wenn die Matrix A nicht-singulér ist, d.h. det(A) # 0. Offenbar gilt

1

det(A™1) = det(A)"

Die Inverse last sich tiber die Adjunkte nach der Beziehung

A—l

1 .
= Ger(a) 29

bestimmen. Diese Beziehung ist vor allem dann von Relevanz, wenn die Matrix A nicht zahlenmafSig,
sondern in Form von symbolischen Ausdriicken gegeben ist.

Zur Bestimmung der Inversen einer zahlenméfiig gegebenen Matrix A, insbesondere wenn sie viele
Nullen aufweist, ist es hdufig geschickter, die erweiterte Matrix (A|I) mittels elementarer Zeilen-
bzw. Spaltenoperation auf die Form (I|A~1) zu transformieren.

Im vorangehenden Beispiel:

2 1 -1]100 0 3-5]1-20 00 -21|1-% 3
An=( 1-1 2010|—=f1-1 20 10|—=f10 1|0 1 -1
-1 -1 0] 001 0 -2 2|0 11 01-11]0-% -1
001 | 4 k-3\ (100] 3 i 4 bt
=100 i) sto10) -3 -1 -2 = A= L 18
010 | -3 -1 001 | -3 13 - 143

Fiir orthogonale Matrizen A € R"*" gilt besonders vereinfachend
ATA=AAT,
d.h. esist A~! = AT. Determinanten orthogonaler Matrizen sind entweder 1 oder —1.

Die Matrixexponentialfunktion einer Matrix A ist definiert {iber die Reihe

eA = —' .
i=0 b
Fiir zwei Matrizen A, B € R"*" gil’c1

e =eAtB — AB=BA,

d.h. die fiir Skalare {ibliche Regel fiir Exponenten gilt im Matrixfall nur, wenn A und B kommutieren.

Fiir jede quadratische Matrix A € R"*" existiert die Inverse von ¢/. Sie lautet:

<eA) A

IMan kann zeigen, daf die Reihe der Matrixexponentialfunktion absolut konvergiert. Dann kann die Cauchysche Regel

fiir das Produkt absolut konvergenter Reihen Y 7° ; a; und 2}10 b; verwendet werden. Das Produkt der Reihen ist dann
ebenso absolut konvergent und es gilt:

(o] (o) (o) k
(Z ﬂi> (Z b]) = Z ¢ mit ¢ = Z ay bkfn .
i=0 =0 n=0

k=0
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5. Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix, Ahnlichkeitstransformation

Die Eigenwerte einer Matrix A € R"*" sind gerade die Nullstellen (Wurzeln) des charakteristischen
Polynoms det(A I — A). Fiir reellwertige Matrizen A sind die Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms reell. Damit sind die Eigenwerte entweder reell oder sie treten als konjugiert komplexe
Paare auf. Zu einer Matrix der Dimension n x n gehoren n Eigenwerte Ay, ..., A,, die aber im allge-
meinen nicht paarweise voneinander verschieden sein miissen. Es liegen dann mehrfache Nullstellen
des charakteristischen Polynoms vor. Die Vielfachheit der unterschiedlichen Eigenwerte A; wird als
algebraische Vielfachheit mult,; (A;) bezeichnet.

Die Eigenwerte einer Matrix sind genau diejenigen Zahlen A, welche die charakteristische Matrix
AT — A singuldr machen. Damit ist fiir jeden Eigenwert A; auch das zugehorige homogene lineare
Gleichungssystem

(Al’I—A)Ul' = 0,

d.h. die sogenannte charakteristische Gleichung losbar. Lésungsvektoren v; € C" konnen mit beliebi-
gen, von null verschiedenen Faktoren skaliert bzw. normiert werden und sind dann wieder Losungen
der charakteristischen Gleichung. Im allgemeinen 16sen zu einem Eigenwert A; mehrere linear unab-
hédngige Vektoren die charakteristische Gleichung. Diese zu einem Eigenwert A; gehdrenden linear
unabhéngigen Vektoren, heiflen Eigenvektoren des Eigenwerts A;. Alle zusammen spannen den zu
A; gehorigen Eigenraum aulf.

Zu einem Eigenwert A; gibt es genau so viele linear unahdngige Losungsvektoren der charakteristi-
schen Gleichung, wie der Rangdefekt der charakteristischen Matrix ist, d.h. deren Anzahl ist genau
dim(Kern(A; I — A) = n — dim(Bild(A; I — A). Man nennt diese Anzahl auch geometrische Vielfach-
heit multge,(A;) des Eigenwerts A;.

Matrizen, bei denen fiir jeden Eigenwert A; algebraische und geometrische Vielfachheit zusammen-
fallen, d.h. wenn fiir alle Eigenwerte A; einer Matrix gilt

multgeo (A7) = multyg (A;)

heiflen diagonalisierbar, andernfalls nicht-diagonalisierbar.

Da stets gilt
1 < multgeo(A;) < multye(A;),

stellen Matrizen mit paarweise verschiedenen Eigenwerten einen Sonderfall der diagonalisierbaren
Matrizen dar. Ist eine Matrix diagonalisierbar, so sagt man auch, sie ist diagonaldhnlich.

Jede diagonalisierbare Matrix A € R"*" laf3t sich mit einer nicht-singulédren, im allgemeinen aber
komplexwertigen Matrix V € C"*" in folgender Form schreiben:

A=VAVTL
Dabei ist A eine aus den Eigenwerten von A gebildete Diagonalmatrix
A = diag(Aq, ..., Ay)
und V bestimmt sich aus den in den zugehorigen Spalten angeordneten Eigenvektoren, d.h.

V = <v§1),...,ngl),...,vﬁ),...,vgl\’))

der entsprechenden geometrischen Vielfachheit x; = multgeo()\i) der N paarweise verschiedenen
Eigenwerte (Reihenfolge beachten!).
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Zwei Matrizen A, A € C"*" heilen zueinander dhnlich, wenn sie iiber eine sogenannte Ahnlichkeits-
transformation in Zusammenhang stehen, d.h. wenn es eine nicht-singuldre Matrix T € C"*" so gibt,
dafs

A=T'AT.

Zu einander dhnliche Matrizen haben u.a. das selbe charakterische Polynom, wie man leicht mit Hilfe
der Regeln zur Determinatenbildung von Matrizenprodukten herleiten kann.

Auch an einer Matrix durchgefiihrte elementare Zeilen- und Spaltenumformungen dndern deren
Eigenwerte nicht.

Beispiel 1

Wir untersuchen die Eigenwerte und Eigenvektoren der folgenden Matrix vom Typ Frobenius-Matrix
(auch Begleitmatrix genannt)

Eigenwerte

Das charakeristische Polynom berechnet sich zu

1 1 A+1
=AM HA24A+1

det(AIA)det(i)L o4 )1'1 0'—1"8 0'+(A+1)'

Die Nullstellen dieses Polynoms, d.h. die Eigenwerte von A, sind Ay = —1, A, = jund A3 = —j.
Jeder Eigenwert hat die algebraische Vielfachheit mult,;(A;) = 1, d.h. die Eigenwerte sind paarweise
verschieden und A ist diagonalisierbar.

Eigenvektoren
Eigenvektoren zu A; = —1:  Wir suchen Vektoren v; € C3 mit
-1 -1 0
(All—A)m:O <~ 0o -1 -1 v1 =0.
1 1 0
Elementare Zeilenumformungen liefern:
-1 -1 0 -1 -1 0 1 10
0 -1 -1 — 0 -1 -1 -1 011
1 1 0 0 0 0 0 0O

Wiéhlen wir die zweite Komponente von v; frei, so sieht man, dafs alle Vektoren

-1
U1 =1 1 mitc; # 0
-1
Eigenvektoren zum Eigenwert A; = —1 sind. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wihlen wir die
Konstante c; zu ¢c; = —1 und erhalten als einzigen linear unabhingigen Eigenvektor

()
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Eigenvektoren zu A, = j:  Wir suchen Vektoren v, € C3 mit

j -1 0
(MI-A)v,=0 — 0 j -1 v, =0
1 1 j+1
Elementare Zeilenumformungen liefern:
j -1 0 j -1 0 i 0 g
0 j -1 -1 0 j -1 -1 0 j -1
1 1 j+1 0 1—-5 j+1 00 O

Wiéhlen wir die dritte Komponente von v3 frei, so sieht man, daf8 alle Vektoren

-1
Uy = Co —j mit ¢ # 0
1
Eigenvektoren zum Eigenwert A, = j sind. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wéhlen wir die
Konstante c; zu c; = —1 und erhalten als einzigen linear unabhiangigen Eigenvektor
1
Uy = ]
-1
Eigenvektoren zu A3 = —j: Da zu konjugiert komplexen Eigenwerten konjugiert komplexe Eigen-
vektoren gehoren, folgt sofort der zum Figenwert A3 = —j gehorende linear unabhéngige Eigenvek-
tor
1
03 = —j
-1

Bei jedem Eigenwert ist die geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen Vielfachheit, wie man
anhand der paarweisen Verschiedenheit der Eigenwerte schon erschliefsen konnte.

Damit folgt, dafs die Matrix der spaltenweise eingetragenen Eigenvektoren

1 1 1
v=[ -1 j -
1 -1 -1
die zugehorige Matrix A diagonalisiert, denn
-1 0 0
VIAV =A = 0o j 0 |,
0 0 —j

wie man leicht nachprl'ift.2

’Da A hier eine Frobenius-Matrix ist, hitte man die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms det(AT — A) =
A" 4 a, 1 A"V 4. 4 a; A + ag natiirlich auch direkt als negative Eintrége der letzten Zeile von A ablesen kénnen, d.h.
esgilttag = —Ay1, ;1 = —Apo, ..., 4y_1 = — Ay n—1. Zudem gilt speziell fiir Frobenius-Matrizen, dafl Eigenwerte eine
geometrische Vielfachheit von 1 aufweisen. Hat man die Eigenwerte A; der Frobenius-Matrix ermittelt, so bestimmen sich
die zugehdrigen linear unabhéngigen Eigenvektoren v; einfach aus der Beziehung v; = (1,A;,A%,... ,A?fl)T, was den
Berechnungsaufwand deutlich reduzieren hilft.
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Beispiel 2
Wir untersuchen die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix
10 1
A= 01 -1
00 1

Eigenwerte

Da es sich um einer Dreiecksmatrix handelt, kann man die Eigenwerte der Matrix sofort von der
Diagonalen ablesen und das charakteristische Polynom ist dann

det(AI—A) = (A —1)3,
d.h. der einzige Eigenwert A; = 1 hat die algebraische Vielfachheit mult,; (A1) = 3.
Eigenvektoren

Wir bestimmen die zu A = 1 gehdrenden Eigenvektoren, d.h. suchen Vektoren v; € C3 mit

00 -1
(/\1[—A)01:O < 00 1 v, =0
00 O
und erhalten
1 0
U1 =1 0 + 0 1 mit c1,cp # 0.
0 0

Es gibt also zu Ay = 1 genau 2 linear unabhingige Eigenvektoren, d.h. A; hat die geometrische
Vielfachheit multge, (A1) = 2. Da die algebraische Vielfachheit jedoch mult, s (A1) = 3 betragt, unter-
scheiden sich die Vielfachheiten. Konsequenz: Matrix A ist nicht-diagonalisierbar.

6. Eigenwerte und Eigenvektoren besonderer Matrizen

Transponierte Matrix

Die Eigenwerte der Transponierten AT fallen mit den Eigenwerten von A zusammen. Zu jedem Ei-
genwert sind die zugehorigen Eigenvektoren von AT orthogonal zu den entsprechenden Eigenvek-
toren von A.

Symmetrische Matrix

Symmetrische Matrizen weisen ausschliefilich reelle Eigenwerte auf. Sind immer diagonaldhnlich
und Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind zueinander orthogonal.

Zu jeder symmetrischen Matrix A € R"*" kann eine orthogonale Transformationsmatrix T € R"*"

gefunden werden, so daf3®
TYAT = diag(Ay,...,An)

mit den reellen Eigenwerten A4,..., A, von A.

3Dies gelingt auf Grundlage der Eigenvektoren von A, indem man je (unterschiedlichen) Eigenwert alle zugehorigen
Eigenvektoren des Eigenraums einer Orthonormalisierung (Gram-Schmidt-Verfahren) unterzieht und diese Vektoren dann
spaltenweise in der Matrix T entsprechend der Numerierung der Eigenwerte anordnet.
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Inverse Matrix

Die Eigenwerte von A~! ergeben sich als Kehrwerte der Eigenwerte von A. Die zu den jeweiligen
Eigenwerten gehorenden Eigenvektoren sind genau die entsprechenden von A.

Orthogonale Matrix

Jeder Eigenwert A einer orthogonalen Matrix hat den Betrag |A| = 1, d.h. alle Eigenwerte befinden
sich auf dem Einheitskreis der komplexen Zahlenebene.

6. Definitheit

Die Definitheit einer Matrix definiert man tiblicherweise anhand der Bilinearform xT A x. Da fiir be-
liebige A € R"*" stets die Zerlegung

A:%(A+AT)+%(A—AT>

gilt, kann man jede Matrix als Summe einer symmetrischen und einer schiefsymmetrischen Matrix
darstellen. Man zeigt leicht, dafl wenn A schiefsymmetrisch ist, fiir belieibge x € R" gilt: xTAx =0.
Daher fiihrt man Definitheit von Matrizen haufig nur fiir symmetrische Matrizen ein.

Eine symmetrische Matrix A € R"*" heifst,
e positiv definit, wenn xTA x > 0
e positiv semidefinit, wenn xTAx >0
e negativ definit, wenn xTAx <0
e negativ semidefinit, wenn xTAx <0
fiir alle x € R" \ {0} gilt. Sie heifit indefinit, wenn sie weder positiv noch negativ semidefinit ist.

Kriterien I:  Eine symmetrische Matrix A € IR"*" ist

e positiv definit, wenn alle Eigenwerte A; > 0

positiv semidefinit, wenn alle Eigenwerte A; > 0

negativ definit, wenn alle Eigenwerte A; < 0

negativ semidefinit, wenn alle Eigenwerte A; < 0

indefinit, wenn sie positive und negative Eigenwerte hat

Ktriterien II:  Eine symmetrische Matrix A € R"*" ist

e positiv definit, wenn alle fithrenden Hauptminoren (Hauptabschnittsdeterminanten) von A
positiv sind

e negativ definit, wenn alle fithrenden Hauptminoren (Hauptabschnittsdeterminanten) von —A
positiv sind

(Prof. Johann Reger) Seite 10 8. Méarz 2018



Regelungs- und Systemtechnik 2 Winter 2017/2018

Beispiel
Die Matrix
3 1 _1
2 2
_ 1 3
A= —5 35 1
-1 1 3

ist positiv definit, denn alle fitihrenden Hauptminoren sind positiv:

|
—_

—_ NI M=
—_

NI NI=

§>0, =4>0.

—2>0, -
5 >

—_ N= W

|
NI= NI

O8]

7. Jacobi-Matrix

Sei f = f(x) mit f : R" — R™ eine vektorwertige Funktion der vektorwertigen Grofle x. Die Jacobi-
Matrix % ist gegeben als

oh A .. 9h
dxq dx; dxp
af,  9f2 df
ax . . ‘ .
fm  Ofw . Ofm
dxq dx3 dxy

Beispiel 1

Wir bestimmen die Jacobi-Matrix von f mit f(x) = Ax fir A € R™". Mit fi(x) = Aqx1 +--- +
Aipxn,i=1,...,m, zeigt man leicht:

of

—=A.

ox
Beispiel 2

Wir bestimmen die Jacobi-Matrix von f mit f(x) = xTAx fiir A € R"*", d.h. den Gradienten der
skalarwertigen Funktion f. Mit f(x) = ¥’ Yi_y Ajjxix; zeigt man:

g:<%% af1>:xT<A+AT>,

ox ox1  oxy” " oxy,
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