Regelungs- und Systemtechnik 2 Winter 2017/2018

Beiblatt 3: zur Stabilitat zeitkontinuierlicher LTI-Systeme

Wir tiberpriifen die Ruhelage xg = 0 von X = Ax auf Stabilitdt nach Lyapunov. Hierzu {iberlege man
sich zundchst, daf$ Stabilitdtseigenschaften unabhéngig von der Wahl der Koordinaten sind. Daher
kénnen wir die Uberpriifung der Stabilitdt vereinfachend anhand der Jordanschen Normalform von
A vornehmen. Hierzu transformieren wir die Zustandsgleichung in den neuen Zustand z = T 'x
und untersuchen die Stabilitat der Ruhelage zg = T~ !xg = 0 des Systems

z2(t) = Jz(t), z(ty) =z0 =T x0 (1)
mit | = T~'A T als Jordanscher Normalform von A.

Die Losung von (1) ist dann

z(t) = )z mit /(1) = diag (eh(t*to)’.”,e]N(tfto)> )
und Diagonalblocken
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Wie aus der Vorlesung bekannt ist, konnen wir die Stabilitdt nun mit Hilfe einer Matrixnorm der
Transitionsmatrix e/ (=) gemafs (2) untersuchen. Der Einfachheit halber wihlen wir die Maximum-
norm ||.||e, d-h. wir bilden fiir jede Zeile der Transitionsmatrix die Summe der Betrige ihrer Elemente
und nehmen das Maximum dieser Summen. Damit gilt
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und es geniigt offenbar Maximumnormen von Matrizen der Form (3) zu untersuchen. Getrennt in
Real- und Imaginérteil lautet der Eigenwert A, = a, + j B und im Blick auf (3) folgt fiir t > to:
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Dies fiihrt zu 4 Fillen:

1. Fiir mindestens einen Eigenwert ist o; > 0: lim |efit=t0)|| = o0 = lim |e/t=t0)|| = oo

2. Fiir alle Eigenwerte ist a; < 0: Der Ausdruck e%(t=1) in (5) dominiert den mit der Zeit ¢
wachsenden polynomialen Ausdruck in der Klammer. Folglich ist die Norm || /s (t=to) |, fiir alle

i =1,...,N beschrankt und strebt gegen 0. Wegen (4) gilt diese Aussage auch fiir He] (t—to) Hoo

3. Fiir alle Eigenwerte mit a; = 0 ist n; = 1, fiir die iibrigen gilt o; < 0: Fir alle a; = 0
mit n; = 1 folgt aus (5), daf$ He]f (t=to) |l < 1. Zu den iibrigen Eigenwerten A; mit a; < 0 sind
die Normen He]f (t—to) HOO beschrankt und konvergieren mit der Zeit t gegen 0 (siehe 2). Also ist
He] (t=to) Hoo ebenso beschrankt, konvergiert mit wachsender Zeit ¢t aber nicht gegen 0.

4. Fiir mindestens einen Eigenwert mit a; = 0 ist n; > 1, fiir die iibrigen gilt o; < 0: Fiir alle

a; = 0 mit n; > 1 gilt [|/i=H)]| > % und damit wiederum tlgglo [|e/tt=t0)| = oo.

Dies fiihrt zu dem in der Vorlesung vorgestellten Stabilitdtssatz tiber zeitkontinuierliche LTI-Systeme.
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