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Beiblatt 8: Eigenwerte gestatten keine Stabiltatsaussage bei zeitvarianten Systemen
Bei zeitvarianten linearen Systemen x = A(t) x 148t die Lage der Eigenwerte von A(t) keine Schliisse

auf die Stabilitdt zu. Dies ist nicht einmal dann der Fall, wenn A(t) konstante Eigenwerte hat, wie im
folgenden anhand von Gegenbeispielen gezeigt wird.

Eigenwerte mit negativem Realteil nicht hinreichend fiir Stabilitat

Wir betrachten das zeitvariante, lineare System 2. Ordnung1

X1 . 4a —3a68“t X1 (X0
(5(2) N <ﬂ€_8ut 0 X2 ! x<0) o X20 )

A(t)

In der Vorlesung hatten wir gezeigt, da die Eigenwerte von A(f) konstant sind und mittels a so
gewdhlt werden konnen, dafd diese negativen Realteil aufweisen.

Dennoch ist dieses System instabil, was wir anhand der Losung einsehen konnten. Wie man zur
Losung des Systems gelangt, soll hier nachgetragen werden.

Aus der 2. Zeile der Systemdarstellung folgt sofort
1 gu.
X1 = EesatJQ (1)
also auch ,
%1 = 863 %y + Eesafxz .

Setzen wir diese beiden Beziehungen in die erste Zeile der Systemdarstellung ein, so 1aft sich x;
eliminieren und wir erhalten

1
8e% 1t xy + Eesatjéz = 4%y — 3ae® ' x, .
Da die Exponentialfunktion nie null wird, ergibt sich nach einfacher Umstellung
¥ +4axy +3ax, =0,

d.h. eine zeitinvariante, lineare Differentialgleichung, deren allgemeine Losung sich in geschlossener
Form als
xo(t) = cre” ™ + cpe 3 ()

angeben 1df3t. Die Konstanten cq,c; € R bestimmen wir spéter {iber die Anfangsbedingung. Diffe-
renzieren wir nun (2) nach der Zeit und setzen in (1) ein, so erhalten wir:

xl(t) = —C1€7at — 3C2€5at

() = (= ) (2)

Aus der Anfangsbedingung folgt sofort die Beziehung

()= ) (@)
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und die Losung dieses linearen Gleichungssystems lautet:

(&)= (M r).

Die an die Anfangsbedingung angepafite Losung ist damit schliefslich

<x1(t)> _ ( 2 (x10 + x20)€> — 2 (210 + 3x20) e’ >

x2 () %(Xm + 3X20)€_at — %(Xm + X20)€_3at

Damit ist das System fiir a # 0 offenbar instabil.

Eigenwerte mit negativem Realteil nicht notwendig fiir Stabilitat

Ein zeitvariantes System zweiter Ordnung
z2=A(t)z
kann mit einer regulédren zeitvarianten Zustandstransformation x(t) = T(t) z(t) auf die Form
i= (T AT+ TT—1> x
transformiert werden.

Wir betrachten nun ein Beispielsystem in x-Koordinaten,

xz_(zi; 2) X ®)

das fiir « > 0 offenbar fiir beliebige w € R asymptotisch stabil ist.

Im Hiblick auf eine Zustandstransformation T = T(t) zerlegen wir das System geméaf3

(e D))

TA(t) T-1 TT-1

Fiir Drehmatrizen ist bekannt, daf das Produkt T T—! schiefsymmetrisch ist. In der Tat folgt aus

T(t) = < cos wt smwt)

—sinwt coswt

T 0 1
TT —w<_1 0/

Fiir diese Wahl ist zudem T, T~ und T fiir beliebige reelle t beschrankt.

das Produkt

Damit sind wir nun in der Lage, die zeitvariante Systemmatrix A(t) fiir das zu (3) korrespondierende,
zeitvariante System z = A(t) z zu berechnen:

A(f) = 1T TwW\p_ —a 4 w sin 2wt —w cos.2aJt ‘
—w —u —w cos 2wt —& — w sin 2wt

Matrix A(t) hat infolge der Ahnlichkeitstransformation konstante Eigenwerte. Sie ergeben sich aus
det<}\1—<_(x _w>>:(}\+tx)2—a)2
—w -

Al/zziw—(x.

zu

Fiir beliebige w mit |w| > a hat A(t) offenbar einen positiven Eigenwert. Das System z = A(t) z ist
aber wie das dquivalente Orginalsystem (3) selbstverstandlich asymptotisch stabil.
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