Regelungs- und Systemtechnik 2 Winter 2017/2018

Beiblatt 9: Beweis zum Steuerbarkeitskriterium tGber die Steuerbarkeits-Gramsche

hinreichend (=): Wir folgern aus der Regularitit der Steuerbarkeits-Gramschen W(t, t¢) die Steu-
erbarkeit des Systems X;. Wir setzen also Rang(W(to, tf)) = n voraus, d.h. W(ty, tf) ist invertierbar.

Wir betrachten das Steuerbarkeitsproblem anhand der Losung des Systems. Fiir beliebige Anfangs-
werte x( lautet die Losung zum Zeitpunkt ¢ ¥

.tf
x(tf) = ®(ts, to) xo + / o(t;, 7)B(t)u(t) dr.
fo
Setzt man die stiickweise stetige Wahl des Eingangssignals
u(t) = =BT (1) (to, )W (to, ) x0, t € [to, tf] (1)
in die Losung ein und verwendet die Eigenschaften der Transitionsmatrix, so erhalten wir
t
x(t) = D(ts, ty) X0 — / "o (t;, )B(T)BT (1)@ (to, T) dr WLk, 1) xo
to

— q)(tf, i‘o) Xo — q)(tf, to) /tf q)(to, T)B(T)BT(T)Q)T(tO, T) dt W_l(to, tf) X0

fo

/

= W(to, tf)
= CD(tf, to) X0 — q)(tf, t()) Xp = 0.

Damit ist das System X; mit dem Eingangssignal (1) auf dem Intervall [to, t¢] steuerbar.

notwendig («=): Anstelle aus der Steuerbarkeit den vollen Rang der Steuerbarkeits-Gramschen zu
folgern, zeigen wir die dquivalente Aussage: Ein Rang(W(to,t¢)) < n impliziert, daf8 das System X;
nicht steuerbar ist.

Hat also W(to, t) nicht vollen Rang, dann gibt es einen Vektor x, € R™\{0} mit W(t,tf) x, = 0.
Damit folgt auch

t t
0 = xT W(t, ;) xa = / " XTd(ty, 1)B(£)BT (1) D" (ko t)xa dt = / "It (ty, OB |2 dt, ()
to to

eine Beziehung, die nur gelten kann, wenn
X, ®(to,t)B(t) =0, VtE [to, tf]. 3)

Wollen wir nun den Anfangswert x(fo) = x, # 0 in den Ursprung x(ts) = 0 steuern, so gilt wieder
mit den Eigenschaften der Transitionsmatrix

0 = D(tf, to) x4 + /:f O(ts, 1) B(H)u(t) dt

=  x= —/ttf@(to,tf)q>(tf,t)B(t)u<t) dt = —/thD(to,t)B(t)u(t) dt

fo

b

—  xlx, = || = —/ xI®(to, )B(H) u(t)dt =0 = x, =0 4)

t) N——r
’ =0

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme x, # 0 und X ist nicht steuerbar. Daraus schliefSen wir, daf3

die Steuerbarkeit des Systems ¥; auf [fo, t¢] vollen Rang der Steuerbarkeitsmatrix W(to, tf) impliziert.

Damit ist der Satz aus der Vorlesung bewiesen. n
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