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Aufgabe 1 15 Punkte

Betrachten Sie das System
ẋ(t) = A x(t) + B u(t)

mit

A =

(
3 2
4 5

)

, B =

(
1
−1

)

a) Ermitteln Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Dynamikmatrix A. Ist das freie System
ẋ(t) = A x(t) asympotisch stabil?

b) Transformieren Sie x in den neuen Zustand z = T−1 x, so dass A in Diagonalform Ā vorliegt.
Geben Sie hierzu die Matrizen der transformierten Systemdarstellung

ż(t) = Ā z(t) + B̄ u(t)

an.

c) Ist das transformierte System steuerbar? Gilt diese Aussage auch für das ursprüngliche System?

d) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Eigenvektoren von A und dem Vektor B?
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Aufgabe 2 14 Punkte

Gegeben sei das lineare System

ẋ(t) =

(
0 α

− 1
2 − 1

2

)

x(t) .

a) Für welche α ∈ R ist das System asymptotisch stabil?

Sei im weiteren nun α = 1.

b) Bestimmen Sie über die Lösung der Lyapunov-Gleichung eine Lyapunov-Funktion der Form
V(x) = x⊤Px mit symmetrischer und positiv definiter Matrix P.

Hinweis: Sie können den Ansatz P =

(
a b
b c

)

und Q = I verwenden.

c) Bestimmen Sie eine untere Schranke für die Rate γ, mit der die Lyapunov-Funktion V entlang
der Lösung des Systems abfällt. D.h. zeigen Sie, dass

V̇(x) ≤ −γ V(x)

für ein γ > 0 erfüllt ist.

Hinweis: Verwenden Sie eine geeignete Matrixnorm für x⊤P x.
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Aufgabe 3 6 Punkte

Das lineare zeitvariante System

ẋ(t) =

(
0 t
−t 0

)

x(t) +

(
0
1

)

u(t), t0 = 0

soll mit der äquidistanten, konstanten Abtastperiode T näherungsweise diskretisiert werden.

a) Für kleine T gilt näherungsweise der Differenzenquotient

ẋ(t) ≈
1
T

(

x((k + 1)T)− x(kT)
)

.

Bestimmen Sie damit die Matrizen Ad ∈ R
2×2 und Bd ∈ R

2 des angenäherten Abtastsystems

x(k + 1) = Ad(k) x(k) + Bd(k) u(k) .

b) Betrachten Sie dieses Abtastsystem nun für T → 0. Ist es in diesem Grenzfall steuerbar?
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Aufgabe 4 16 Punkte

Für die Übertragungsfunktion

G(s) =
3s(s + 1)(s − 20)
(s + p)(s + 5)2 =

N(s)

D(s)
, p ∈ R

soll eine Realisierung

ẋ(t) = A x(t) + B u(t)

y(t) = C x(t) + D u(t)

im Zustandsraum berechnet werden.

a) Ermitteln Sie die Matrizen A, B, C und D der Realisierung.

b) Warum ist die Realisierung für p = 0 nicht steuerbar bzw. nicht beobachtbar?

c) Für welche weiteren Werte von p ist dies ebenso der Fall?
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Abbildung 1: Schema eines zweiseitigen Hydraulikzylinders.

Aufgabe 5 25 Punkte

Die Zustandsdarstellung eines idealisierten, leckagefreien Hydraulikzylinders (vgl. Abb. 1) lautet:

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) =
1

m0 + ̺(A1 − A2)
︸ ︷︷ ︸

m1

x1(t)
(−cx1(t)− βx2(t) + A1x3(t)− A2x4(t))

ẋ3(t) =
1

V01 + A1x1(t)
(u1(t)− A1x2(t))

ẋ4(t) =
1

V02 − A2x1(t)
(u2(t) + A2x2(t))

a) Ermittels Sie alle stationären Betriebspunkte (x̃, ũ) in Abhängigkeit der Vorgabe von x̃3 und x̃4.

b) Bestimmen Sie die Matrizen A und B der Linearisierung

d
dt

∆x(t) = A ∆x(t) + B ∆u(t) mit ∆x(t) = x(t)− x̃, ∆u(t) = u(t)− ũ

bzgl. des Arbeitspunkts mit (x̃1, x̃2, x̃3, x̃4)
⊤ =

(
1−m0

m1
, 0, p0, p0

)

und (ũ1, ũ2)⊤ = (0, 0).

Hinweis: Benutzen Sie folgende Vereinfachungen:

β = 1, Vr = V01 + A1x̃1, Vl = V02 − A2x̃1 .

c) Untersuchen Sie die Beobachtbarkeit des linearisierten Systems bzgl. Kolbenposition y = x1.

Für eine Regelung werden die Kolbenposition sowie der rechtsseitige Kolbendruck herangezogen.
Hierzu wird y = (x1, x3)⊤ gemessen.

d) Wie ist der Vektorrelativgrad des Systems?

e) Ist das linearisierte System statisch entkoppelbar?
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