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Aufgabe:

Dieses Beispiel behandelt die Modellierung eines zweiarmigen Roboter (s. Abb. 1). Der Robo-
terarm besteht aus zwei starren Kérpern mit den Massen m1, m; und den Langen I4, I, wobei
der Schwerpunkt von Arm 1 mit (x1,y), der von Arm 2 mit (x2,y>) bezeichnet wird. Die Ar-
me haben beziiglich ihres Armschwerpunktes die entsprechenden Tragheitsmomente 1, J>. Der
Winkel ©; beschreibt die Lage des Roboterarmes beziiglich der Horizontalen im Aufpunkt, der
Winkel ©®; die Lage des zweiten Armes in Bezug zur Horizontalen. In beiden Gelenken kénnen
unabhéngig voneinander die Drehmomente 74, 7, ins System eingepragt werden. Da der Ro-
boter zwei Aktuatoren hat und aus zwei Massen und zwei Gelenken besteht, spricht man von
einem vollaktuierten Roboter.

Abbildung 1: Schematische Zeichnung des zweiarmigen Roboters

e Der erste Schritt umfasst die Modellbildung des System, so dass am Ende die Systemdif-
ferentialgleichungen zur Verfiigung stehen. Dazu ist die Herangehensweise anhand von
Lagrange-Funktionen hilfreich, um die komplizierte Dynamik leichter herleiten zu kon-
nen.

e Nach durchgefiihrter Modellierung schreibt man das System auf die in der Robotik {ibli-
che Darstellung

]
M(ﬂ)‘7+c(q/f7)’7+a—q = B(q)t (1)

um.

e Als néchstes schreibt man die Zustandsgleichung fiir den zweifach-aktuierten Roboter-
arm auf. Hat man den Aktuator am Aufpunkt nicht zur Verfiigung, d.h. man kann kein
Drehmoment 7; einprégen, so spricht man von einem unteraktuierten Roboter (Acrobot).
Auch hierfiir wird die Zustandsgleichung aufgestellt.
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o Im letzten Schritt wird der vollaktuierte Roboterarm bzw. der Acrobot um die Ruhelage
®; = 90°,0, = 90°,0; = O, = 0 mit den Eingdngen 1 = m = 0 linearisiert. Als
Parameter verwendet manm; = 1,my = 2,1 =7/4,)» = 2,11 = 1,I, = 2,¢ = 1, womit
sich die Gleichungen wesentlich vereinfachen.

Losung:

e Man beginnt mit der Lagrange-Funktion
L=T-V, T ...kinetische Energie, V ... potentielle Energie

und berechnet anhand der Lagrange-Gleichung
daL oL
dtog odq

die Bewegungsdifferentialgleichungen:

=0, q . .. generalisierte Koordinaten

Die kinetische und potentielle Energie des i-ten Roboterarms werden durch

1. . 1 :
Ti = 511@12 + Emi(xiz +97),  Vi=migy
beschrieben. Die generalisierten Koordinaten sind g7 = (®; ;). Bisher ist die Kopplung
zwischen den beiden Roboterarmen noch nicht berticksichtigt. Dies &ndert sich, wenn man im
néchsten Schritt die kartesischen Koordinaten durch die generalisierten Koordinaten ersetzt:

x| = %11 cos O, Xy = 1 cos®1 + %lz cos ®,
Yy = %ll sin @y, Yo = 1l1sin®; + %lz sin @,
Die Ableitungen hiervon sind
X = —%ll sin(©)0y, y1 = l1 cos(©7)0y,
X = —I;sin(@;)O; — %lz sin(©,)0, Yo = l1 cos(@1)0O; + %lz cos(0,)0,.

Weiterhin benoétigt man folgende Grofsen:
. 2 1o,
£+ 17 =153
. . 1 .
X5+ 93 =12sin? (@) 0% 4 111, sin (O ) sin(@,) O, + Zzg sin?(©,) 03
2 12 52 3. ¢ Io 2 52
+ 17 cos™(©1)O7 + 111 cos(O1) cos(®) 010, + le cos”(@,)03

=207 + 11, (sin @ sin @, + cos @1 cos @) ©10, + %l%@%

cos(®;—07)

ZZ%G)% + Ll COS(@1 — @2)@162 + il%@%

Setzt man diese Ausdriicke nun ein, so erhilt man

T = % J10% + % 1,03 + %mlz%cé)% + %mz <z%®% + l11p cos(® — ©2)0,0; + %15@5)

1 1 1 1 1
V= Emlgll sin® + 5128 (ll sin® + Elz sin@2> = Egll sin(®q) (mq + my) + Zlngl2 sin ®,
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Schliefslich wertet man die Lagrange-Gleichungen aus (L = T — V):

d oL JdL .. 1 . .. d (1 .
736, 90, =501 + Zmlzfe)l + mp 20, + = <§m21112 cos(@; — @2)@2>
— %7’121112 sin(@1 — @2)@1@2 — %(ml —+ ﬂ’lz)gll COSs @1
1 .. . 1 )
= (h + l% (Zml —+ m2>> @1 — m21112 sin(@1 — @2)@1@2 + Elellz sin(@1 — @2)@%
1 .. 1
+ EmzllZZ cos(@1 — ©,)0, + E(ml + my)gl cos O
doL 9L . 1 . d/[1 .
%@ — a—®2 —]2@2 + 1771212@2 + E <§1’I’lzlllz COS(@] — @2)@1)
+ %lelllz Sil’l(@l — @2)@1@2 — inglz COS @2
1 .. o
- <]2 + Zmﬂ%) @2 — lelllz sin(®1 — @2)@1@2
1 . .. 1
— Emﬂllz sm(@1 — @2)@1 + Znglz cos O,
°
M( ) o ]1 + %mll% + lel% %Ti’lzlllz COS(@l — @2) . @1
1= 2moll cos(©r — @) Jo + tmal3 ’ 1= \@,)"
N 0 %lellz SiI‘l(@l — @2)®2
C(q’ q) o <—%1’I’lzlllz sin(@l — @2)@1 0 !

BV(q): %(ml—kmz)gllcose)l B(q) = 10 (™
aq 1magls cos O, ’ 1 0 1)’ 0

e Wir haben das mechanische System nun in der Darstellung

M)+ Cla i+ 5 = Bla)r

vorliegen. Die Matrix M(q) ist fiir alle Zeiten invertierbar, also kann man mit der Inversen von
links multiplizieren:

i+ M @)C0,0) 0+ M) 22 = M (g)Blg) x
N—— q N——’
=Culgd)  TTyroT = Bul)

i+ Cm(9,4)q+ Vm(q) = Bm(q)T

Wihlt man als neue Koordinaten x; = @1, x2 = O, x3 = @, x4 = ©,, so erhilt man

X2
4 —CL(x) (*?) = VI (x1,%3) + BL (x1, %3)T
] X2 M X4 M\AL, A3 M\A1, A3
X = . = ,
X3 X4
Xy 2 X2 2 2
_CM(x) X4 - VM(xllx3) + BM(xll X3)T
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wobei der Index von V), Cp, By die erste bzw. zweite Zeile der Matrix/des Vektors bezeichnet.

Im Falle des Acrobots vereinfachen sich die Gleichungen etwas, da nun

T =T, B:<(1)>,

gilt:
X2
X1 1 x2 1 1
1 _CM(X) < ) - VM(xl,x3) + BM(X1,X3)T2
v= || = X4
563 _X4
X4 2 X2 2 2
_CM(x) X4 - VM(Xl,X3) + BM(xllxa)Tz

e Gegebene Parameter:my =1,my =21 =7/4,, =21 =1,=2,g=1.

Die Linearisierung um die Ruhelage ®; = 90°,0, = 90°,0; = ©®, = 0 mit den Eingdngen
71 = T» = 0 fiihrt fiir den vollaktuierten Roboter auf

0 1 0 O 0 0
e R R e
doopo)
und fiir den Acrobot auf
0 1 0 O 0
Ax = (%) g _0% g Ax + _0% ATy,
1oy o) 4
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