Regelungs- und Systemtechnik 3 Sommer 2020

Beiblatt 9: Existenz stabilisierender L6sungen der algebraischen Riccati-Gleichung

Unter den in der Vorlesung getroffenen Annahmen zeigen wir:
H € dom(Ric) <= (A, R) stabilisierbar
Beweis:
(=) Aus dem Satz tiber die Existenz stabilisierender reeller Lésungen X folgt sofort

H € dom(Ric) = (A+RX)stabil = (A, R) stabilisierbar

(<) Sei X_(H) = Im <§1> Wir miissen zeigen, daff die Stabilisierbarkeit des Paars (A, R) die
2
Invertierbarkeit von X; impliziert bzw. dem dquivalent: X;x =0 < x = 0.

Zur einfacheren Referenzierung wiederholen wir Gleichung (1) des vorangehenden Beiblatts:
A R X1\ _ (Xy
(o ) ()=o) ®

AX; +RXy = X{A )
= x*X; (AX; 4+ RXp)x = x* X5 X1 Ax

Mit der ersten Zeile

und mit X3X; = X7 X; aus dem vorangehenden Beiblatt gilt
x* X5 (AX1 4+ RXp) x = x* X7 X Ax. (3)

Zur Konstruktion eines Widerspruchs nehmen wir nun an, daf$ X;x = 0 bzw. x*X7 = 0 fiir ein x # 0.
Damit folgt aus (3) sofort

X X5RXox =0 <= (Xax)"R(X2x) =0
und mit R positiv semidefinit schliefsen wir
RX>x =0. 4)
Rechtsmultiplikation von Gleichung (2) mit x ergibt
(AX1+ RXy)x = X3Ax

und wird mit X;x = 0 und RXpx =0 zu

XjAx=0 = Ax € Ker(Xy) 5)
Aus der zweiten Zeile von Gleichung (1) erhalten wir
(—0Xi — ATX2)x = XoAx 250 —ATXox = XoAx. ©6)

Wiéhlen wir nun x als Eigenvektor von A (alle Eigenwerte in C~) und erfiillen damit Gleichung (5),
dann folgt mit Ax = Ax aus (6) nun

—ATXox = XoAx = (AT +ADXpx =0. (7)
Fafit man die Gleichungen (4) und (7) in
x'X, (A+AI R)=0 (8)

zusammen so folgert man aus der Stabilisierbarkeit von (A, R), dal

x'X, =0 = Xox=0. 9)

Demnach folgt <§1> x =0.Da <§1> per Konstruktion Rang n hat, folgt x = 0 (Widerspruch). Also
2 2

ist X; invertierbar.
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