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import numpy as np # numerics

import scipy.stats as st # probability

import matplotlib.pyplot as plt # plots

import matplotlib as mpl # more plots

import pandas as pd # data handling

#import matplotlib.dates as mdates

#import statsmodels.api as sm # statistics

#import statsmodels.formula.api as smf # statistical models

import ipywidgets as widgets # interactive

from IPython.display import display

from IPython.display import clear_output

import os.path # files

if os.path.isfile('RISEmagic.py'):

    from RISEmagic import *

else:

    def hide(): return None

import requests

from getpass import getpass

from io import StringIO

def get_moodle_csv(id, skiprows=None):

    global _moodle_session

    if '_moodle_session' not in globals():

        _moodle_session = requests.Session()

        username = getpass('username: ')

        password = getpass('password: ')

        payload = {

            'username': username,

            'password': password,

        }

        # moodle login

        _moodle_session.post('https://moodle2.tu-ilmenau.de/login/index.php', data=payload)

    # download table as csv

    file = _moodle_session.get('https://moodle2.tu-ilmenau.de/mod/resource/view.php?id=' + id)

    table = pd.read_csv(StringIO(file.text), skiprows=skiprows)

    return table

mpl.rcParams['figure.dpi'] = 150

Das SIR-Modell
einfaches Modell zur Ausbreitung von Epidemien:

 – (diskrete) Zeit (zum Beispiel in Tagen)
 – Bevölkerungsgröße

 – Anzahl der Suszeptiblen zur Zeit 
 – Anzahl der Infizierten zur Zeit 
 – Anzahl der Resistenten (removed) zur Zeit 

stochastische Dynamik:

 – Wahrscheinlichkeit, dass ein gewisser Infizierter einen gewissen Suszeptiblen innerhalb einer Zeiteinheit
ansteckt
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 – Wahrscheinlichkeit, dass ein gewisser Infizierter innerhalb einer Zeiteinheit resistent wird

damit in jedem Zeitschritt gegeben die Zustände bis zur Zeit :

binomialverteilte Anzahl der resistent Werdenden:

binomialverteilte Anzahl der weiterhin Suszeptiblen:

Gesamtzahl in der Bevölkerung bleibt gleich:

Initialisierung: mit vorgegebener Anzal Infizierter 

Simulation mit  Wiederholungen
hide()

widgs = {

    'n' : widgets.BoundedIntText(min=2, max=1e5, value=100, description='$n$'),

    'I' : widgets.BoundedIntText(min=1, max=1e5, value=10, description='$I_0$'),

    'p' : widgets.BoundedFloatText(min=0, max=1, value=0.002, description='$p$'),

    'q' : widgets.BoundedFloatText(min=0, max=1, value=0.1, description='$q$'),

    'T' : widgets.BoundedIntText(min=1, max=1e5, value=100, description='$T$'),

    'w' : widgets.BoundedIntText(min=1, max=1000, value=10, description='$w$')

}

out = widgets.Output()

mpl.rcParams['figure.dpi'] = 200

def sim_sir(n, I, p, q, T, w):

    s = np.zeros((w, T+1), np.uint16)

    i = np.zeros((w, T+1), np.uint16)

    i[:,0] = np.full(w, I)

    s[:,0] = np.full(w, n-I)

    

    for j in range(w):

        for t in range(T):

            s[j,t+1] = st.binom.rvs(s[j,t], p=np.exp(i[j,t] * np.log(1-p)))

            i[j,t+1] = st.binom.rvs(i[j,t], p=1-q) + s[j,t] - s[j,t+1]

    

    r = n - s - i

    

    return s, i, r

def plot_widg(n, I, p, q, T, w):

    s, i, r = sim_sir(n, I, p, q, T, w)

    with out:

        clear_output(wait=True)

        fig, axs = plt.subplots(3, 1, sharex=True)

        axs[0].plot(np.arange(T+1), s.T / n, 'C0', alpha=1/w)

        axs[0].set_ylabel('$S_t / n$')

        axs[1].plot(np.arange(T+1), i.T / n, 'C1', alpha=1/w)

        axs[1].set_ylabel('$I_t / n$')

        axs[2].plot(np.arange(T+1), r.T / n, 'C2', alpha=1/w)

        axs[2].set_ylabel('$R_t / n$')

        axs[2].set_xlabel('$t$')

        plt.show()

def handle(change):

    global widgs

    widgs['I'].value = min(widgs['I'].value, widgs['n'].value - 1)

    plot_widg(*[widget.value for name, widget in widgs.items()])

    

for name, widget in widgs.items():

    widget.observe(handle, names='value')

handle(None)

# widgs['out'] = out

widgets.VBox(children=[

    widgets.HBox(children=[widget for name, widget in widgs.items()]),#, layout=widgets.Layout(height='600px')),

    out])

q ∈ [0, 1]

t

Rt+1 −Rt ∼ Binom(It, q)

St+1 ∼ Binom(St, (1 − p)It)

It+1 − It = St − St+1 − (Rt+1 −Rt)

I0

S0 = n− I0, R0 = 0

w
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Asymptotik: Gesetz der großen Zahlen
für :

Erwartungswert: 
Varianz: 
Standardabweichung: 

also für relative Häufigkeit :

Erwartungswert:

Varianz:

Standardabweichung:

je 10 Simulationen für verschiedene  und :

n = pd.Series(range(1, 21)) * 10

r = 10

p = 1 / 3

h = n.apply(lambda ni: pd.Series(st.binom.rvs(ni, p, size=r) / ni))

ax = plt.subplot(box_aspect=1/2)

ax.plot()

ax.axhline(p, c='gray', ls='--', label=r'$p$')

for ni, hi in zip(n, h.values):

    ax.scatter(st.uniform.rvs(ni-0.15, 1.3, size=r), hi, marker='.')

ax.set_xlabel('$n$')

ax.set_ylabel('$X / n$')

ns = np.arange(1, np.max(n)+11)
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ax.plot(ns, p + 2 * np.sqrt(p * (1-p) / ns), 'k-', label=r'$p\pm 2\sqrt{\frac{p(1-p)}{n}}$')

ax.plot(ns, p - 2 * np.sqrt(p * (1-p) / ns), 'k-')

# ax.plot(ns, p + 1 / np.sqrt(ns), c='b', ls=':', label=r'$p\pm\frac{1}{\sqrt{n}}$')

# ax.plot(ns, p - 1 / np.sqrt(ns), c='b', ls=':')

ax.set_xbound(1, 210)

ax.set_ybound(0, 1)

ax.legend(loc='upper right')

hide()

Reproduktionszahl
mittlere Anzahl an Sekundärfällen, die ein Primärfall verursacht

mittlere Dauer der Infektion:

Basisreproduktionszahl : ein Infizierter (von außen) infiziert in einer Bevölkerung von  Suszeptiblen im Mittel (ungefähr)

im Verlauf der Epidemie: effektive Reproduktionszahl

kritischer Wert: 
: Zunahme der Infizierten
: Abnahme der Infizierten

Durchseuchung bringt Epidemie zum Erliegen:

kann auch durch Impfung erreicht werden: für Impfrate 

nur noch  Suszeptible

effektive Reproduktionszahl:

kritische Impfrate:

D = 1+ (1− q) + (1 − q)2 + (1− q)3 +⋯ =
∞

∑
k=0

(1 − q)k = =
1

1− (1− q)

1
q

R̄0 n

R̄0 = npD =
np

q

R̄t =
Stp

q

R̄t = 1
R̄t > 1
R̄t < 1

St <
q

p

α ∈ [0, 1]

(1 − α) n

= (1− α) R̄0
(1 − α) np

q



hide()

epi = pd.DataFrame({

    '$\\bar R_0$' :  [5, 20, 1000, 2.5]

}, index=['Pocken / Kinderlähmung', 'Masern', 'Malaria', 'SARS-CoV-2 Wildtyp'])

epi['$\\alpha$'] = 1 - 1/epi

epi

Pocken / Kinderlähmung 5.0 0.800

Masern 20.0 0.950

Malaria 1000.0 0.999

SARS-CoV-2 Wildtyp 2.5 0.600

Deterministische Differenzengleichung
für Erwartungswerte der jeweiligen Anteile  in der Bevölkerung gelten:

für den Anteil der Immunen

für den Anteil der Suszeptiblen

wegen

für , also großes  bei konstantem , und 

sowie für den Anteil der Infizierten

hide()

widgs = {

    'n' : widgets.BoundedIntText(min=2, max=1e5, value=100, description='$n$'),

    'I' : widgets.BoundedIntText(min=1, max=1e5, value=10, description='$I_0$'),

    'R' : widgets.BoundedFloatText(min=0, max=1e5, value=2.5, description='$\\bar R_0$'),

    'D' : widgets.BoundedFloatText(min=0, max=1e5, value=10, description='$D$'),

    'T' : widgets.BoundedIntText(min=1, max=100, value=100, description='$T$'),

    'w' : widgets.BoundedIntText(min=1, max=1000, value=10, description='$w$')

}

out = widgets.Output()

mpl.rcParams['figure.dpi'] = 200

def sim_sir(n, I, p, q, T, w):

    s = np.zeros((w, T+1), np.uint32)

    i = np.zeros((w, T+1), np.uint32)

    i[:,0] = np.full(w, I)

    s[:,0] = np.full(w, n-I)

    

    for j in range(w):

        for t in range(T):

            s[j,t+1] = st.binom.rvs(s[j,t], p=np.exp(i[j,t] * np.log(1-p)))

            i[j,t+1] = st.binom.rvs(i[j,t], p=1-q) + s[j,t] - s[j,t+1]

    

    r = n - s - i

    

    s_bar = np.zeros(T+1)

    i_bar = np.zeros(T+1)

    i_bar[0] = I / n

    s_bar[0] = 1 - I / n

    

    for t in range(T):

        s_bar[t+1] = s_bar[t] - n * p * i_bar[t] * s_bar[t]

        i_bar[t+1] = (1-q) * i_bar[t] + s_bar[t] - s_bar[t+1]

    r_bar = 1 - s_bar - i_bar

    

α = 1−
1

R̄0
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    return s, i, r, s_bar, i_bar, r_bar

def plot_widg(n, I, R, D, T, w):

    p = R / n / D

    q = 1 / D

    s, i, r, s_bar, i_bar, r_bar = sim_sir(n, I, p, q, T, w)

    with out:

        clear_output(wait=True)

        fig, axs = plt.subplots(3, 1, sharex=True)

        axs[0].plot(np.arange(T+1), s.T / n, 'C0', alpha=1/w)

        axs[0].plot(np.arange(T+1), s_bar, 'k')

        axs[0].axhline(1/R, ls='--', lw=1, c='k', alpha=.3)

        axs[0].set_ylabel('$S_t / n$')

        axs[1].plot(np.arange(T+1), i.T / n, 'C1', alpha=1/w)

        axs[1].plot(np.arange(T+1), i_bar, 'k')

        axs[1].set_ylabel('$I_t / n$')

        axs[2].plot(np.arange(T+1), r.T / n, 'C2', alpha=1/w)

        axs[2].plot(np.arange(T+1), r_bar, 'k')

        axs[2].set_ylabel('$R_t / n$')

        axs[2].set_xlabel('$t$')

        plt.show()

def handle(change):

    global widgs

    widgs['I'].value = min(widgs['I'].value, widgs['n'].value - 1)

    plot_widg(*[widget.value for name, widget in widgs.items()])

    

for name, widget in widgs.items():

    widget.observe(handle, names='value')

handle(None)

# widgs['out'] = out

widgets.VBox(children=[

    widgets.HBox(children=[widget for name, widget in widgs.items()]),#, layout=widgets.Layout(height='600px')),

    out])

Diskussion:

Gesetz der großen Zahlen erfordert (stets) große Anzahlen 
Ignorieren von Mehrfachinfektionen erfordert ,  (problematisch: maximales )
zu Beginn: exponentielles (geometrisches) Wachstum von  ( )
danach: nicht-lineare Differenzengleichung
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qualitiativ unterschiedliches Verhalten von stochastischem und deterministischem System für 

Übergang zum zeitkontinuierlichen Modell
Differentialgleichungen für Bevölkerungsanteile:

Mehrfachinfektionen in einer Zeiteinheit können ausgeschlossen werden
Berücksichtigung der Varianz: stochastische Differentialgleichung für das -fache der Abweichungen  von  in
der Differentialgleichung oben, wobei  eine zweidimensionale standardisierte Brownsche Bewegung bezeichnet,

from numpy.linalg import cholesky

import scipy.stats as st

from scipy.integrate import solve_ivp

def sir_sde(N, I0, lam, gamma, tmin, tmax, ode_steps, sigma_2):

    """

    Covariance function and mean of Gaussian approximation to the SIR epidemic.

    

    

    Computes the covariance function of the centered Gaussian

    process $(U^s_t, U^i_t)$ by solving the associated ODE 

    given by the fundamental matrix $\Phi(t)$.

    

    Computes solution of the ODE $(z_s, z_i)$ along the way.

    

    Returns:

    

    rho: covariance matrix of the Gaussian approximation

    t: time discretization

    y: solution of the 13d ODE

    """

    def rho_ivp(t, y):

        Int = y[:4].reshape((2, 2))

        Phi_inv = y[4:8].reshape((2, 2))

        Phi = y[8:12].reshape((2, 2))

        s, i = y[12:]

        A = np.array([[-lam * i, -lam * s], [lam * i, lam * s - gamma]])

        C = np.array(

            [[-np.sqrt(lam * s * i), 0], [np.sqrt(lam * s * i), -np.sqrt(gamma * i)]]

        )

        return np.concatenate(

            (

                (Phi_inv @ C) @ (Phi_inv @ C).T,

                -Phi_inv @ A,

                A @ Phi,

                np.array([-lam * s * i, lam * s * i - gamma * i]),

            ),

            axis=None,

        ).reshape(-1)

    init_variance = np.array([sigma_2, 0, 0, sigma_2])

    init_si = [1 - I0 / N, I0 / N]

    init_v_mat = init_variance.reshape((2, 2))

    init_rho = np.concatenate(

        (np.zeros(4), np.eye(2).reshape(-1), np.eye(2).reshape(-1), init_si)

    )

    sol_int = solve_ivp(

        rho_ivp, [tmin, tmax], init_rho, t_eval=np.linspace(tmin, tmax, ode_steps)

    )

    rho_integrated = sol_int.y[:4, :].reshape((2, 2, -1))

    Phis = sol_int.y[8:12, :].reshape((2, 2, -1))

R0 ≤ 1

rt = q it

st = −qR̄0 it st

it = qR̄0 it st − q it

(1)

(2)

(3)

d

dt

d

dt

d

dt

√n U , V s, i
B

dUt = (−qR̄0itUt − qR̄0stVt) dt−√qR̄0stit dB1
t

dVt = (qR̄0itUt + (qR̄0st + q) Vt) dt+√qR̄0stit dB1
t +√qit dB2

t

(4)

(5)
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    rho_mat = np.array(

        [

            Phis[:, :, s]

            @ (init_v_mat + rho_integrated[:, :, np.min([s, t])])

            @ Phis[:, :, t].T

            for s, t in np.dstack(

                np.meshgrid(np.arange(ode_steps), np.arange(ode_steps))

            ).reshape(-1, 2)

        ]

    )

    rho = rho_mat.reshape((ode_steps, ode_steps, 2, 2))[:, :, :, :]

    return (rho, sol_int.t, sol_int.y)

hide()

widgs = {

    'n' : widgets.BoundedIntText(min=2, max=1e5, value=10000, description='$n$'),

    'I' : widgets.BoundedIntText(min=1, max=1e5, value=100, description='$I_0$'),

    'R' : widgets.BoundedFloatText(min=0, max=1e5, value=2.5, description='$\\bar R_0$'),

    'D' : widgets.BoundedFloatText(min=0, max=1e5, value=10, description='$D$'),

    'T' : widgets.BoundedIntText(min=1, max=100, value=100, description='$T$'),

    'w' : widgets.BoundedIntText(min=1, max=1000, value=10, description='$w$')

}

out = widgets.Output()

mpl.rcParams['figure.dpi'] = 200

def plot_widg(n, I, R, D, T, w):

    # time discretization

    K = 2*T+1

    

    gamma = 1/D

    lam = R * gamma / n

    tmin, tmax = (0, T)

    

    N_sim = w

    rho, t, rho_sol = sir_sde(

        n, I, lam * n, gamma, tmin, tmax, K, 1 / n

    )

    s, i = rho_sol[12:, :]

    s_cov = rho.reshape((K, K, 2, 2))[:, :, 0, 0]

    i_cov = rho.reshape((K, K, 2, 2))[:, :, 0, 0]

    s_i_cov = rho.reshape((K, K, 2, 2))[:, :, 0, 1]

    si_cov = np.block([[s_cov, s_i_cov], [s_i_cov.T, i_cov]])

    vals, vecs = np.linalg.eigh(si_cov)

    vals = np.maximum(vals, 1e-10)

    si_cov = vecs @ np.diag(vals) @ vecs.T

    si_chol = cholesky(si_cov)

    sim_si = si_chol @ st.norm.rvs(size= si_chol.shape[1] * N_sim).reshape((2*K,N_sim))

    sim_s = sim_si[:K]

    sim_i = sim_si[K:]

    with out:

        clear_output(wait=True)

        fig, axs = plt.subplots(3, 1, sharex=True)

        axs[0].plot(t, s[:,None] + sim_s/np.sqrt(n), 'C0', alpha=1/N_sim)

        axs[0].plot(t, s, 'k')        

        axs[0].axhline(1/R, ls='--', lw=1, c='k', alpha=.3)

        #axs[0].axhline(1/R, ls='--', lw=1, c='k', alpha=.3)

        axs[0].set_ylabel('$S_t / n$')

        axs[1].plot(t, i[:,None] + sim_i/np.sqrt(n), 'C1', alpha=1/N_sim)

        axs[1].plot(t, i, 'k')

        axs[1].set_ylabel('$I_t / n$')

        axs[2].plot(t, 1 - s[:, None] - i[:,None] - (sim_s + sim_i)/np.sqrt(n), 'C2', alpha=1/N_sim)

        axs[2].plot(t, 1 - s - i, 'k')

        axs[2].set_ylabel('$R_t / n$')

        axs[2].set_xlabel('$t$')

        plt.show()

def handle(change):

    global widgs

    widgs['I'].value = min(widgs['I'].value, widgs['n'].value - 1)

    plot_widg(*[widget.value for name, widget in widgs.items()])

    

for name, widget in widgs.items():

    widget.observe(handle, names='value')

handle(None)

# widgs['out'] = out

widgets.VBox(children=[
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    widgets.HBox(children=[widget for name, widget in widgs.items()]),#, layout=widgets.Layout(height='600px')),

    out])

Weiterführende Themen

mehr Kompartmente (Altersgruppen, Krankenhausauslastung, ...)
kompliziertere Dynamik (Verlust der Immunität, Krankheitsüberträger, zeitvariant, ...)
inhomogene Bevölkerung, lokale Effekte
Beweise für die Asymptotiken, Fehlerabschätzungen
Steuerung (Impfregime, nichtpharmazeutische Interventionen, ...)
Statistik:

Parameterschätzung (Reproduktionszahl, ...)
Monitoring (keine direkte Beobachtung der Zustände)
Vorhersage (Krankenhauseinweisungen, Todesfälle, ...)

Stochastik im Studium

Stochastik (Pflicht, 6. FS)
Maßtheorie & Stochastik (B.Sc. Wahlbereich Angewandte Mathematik)
Maßtheorie (Master: Wahl?, 1. Hälfte WS)
Zeitreihenanalyse (B.Sc. Wahlbereich Angewandte Mathematik; M.Sc. Wahlbereich Mathematische Systemtheorie /
Vertiefung / Verteiltparametrische und stochastische Systeme)
Multivariate Statistik (B.Sc. Wahlbereich Angewandte Mathematik; M.Sc. Wahlbereich Vertiefung)
Stochastische Prozesse (erfordert Maßtheorie, M.Sc. Wahlbereich Verteiltparametrische und stochastische Systeme)
Stochastische Analysis (erfordert Stochastische Prozesse, M.Sc. Wahlbereich Verteiltparametrische und stochastische
Systeme)

 Informationsveranstaltung für unregelmäßig angebotene Wahlfächer
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Vielen Dank für Ihre Aufmerksamkeit!

Fragen?


