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Vorwort

Die Matrizenmultiplikation ist die Basisoperation der linearen Algebra und somit
auch einer Vielzahl wichtiger Anwendungen, wie Mission Level Design Automa-
tion, Computergraphik und Robotik. Zudem stellt die Matrizenmultiplikation
meist auch den grofiten Anteil an den genannten Anwendungen. Viele Probleme
konnen auf die Matrizenmultiplikation reduziert und optimal geldst werden, wenn
die Matrizenmultiplikation selbst optimal gelost wird. Effiziente Algorithmen fiir
die Matrizenmultiplikation sind deshalb von hohem praktischen Interesse. Ei-
ne Darstellung von Grundprinzipien, Entwurfsméglichkeiten und Realisierungen
insbesondere von parallelen Algorithmen, die das Leistungspotential innovativer
Rechnerarchitekturen erschlieflen, ist notwendig und wichtig. Es ist nicht das vor-
dergriindige Ziel, eine moglichst vollstindige Sammlung der bisher entwickelten
parallelen Algorithmen fiir die Matrizenmultiplikation zu liefern, vielmehr soll ei-
ne umfassende Gegeniiberstellung von repriisentativen sequentiellen Algorithmen
und origindren parallelen Algorithmen aufgezeigt und ihr Bezug zur Rechnerar-
chitektur verdeutlicht werden. Somit stellt die Arbeit eine sinnvolle Erweiterung
zu Pan [70] dar. Besonderer Wert ist auf die Darstellung von Algorithmen ge-
legt, die nicht nur von theoretischem Interesse sind, sondern auch in der Praxis
eine Bedeutung haben. Leider sind viele der asymptotisch “besten” Algorithmen
schwer zu implementieren. Der Mehraufwand ist derart grof, so dafl sie nur von
begrenztem praktischen Nutzen sind.

Die vorliegende Arbeit ist als Arrondierung dessen zu verstehen, was der Autor
in den letzten 8 Jahren an Forschungsergebnissen auf dem Gebiet erzielt hat.
Diese eigenen Ergebnisse wurden mit Grundlagen und Ergebnissen anderer an-
gereichert, so daf sich eine geschlossene Darstellung ergibt. Eine Ubersicht iiber
die Struktur der Arbeit zeigt Abb. 1.

Im ersten Kapitel werden die wesentlichen Grundlagen betrachtet. Eine zentrale
Stelle nehmen dabei die Punkte parallele Architekturen und parallele Program-
mierung ein. Das Wechselspiel der Kategorien Architektur, Programmierspra-
che und Algorithmus ist fiir die Entwicklung der Informatik und seiner Anwen-
dungsgebiete von entscheidender Bedeutung. Neue Rechnerarchitekturen erfor-
dern neue Algorithmen um das Leistungspotential voll auszuschopfen. Notwendig
ist zudem eine Programmiersprache, die eine effiziente Implementierung moglich
macht. Es folgt eine kurze Darstellung von Konzepten fiir den Entwurf sowohl
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sequentieller als auch paralleler Algorithmen. Die Vorstellung eines Begriffsinstru-
mentariums fiir die Komplexitétsanalyse und Bewertung der Leistungsfihigkeit
paralleler Algorithmen schliefit das Kapitel ab.

1 Einleitung

Parallele Architekturen

Parallele Programmierung

Grundlagen
2 Das Matrizenprodukt 3 Parallele
Matrizenmultiplikation
N S
wesentliche ‘ Algorithmen auf
sequentielle Algorithmen verschiedenen Architekturen

4 Anwendungen paralleler Algorithmen

ausgewdhlte Problemstellungen

5 Zusammenfassung

Abbildung 1: Struktur der Arbeit

Verschiedene wesentliche sequentielle Algorithmen fiir die Matrizenmultiplikati-
on werden in Kapitel 2 betrachtet. Im Vordergrund stehen die Algorithmen nach
Strassen und Winograd. Sie haben die grofite Bedeutung unter den sequentiellen
Algorithmen neben dem “naiven” Multiplikationsalgorithmus aus implementie-
rungstechnischer Sicht erlangt.
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Kapitel 3 ist der parallelen Matrizenmultiplikation gewidmet. Der Schwerpunkt
liegt nun nicht mehr nur auf der Matrizenmultiplikation, sondern auf der gemein-
samen Betrachtung der Kategorien Architektur und Algorithmus.

In Kapitel 4 werden ausgewéhlte Problemstellungen aus Anwendungen paralleler
Algorithmen behandelt. Die Inhalte der einzelnen Abschnitte resultieren bis auf
wenige Ausnahmen aus der Forschungsarbeit der Gruppe des Autors.

Die Zusammenfassung im Kapitel 5 rundet die Arbeit ab. Im Literaturverzeichnis
sind nur jene Originalarbeiten aufgefiihrt, aus denen Begriffsbildungen, Anregun-
gen oder Ergebnisse fiir die eigene Arbeit entnommen wurden.

An dieser Stelle mochte ich mich besonders herzlich bei meiner Familie bedanken,
die mich wiahrend der Entstehung der Arbeit stets ermutigte und unterstiitzte.
Allen Kolleginnen und Kollegen des Institutes Theoretische und Technische In-
formatik danke ich fiir die angenehme Arbeitsatmosphére.

Volker Zerbe
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einfiihrung

Die Attraktivitdt der Parallelverarbeitung beruht auf der Vorstellung, daf} ein
Algorithmus a(n), n ist dabei das Ma8 fiir die Problemgrofe, fiir einen Paral-
lelrechner mit p Prozessoren entwickelt, p mal schneller ausgefiihrt werden kann
als auf einem Einprozessorsystem. Das 1d3t zu der Annahme verleiten, daf} bei
hinreichend groflem p die Programmlaufzeit ¢ beliebig verkleinert werden konnte.

b(a(n) = Tim 2 _ g (1.1)

p—00 p

Daf} dies nicht zu erwarten ist, bedarf keiner umfassenden Erlduterung.

Voraussetzung fiir eine Leistungssteigerung ist natiirlich die Parallelisierbarkeit
des Problems. Wiahrend beispielsweise die Matrizenaddition wegen der Unab-
héngigkeit der einzelnen Elemente leicht parallelisierbar ist, existieren Problem-
stellungen, die sich nicht parallelisieren lassen. Das heifit, selbst mit einer grofien
Anzahl von Prozessoren lassen sich die notwendigen Berechnungen nicht schneller
ausfithren als mit einem einzigen Prozessor. Ein einfaches Beispiel dieser Art ist
in [95] angegeben. Man berechne die Potenz y = 22" mit n € IN,z € IR. Sequen-
tielle Algorithmen berechnen gy durch fortlaufende Quadrierung in n Schritten.
Da aber im ersten Schritt hochstens 22, im zweiten Schritt hochstens z* usw.
gebildet werden kann, ist durch den Einsatz weiterer Prozessoren die Berechnung
nicht grundsétzlich schneller auszufiithren. Der folgende Abschnitt illustriert an
einem simplifizierten Beispiel die Problematik der Parallelisierung.

Beispiel 1.1 Man stelle sich vor, ein auf einem Tisch befindlicher Stapel eines
Rommé-Kartenspiels, bestehend aus 104 Karten (Joker mal ausgenommen), sei
so schnell wie maglich zu sortieren und als Stapel wieder auf dem Tisch abzulegen.

Ein naheliegender Zugang zur Losung der Aufgabe ist gegeben durch das Teile

1
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und Herrsche Konzept, s. a. Abschnitt 1.4. Dazu konnen wir folgenden Algorith-
mus realisieren:

1. Teile die 104 Karten nach schwarz und rot.

2. Teile die schwarzen Karten nach Kreuz und Pik und die roten Karten nach
Herz und Karo.

3. Teile die 4 Stapel (Kreuz, Pik, Herz, Karo) nach den Farben der Kartenriick-
seite.

4. Sortiere die verbleibenden 13 Karten in den 8 Stapeln der Grofle nach. Fiir
das Sortieren von nur 13 Karten bietet sich der Insertion-Sort Algorithmus
[21] an.

5. Lege alle sortierten Stapel iibereinander.

Durch das Teilen der 104 Karten in jeweils 8 unabhéngige Stapel ist dieser Algo-
rithmus leicht parallelisierbar. So kénnen im 3. Schritt beispielsweise die 4 Stapel
gleichzeitig bearbeitet werden. In einer geselligen Runde von 8 gleichsam finger-

fertigen Personen haben wir viele Stunden mit folgendem Ergebnis ! sortiert,
Abb. 1.1.

Im Idealfall wiirde dies bedeuten, dafl bei p Prozessoren (Personen) die Zeit zum
Losen eines Problems f) betragen wiirde, wenn auf einem Prozessor die Zeit ¢
benétigt wird. Dieser Idealfall wird allerdings nur in den seltensten Féllen er-
reicht, ndmlich dann, wenn die auf die einzelnen Prozessoren verteilten Teilauf-
gaben genau gleichgrol und wenn sie unabhingig von den Teilaufgaben anderer
Prozessoren bearbeitet werden konnen. Eine ganz ausgeglichene Verteilung der
Teilaufgaben ist oft nur schwer realisierbar. Meist hingt die Bearbeitung eines
Teilproblems auch vom Ergebnis einer Teilaufgabe in einem anderen Prozessor ab,
s. o. simplifiziertes Beispiel. Dies bedeutet, dafl zwischen Prozessoren Kommuni-
kation stattfinden muf}, die Zeit benétigt. Je grofler die Anzahl der am Problem
arbeitenden Prozessoren ist, desto grofier ist auch der Kommunikationsaufwand.
Auflerdem muf jeder empfangende Prozessor u. U. warten, wenn die Information
nicht rechtzeitig bereitgestellt werden kann. Man sagt daher auch, die Prozessoren
wiirden synchronisiert. Wichtig fiir parallele Algorithmen sind also

e moglichst geringe Kommunikation,
e moglichst wenig Synchronisation und

e eine gleichmiflige Lastverteilung.

!Saxonia Weltrekorde: Ralf Laue sortierte ein gemischtes Kartenspiel, bestehend aus 52
Karten, in 53,2s.
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Abbildung 1.1: Ausfithrungszeit in Abhéngigkeit von der Anzahl der Prozessoren
fiir eine konstante Problemgrofie

Das Beispiel zeigt zudem noch, dafl es offensichtlich eine optimale Anzahl an
Prozessoren gibt, die gemeinsam an einem Problem der Gréfle n (Sortieren von
n = 104 Karten) arbeiten.

Da wir die Betrachtung iiber parallele Algorithmen zu Beginn weitgehend los-
geldst von aktuellen Rechnerarchitekturen anstellen wollen, legen wir einen hy-
pothetischen Rechner zu Grunde [85]. Dieses System besteht aus beliebig vielen
Prozessoren. Jeder Prozessor kann zu jedem Zeitpunkt eine beliebige Operation
aus O = {4, —, X, +} in einem Schritt fiir die Dauer einer Zeiteinheit ausfiihren.
Es werden zwei Arten von Schritten unterschieden:

e arithmetisch/logische (Operationen) Schritte und
e Datentransport (Routing) Schritte.

Die Laufzeit eines parallelen Programms erhélt man also durch die Summe der
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Anzahl der zwei Schrittarten oder der Anzahl der benétigten Zeiteinheiten. Jeder
Algorithmus entwickelt auf solchem Rechner seine maximale Leistung, weil die
Ursachen fiir Ineffizienz eliminiert sind. Das heif}t, Zeitverluste durch Kommu-
nikation sind gleich null, Zugriffskonflikte jeglicher Art treten nicht auf und es
sind immer geniigend Prozessoren verfiighar. Obwohl der Rechner niemals ge-
baut werden kann, stellt er ein niitzliches Konzept fiir die Leistungsbewertung
von Algorithmen dar.

1.2 Parallele Architekturen

Ohne an dieser Stelle auf Einzelheiten von Parallelprozessoren einzugehen, soll ei-
ne Ubersicht iiber die Kategorien paralleler Architekturen gegeben werden. Flynn
verOffentlichte [32, 33| eine zunichst grobe Klassifizierung, die bis heute jedoch
ihre Bedeutung nicht verloren hat. Ausgehend von der Tatsache, dafl ein Rechner
Folgen von Operationen auf Folgen von Daten ausfiihrt, unterscheidet man Be-
fehlsstrome und Datenstrome. Je nach Ein- bzw. Vielfachheit der Strome gelangt
man durch Kombination zu 4 Klassen. Flynn unterscheidet folgende Kategorien:

e SISD - single instruction single data (konventionelle von Neumann
Rechner)

e SIMD - single instruction multiple data (Feld- Vektorrechner)

e MISD - multiple instruction single data (leer)

e MIMD - multiple instruction multiple data (Multiprozessorssysteme,
Multirechnersysteme)

Abb. 1.2 illustriert die verschiedenen Ansétze in graphischer Form.

Da die Klasse MISD im allgemeinen als leer angesehen wird [54, 44], das Arbei-
ten verschiedener Prozessoren auf ein und demselben Datum erscheint nicht als
sinnvoll, gliedern sich Parallelrechner in die Klassen SIMD und MIMD. Im Falle
des SIMD-Prinzips wird genau ein Befehl jeweils gleichzeitig auf einer Vielzahl
von Daten ausgefiihrt. Bei einer MIMD-Architektur hingegen kénnen auf einer
Vielzahl von Daten mehrere Befehle jeweils gleichzeitig ausgefiihrt werden.

Ein weiteres wesentliches Ordnungskriterium ist die Organisation des Speichers.
Greifen alle Prozessoren auf einen gemeinsamen Speicher zu, so spricht man von
einem Parallelrechner mit shared memory. Besitzt dagegen jeder Prozessor sei-
nen eigenen Speicher, so spricht man von einem Parallelrechner mit distributed
memory. Beide Architekturklassen sind in Abb. 1.3 grafisch dargestellt.

Dem Verbindungsnetz kommen dabei unterschiedliche Hauptaufgaben zu. Wih-
rend es bei Parallelrechnern mit shared memory hilft, das Problem der Zugriffs-
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Abbildung 1.2: Klassifikation nach Flynn

[ ] Prozessor [:] Speicher [] Verbindungsnetzwerk

HENEEENEE LT LT LI
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Abbildung 1.3: MIMD-Klassifikation, a) verteilter Speicher, b) gemeinsamer Spei-
cher

konflikte zu mildern, entscheidet es bei Parallelrechnern mit distributed memory
iiber die Effizienz des Datenaustausches. Zur Bewertung von Verbindungsnetzen
werden eine Reihe von Kriterien wie Erweiterbarkeit, Leistung (Bandbreite: An-
zahl der Daten pro Zeiteinheit, Latenz: Anzahl der Zeiteinheiten pro Datum),
Kosten, Zuverldssigkeit und Funktionalitéit herangezogen, s. a. [47, 44].

Sind Komponenten des Rechnersystems fest miteinander verbunden, so heifit das
Netz statisch. Die Topologie bestimmt so die Charakteristik des Netzes. Ein erstes
Kriterium fiir die jeweilige Topologie ist der Knotengrad. Er ist entweder kon-
stant oder von der Grofle des Netzes abhéngig und gibt die Anzahl der direkten
Nachbarn des Knotens an. Ein geringer und konstanter Knotengrad begiinstigt
demnach niedrigere Kosten. Der ATOLL-chip als Netzwerkinterface, entwickelt
an der Uni Mannheim [53], verfiigt iiber 4 bidirektionale Linkports und erlaubt
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den Anschlufl von bis zu 4 Nachbarn.

Die Struktur mit der geringsten Konnektivitit (Verhiltnis von Kanten zu Kno-
ten) ist der Ring. Mit einem konstanten Knotengrad von 2 ist der Ring ko-
stengiinstig zu realisieren, hat jedoch einen linear mit der Knotenzahl p wach-
senden Durchmesser. Unter dem Durchmesser eines Netzes versteht man die ma-
ximale Lénge fiir die Verbindung zweier Knoten. Fiir die Ringarchitektur ist zu
bemerken, dafi sie sich in die meisten der anderen Strukturen einbetten 1af3t. Ein
Algorithmus, der fiir einen Parallelrechner mit Ringarchitektur entwickelt wurde,
kann deshalb relativ leicht auf fast alle der anderen Architekturen iibertragen
werden und eignet sich auch fiir Clusterarchitekturen. Eine sehr populidre Archi-
tektur stellt der Hypercube dar. Zwei Prozessoren sind genau dann miteinander
verbunden, wenn sich die Bindrdarstellungen ihrer Prozessornummern in genau
einer Stelle unterscheiden. Die Anzahl p der Prozessoren ist in diesem Fall eine
Zweierpotenz. In Abb. 1.4 sind Ring und Hypercube sowie die Einbettung einer
Ringarchitektur in einen Hypercube der Dimension 3 dargestellt. Der Ring wurde
dabei so eingebettet, dal im Ring benachbarte Prozessoren auch im Hypercube
direkt verbunden sind. Dies 1483t sich fiir einen Hypercube beliebiger Dimension
mit Hilfe der Gray-Codierung erreichen.

a) b) c)

Abbildung 1.4: a) Ring, b) Hypercube, ¢) Ring eingebettet im Hypercube

Eine sehr verbreitete Topologie ist die des zweidimensionalen Gitter oder des
zweidimensionalen Torus, s. Abb. 1.5. Der Knotengrad ist konstant 4, von den
Randknoten des Gitter abgesehen. Gitterstrukturen eignen sich fiir alle Proble-
me, bei denen ein zweidimensionaler Datenbereich gegeben ist und partitioniert
bearbeitet werden kann.

Heif§ [41] fiihrt weiter aus, dafl auch Gitter und Tori hoherer Dimension d > 2
verschaltet werden konnen. Von besonderer Bedeutung sind 3D Architekturen,
die sich an unsere dreidimensionale Welt anlehnen. Anwendungen wie Wetter-
vorhersage, Klimamodelle, Aerodynamik, etc. beruhen auf einer diskreten Zerle-
gung des dreidimensionalen Raumes und der parallelen Berechnung physikalischer
Groflen mit lokal begrenzter Kommunikation. Der bereits erwihnte Hypercube
ist auf Grund des giinstigen Durchmessers fiir Probleme geeignet, die nicht lokale
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Abbildung 1.5: a) Gitter, b) Torus

Kommunikation erfordern. Aufgrund seiner Struktur sind Erweiterungen nur in
Zweierpotenzen moglich. Nachteilig wirkt sich der mit der Dimension wachsende
Knotengrad aus. Exemplarisch sei der Butterfly-Graph in Abb. 1.6 genannt, der
eine Knotenzahl n = d-2¢ und wegen des Knotengrades von 4 einen Durchmesser
d+ | 2] besitzt.

Abbildung 1.6: Butterfly-Graph der Dimension d = 3

Neben allgemeinen Kosten /Leistungsverhiltnissen kénnen bestimmte Topologien
auch wegen ihrer Eignung fiir bestimmte Algorithmenklassen ausgewiahlt werden.
Im Idealfall spiegelt die Netzwerkstruktur gerade die Kommunikationsstruktur
des parallelen Programms wieder. Bindrbdume eignen sich etwa fiir sogenann-
te Teile und Herrsche Algorithmen. Der Durchmesser wichst nur logarithmisch
mit der Knotenzahl, wihrend der Knotengrad maximal 3 ist. Algorithmen, deren

2[x] , kleinste ganze Zahl 1), so dafi > x bzw. |z , groBte ganze Zahl ), so dafi n <
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Funktionsweise auf rythmischen Strémen von Daten durch Prozessorfelder beru-
hen, eignen sich besonders gut fiir die vollstindige Hardware-Implementierung
mit der VLSI3-Technologie. Algorithmen, die auf einem hexagonalen systolischen
Feld Abb. 1.7 implementiert werden, werden systolische Algorithmen genannt.

b)

Abbildung 1.7: a) Bindrbdum, b) Systolische Felder

Eine Zusammenfassung der Parameter der skizzierten Topologien zeigt Tabelle
1.1.

Topologie | Knotengrad | Durchmesser | Kommentar

Ring 2 Ed N Knoten

Hypercube n n N Knoten mit n = log N
2D-Gitter 4 2(r—1) r x r Gitter mit r = VN
2D-Torus 4 2| %] r x r Torus mit r = /N
Bindrbaum 3 2(h—1) Hohe des Baumes mit h = [log N

Tabelle 1.1: Parameter und statische Topologien

Neben den bisher betrachteten statischen Verbindungsnetzen wird noch nach dy-
namischen unterschieden.

Fiir einen groben Uberblick lassen sich dynamische Verbindungsnetze in die Klas-
sen busartige Netze, Schaltermatrizen und mehrstufige Netze unterteilen. Busse
bilden die kostengiinstige Alternative. Die Anzahl der anschliefbaren Einheiten

3VLSI - very large scale integration
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ist jedoch bedingt durch auftretende Buskonflikte begrenzt. Ein Beispiel fiir Bus-
kopplungen sind Multiprozessorsysteme, bedingt eben durch Buskonflikte meist
mit moderaten Prozessorzahlen. Die im Vergleich dazu aufwendigste ist die Schal-
termatrix, die jeden Anschluff mit jedem verbinden kann. Als Kompromifilésung
bieten sich hierarchische Lésungen. Mit Hilfe von Grundelementen, meist vier
Schalterzusténde s. Abb. 1.8, konnen mehrstufige Netze gebildet werden. Der qua-
dratische Aufwand kann auf % log n reduziert werden, auf Kosten einer Verzoge-
rung in der Ubertragungszeit. Im Unterschied zu statischen Netzen ist die Distanz
bzw. Latenz zwischen zwei beliebigen Prozessoren gleich, wichst jedoch logarit-
misch mit der Knotenzahl. Abb. 1.8 zeigt exemplarisch ein Banyan-Netz, welches
der Algorithmusstruktur der Fast-Fourier-Transformation entspricht. Es existiert
genau ein Pfad zwischen einem Eingang und einem Ausgang.

a) b)
= —
—Pd—

—=
4= L]

Abbildung 1.8: a) Elementare Schalterzusténde, b) Banyan-Netz

Tabelle 1.2 zeigt die drei Klassen dynamischer Verbindungsnetze mit ihren we-
sentlichen Eigenschaften

busartige Netze | mehrstufige Netze | Schaltermatrix
Latenz 1 logn 1
Bandbreite % 1 1
Kosten n nlogn n?

Tabelle 1.2: Parameter und dynamische Topologien

Im Gegensatz zu den Rechnerarchitekturen ist ein vergleichsweise geringer Auf-
wand getrieben worden, um Programmiersprachen neu bzw. weiter zu entwickeln.
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1.3 Parallele Programmierung

In diesem Abschnitt geht es um Aspekte der parallelen Programmierung, um die
Frage, wie gegebene Probleme fiir eine parallele Losung aufbereitet und letzt-
lich formuliert werden miissen. Ideal wire eine Umgebung, in der alle Aspek-
te der Parallelitit dem Programmierer verborgen bleiben, die also eine effizien-
te vollautomatische Parallelisierung gestattet. Man spricht auch von implizitem
Parallelismus, einer Ausdrucksform, die von der Frage sequentiell oder paral-
lel abstrahiert. Ein Beispiel fiir einen solchen Parallelismus ist die Auswertung
arithmetischer Ausdriicke. Die Anwendung von Assoziativ- und Kommutativge-
setz erlaubt in vielen Fillen eine Parallelbearbeitung, die vom Ubersetzer erkannt
und in Maschinenbefehle umgesetzt werden kann. Impliziter Parallelismus bleibt
bei imperativen Programmiersprachen auf das Anweisungsniveau beschriankt, da
jegliche Parallelitdt zwischen Anweisungen expliziert werden muf}. Sieht der Pro-
grammierer selbst bewuf}t parallele Kontrollfliisse vor, spricht man von explizitem
Parallelelismus.

Im vorangegangenen Abschnitt sind die Ausfiihrungsmodelle SIMD und MIMD
betrachtet worden. Die SIMD-Rechner sind so etwas wie verallgemeinerte Vektor-
rechner, wo diese nur parallele Rechenwerke auf den Vektorregistern haben, beste-
hen jene aus kompletten Prozessoren mit eigenem Speicher und einem Kommu-
nikationsnetzwerk. Alle Prozessoren fiihren strikt synchron dasselbe Programm
auf ihren eigenen privaten Daten aus. Parallelitdt entsteht in beiden Féllen aus-
schliefllich in Form von Datenparallelitit. Das Problem muf} so in homogene Da-
tenpartitionen zerlegt werden, daf} in jedem Schritt moglichst jeder Prozessor mit
Daten versorgt ist. Der Programmierer wird in keiner Weise mit parallelen asyn-
chronen Abldufen konfrontiert. Das Ausfithrungsmodell ist sequentiell wie bei der
herkémmlichen Programmierung. Nachteile ergeben sich aus der synchronen da-
tenparallelen Vorgehensweise fiir die erreichbare Auslastung der Prozessoren. Am
Beispiel der Matrizenmultiplikation betrachtet, werden im ersten Schritt bei n?
verfiigbaren Prozessoren alle zur Durchfiihrung der Multiplikation genutzt. Im
zweiten Schritt werden fiir die erste Stufe der Addition dann nur noch n?- 5 Pro-
zessoren genutzt. Die durchschnittliche Prozessorauslastung E,, s. a. Abschnitt
1.5, iiber den notwendigen logn + 1 Schritte ergibt sich zu

QIOg” - 212 —n?
E,= 2° | 1) = —F7———. 1.2
p= "N ; /m*(logn +1) n3(logn + 1) (1.2)

Das bedeutet, da Parallelrechner dieser Art ihre volle Leistung nur erreichen
konnen, wenn die zu bearbeitenden Probleme “grofier” sind als die Zahl der vor-
handenen Prozessoren. Ist das nicht der Fall, bringen zusétzliche Prozessoren kei-
nen weiteren Nutzen. Bei dem MIMD-Ausfiihrungsmodell fiihrt jeder Prozessor
potentiell ein anderes Programm aus. Die Prozessoren arbeiten asynchron zuein-
ander und Abstimmungen finden nur auf Grund des Daten- und Kontrollflusses
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statt. Dieses Modell stellt natiirlich erheblich héhere Anforderungen an den Pro-
grammierer. Im folgenden sollen géngige Ausdrucksformen fiir Parallelitit [41]
ein “Gefiihl” dafiir entwickeln, wie parallele Programme strukturiert sein konnen
und wie sie sich verhalten.

Die nun gleichzeitig auftretende Daten- und Funktionsparallelitdt mufl durch ent-
sprechende Konstrukte in der Programmiersprache kontrollierbar werden. Die
einfachste Variante um Parallelitit auszudriicken wird durch das Coroutinen-
Konzept moglich. Die Semantik von Coroutinen 1488t jedoch die Ausfithrung nur
einer Coroutine zu einem Zeitpunkt zu und ist daher fiir Multitaskingsysteme
auf Einprozessorsystemen geeignet [100]. Modula-2 [99] zdhlt zu den Program-
miersprachen, die das Coroutinen-Konzept anwenden. Weitere Kontrollstruktu-
ren lehnen sich an gingiger sequentieller Programmiersprachen an. Mit zuneh-
mender Komplexitét lassen sich eigenstindige Teilaufgaben unter dem Aspekt der
Beherrschbarkeit des Gesamtsystems identifizieren. Eine Modularisierung kann
aber auch unter dem Aspekt der Parallelisierung erfolgen, was nicht unweiger-
lich zu einer ginzlich anderen Zerlegung fiihren mufl. Ein “natiirlicher” Zerle-
gungsansatz wiirde beide Aspekte, den der funktionalen Abgeschlossenheit einer
solchen Instanz und den der Nebenldufigkeit gleichzeitig beriicksichtigen. Das
Ergebnis wire eine Gruppe von Instanzen, die in einem Beziehungsgeflecht zu
einem Ganzen verwoben sind. Die Beziehungen zwischen den Instanzen regeln
das zeitliche Verhalten sowie den notwendigen Austausch von Informationen.
Diese zu Nebenldufigkeit fihigen Instanzen sind als spezielle syntaktische Ein-
heiten, den Prozefldeklarationen (process, task, thread) eingefiihrt. Mit der
Definition eines Prozesses wird so eine Einheit der Parallelverarbeitung explizit
festgelegt. Wiahrend bei ConcurrentPascal Prozesse im Deklarationsteil statisch
vereinbart werden miissen, erlaubt ADA eine dynamische Prozefimenge [12]. Ei-
ne zweite Variante stellt das fork/join-Konzept dar. Durch die Ausfiihrung
einer fork-Anweisung wird die bezeichnete Anweisungsfolge gestartet. Das ru-
fende Programm und die durch fork gestartete Anweisungsfolge laufen parallel
zueinander ab. Jedes fork korrespondiert eindeutig mit einem join, wodurch das
rufende Programm mit der Beendigung der durch fork gestarteten Anweisungs-
folge synchronisiert wird, s. Abb. 1.9. Der entscheidende Nachteil des fork/join-
Konzeptes besteht darin, dafl eine detaillierte Kenntnis der betrachteten Pro-
gramme erforderlich ist. Eine undisziplinierte Verwendung kann zu nicht gerade
einfach zu verstehenden Programmstrukturen fiihren.

Mit Hilfe des parallel blocks-Konzeptes wird die Menge der Anweisungsfolgen,
die parallel ausgefiihrt werden sollen, in iibersichtlicher Weise beschrieben. Durch
die Ausfithrung der Anweisung

cobegin sl1; s2; ...; sn coend

wird die parallele Abarbeitung der Anweisungsfolgen s1, s2,..., sn veranlafit.
Die einzelnen si konnen wiederum cobegin Anweisungen enthalten, s. Abb. 1.10.
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H |09 aQ|wm@ »

Abbildung 1.9: Beispiel fork/join und Kontrollfluf

Im Unterschied zu fork/join entstehen durch die rekursive Verwendung sauber ge-
schachtelte Parallelitdtsstrukturen, die eine gemeinsame Zusammenfithrung der
parallelen Zweige besitzen, coend dient als gemeinsamer Synchronisationspunkt.
Die Ausfiihrung einer cobegin Anweisung ist nach der Abarbeitung aller si An-
weisungsfolgen beendet. Auf Grund dieser Struktur ist cobegin weniger méchtig
als fork /join, erméglicht jedoch iibersichtlichere Kontrollfluimuster. Ein Kontroll-
flufl wie in Abb. 1.9 kann beispielsweise nicht erzeugt werden. Varianten dieses
Konzeptes werden in den Programmiersprachen ALGOL68 [94], CSP [43] und
OCCAM2 [87] verwendet. Es bleibt dem Compiler oder Betriebssystem iiberlas-
sen, ob nun tatséchlich alles parallel ausgefiihrt werden kann oder nur partiell
parallel.

Die heute am héaufigsten eingesetzte Methode ist die Schleifenparallelisierung.
Statt einer einfachen Repetition des Schleifenkorpers kann eine n-fache Parallel-
durchfiihrung stattfinden, die im theoretischen Idealfall nur ein n-tel der Zeit in
Anspruch nimmt. Die {iblichen Schliisselworter sind pardo/parend, s. Abb. 1.11.

Im Gegensatz zu cobegin/coend ist bei pardo der Parallelitéitsgrad nicht statisch
festgelegt, sondern datenabhingig und variabel. Der Schleifenkérper kann im all-
gemeinen recht komplex ausfallen, d. h. Verzweigungen bzw. Unterprogramm-
aufrufe enthalten. Ebenso wie fork/join und cobegin/coend wirkt das zweite
Schliisselwort, parend, als Synchronisationspunkt.

Die Liste der betrachteten Konstrukte ist keineswegs vollstindig, es fehlen bei-
spielsweise Konstrukte zur dynamischen Partitionierung von Daten in parallel be-
arbeitbaren Untermengen, zur Synchronisierung auf gemeinsame Daten im Sinne
eines verallgemeinerten Semaphorkonzeptes [100] und zur Kommunikation zwi-
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A;
cobegin
B;
begin
C;
cobegin

coend;
H;

13

Abbildung 1.10: Beispiel cobegin/coend und Kontrollfluf

schen den parallelen Prozessoren. Selbst wenn alle diese Erweiterungen in ge-
eigneter Weise in eine Programmiersprache eingebettet sind, bleiben noch einige
schwierige Fragen bzgl. des Laufzeitsystems offen.

A;

pardo i:=1 TO n
B(i);
pardo j:=1 TO i

C(i,3);

parend;
D(i);

parend;

E;

Abbildung 1.11: Beispiel pardo/parend und Kontrollfluf

1.4 Entwurfskonzepte

Innerhalb der Theorie der Parallelisierung von Algorithmen haben sich einige
universelle Entwurfstrategien als niitzlich herausgestellt. Exemplarisch sollen drei

der wichtigsten besprochen we

rden.
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e Teile und Herrsche
e Rekursives Doppeln

e Broadcasting

Die Methoden sind nicht vollstdndig unabhingig voneinander, vielmehr existie-
ren weitreichende Querverbindungen.

Teile und Herrsche

Ein weithin bekannter Zugang zur Losung eines Problems ist die Zerlegung dessen
in kleinere Teilprobleme. Nach erfolgreicher Losung dieser Teilprobleme werden
die Teillosungen anschliefend zur Gesamtlosung zusammengesetzt. Dieser Zu-
gang, zumal in rekursiver Form realisiert, liefert sehr oft effiziente Losungen zum
Problem [1]. Bei vielen Problemstellungen erweist sich das Teile und Herrsche
Prinzip als wirkungsvolle Methode der Parallelisierung. Das Teile und Herrsche
Prinzip 148t sich beispielsweise dann besonders effizient implementieren, wenn das
zur Verfiigung stehende Parallelrechnersystem auf eine Kommunikationsstruktur
in Form eines Baumes zuriickgreifen kann.

Klassisches Beispiel fiir die Leistungsfihigkeit der Methode Teile und Herrsche
ist die Multiplikation von Polynomen und Matrizen.

Beispiel 1.2 Gegeben seien zwei Polynome p(x) und q(z), zu berechnen ist das

Produkt p(x)q(x).

Der primitive Algorithmus fiir dieses Problem erfordert n? Multiplikationen, wo-
bei jeder der n Summanden von p(z) mit jedem der n Summanden von ¢(x)
multipliziert wird. Eine Verbesserung dieses einfachen Algorithmus wird durch
die Verwendung des Teile und Herrsche Prinzips erreicht. Ein Weg, um ein Poly-
nom in zwei zu zerlegen, besteht darin, die Menge der Koeffizienten zu halbieren.
Es sei n die Anzahl der Koeffizienten und gerade. Das Polynom

p(x) =po+pa+... 4+ po_12" (1.3)

kann in zwei Polynome mit § Koeffizienten aufgespaltet werden. Es wird zwischen
einem Polynom niedriger (low) und hoherer (high) Ordnung unterschieden

pi(z) = po +p1x+...+p%,1x%*1, w0
pu(r) =p2 +praax+ ... +puazil,

Es gilt, wenn ¢(z) in gleicher Weise aufgespaltet wird
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p(z) = pi(z) + xfph(fﬂ), (5)
q(z) = q(z) + 22 g ().

Ausgedriickt iiber die kleineren Polynome ist das Produkt nunmehr gegeben
durch

p(x)q(x) = pi(x)a(z) + (pi(@)an(@) + q(@)pn(@)z? + pr(@)gu(z)a".  (1.6)

Der entscheidende Gedanke bei diesem Vorgehen ist nun, dafl nur drei Multipli-
kationen erforderlich sind, um diese Produkte zu berechnen und nicht vier wie es
nach obiger Formel den Anschein hat. Zu berechnen sind die Produkte

r(z) = pi(w)q(x),
ra(x) = pa(@)an(), (1.7)
rm(2) = (p(@) + pa(@)) (@ (z) + gn(z))

und das Produkt p(x)q(z) ergibt sich, indem

DPh
Ph

p(@)q(x) = ri(2) + (1m(x) — 1i(2) — 73 (2)) 22 + 14 (2) 2" (1.8)

berechnet wird. Das Verfahren beruht auf der Tatsache, dafl die Addition von
Polynomen einen linearen Algorithmus erfordert, die einfache Multiplikation je-
doch dagegen quadratisch ist. Es lohnt sich also ein paar “einfache” Additionen
auszufithren, um eine “schwierige” Multiplikation einzusparen.

Theorem 1.1 Zwei Polynome vom Grad n kénnen mit einer Zeitkomplexitdit

von n'*® multipliziert werden.

Falls M, die Anzahl der Multiplikationen bezeichnet, die erforderlich sind, um
zwei Polynome vom Grad n zu multiplizieren, so gilt:
M, = 3]\/[%, fiir n > 2, mit M; =1
Somit gilt: My = 3, M, = 9 usw. Wenn nun n = 2*ist, gilt:
Moy = 3Magio1 = 32 Mogr—o = ... = 380, = 35 (1.9)

Somit ist 3% = n'°e3. Obwohl diese Losung nur fiir n = 2% exakt ist, zeigt sich:

Mn — n10g3 — n1.58’ (110)

was im Vergleich zum primitiven Algorithmus eine erhebliche Einsparung ist.
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Zu erwihnen ist, daf} die schnelle Fourier-Transformation die schnellste Moglich-
keit bietet, zwei Polynome zu multiplizieren. Damit erreicht man eine Komple-
xitét von O(nlogn), siehe dazu [21] und Abschnitt 4.4.

Die bekannteste Anwendung des Prinzips Teile und Herrsche auf ein arithmeti-
sches Problem ist die Methode von Strassen fiir die Multiplikation von Matrizen,
s. a. Abschnitt 2.3.

Rekursives Doppeln

Die Idee dieses Konzeptes ist identisch mit dem Teile und Herrsche Prinzip, in
dem rekursiv jede Berechnung in zwei unabhingige Teile gleicher Komplexitit
zerlegt und diese jedoch nun parallel ausgefiihrt werden.

Beispiel 1.3 Es sei zu berechnen

n—1
y =11 @ (1.11)
=0

wobei ohne Einschrinkung der Allgemeinheit der Finfachheit halber n eine Potenz
von 2, n = 2F ist.

Um nun y zu berechnen, wiirde die sequentielle Losung n — 1 Schritte verlangen.
Das Problem wird jedoch in 2 Teilprobleme zerlegt

n—1 ok—1_1 ok
y=[la= I a  [I @ (1.12)
i=0 i=0 j=2k—1

Diese beiden Probleme werden so weiter zerlegt, bis sich das Gesamtproblem auf
die Elementarprobleme (ag - a1), (az - ag), ..., (an—2 - ay—1) reduziert hat. Mit 2
Prozessoren lassen sich alle Elementarprobleme parallel in einem Schritt 16sen. Im
zweiten Schritt werden die entsprechenden Zwischenergebnisse mit § Prozessoren
berechnet

(ag-ar)-(ag-as),...,(apn—s-an_3) - (Qp_o- an_1). (1.13)

Nach k£ = logn Schritten wird das Ergebnis y erzielt, d. h. die Zeitkomplexitit
mit rekursivem Doppeln ist gegeniiber T7(n) =n — 1

T,(n) € O(logn), mit p= g (1.14)

Das rekursive Doppeln ergibt also einen Speedup, s. a. Abschnitt 1.5, von

n n
fii = —. 1.1
S, €0 (logn) , fir p=g (1.15)
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Bei der Anwendung des rekursiven Doppelns brauchen die Teilprobleme der Zer-
legung nicht notwendiger Weise kleinere Versionen des urspriinglichen Problems
sein, jedoch sollten die Teilprobleme assoziative Eigenschaften [88] aufweisen, die
eine weitere Zerlegung erlauben.

Broadcasting

Unter Broadcasting versteht man das explosionsartige Ausbreiten von Informa-
tion innerhalb eines Gesamtsystems. Die Erlduterung des Grundprinzips gelingt
am besten anhand eines konkreten Beispiels.

Beispiel 1.4 FEs sei n eine Potenz von 2, sowie x eine gegebene reelle Zahl. Es
sollen alle Potenzen x,...,x" berechnet werden.

Mit Hilfe eines gewOhnlichen Einprozessorsystems kann man nicht schneller als n
Zeittakte sein, da n verschiedene Werte zu ermitteln sind und je Takt héchstens
eine neue Potenz berechnet werden kann. Sind jedoch 3 Prozessoren verfiigbar
so kann das Broadcasting angewendet werden, wobei nach folgendem Schema
gearbeitet wird, s. Tabelle 1.3.

‘ Schritt ‘ Berechnung ‘ beteiligte Prozessoren
1 x? 1
2 2 at 2
3 20 2% 2" 2 4
logn | zzt! ... " z

Tabelle 1.3: Broadcasting

Deutlich ist die lawinenartige Ausbreitung und das Anwachsen der Ergebnismen-
ge erkennbar. Nachteilig dagegen ist die sehr schlechte Auslastung der Prozes-
soren. Im dritten Takt arbeiten beispielsweise nur 4 Prozessoren und erst im
Schritt logn sind alle § Prozessoren aktiv. Der erreichbare Speedup mit Hilfe des
Broadcasting liegt bei

n
Sp(n) € O . 1.16
€0 (n) (116
Unter einem Broadcast kann man auch das Kopieren eines Datums von einem
Prozessor P, auf alle anderen im Netz erreichbaren Prozessoren verstehen. Der
Vollsténdigkeit halber sei in diesem Zusammenhang auf das one-to-one (Unicast),
one-to-many (Multicast) und one-to-all (Broadcast) in [47] verwiesen. Wie der
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Name bereits verrit, korrespondiert beispielsweise die one-to-many Kommunika-
tion mit dem Senden eines Datums von einer Quelle an eine Gruppe von Zielen.
Exemplarisch zeigt Abb. 1.12 das Broadcasting in einem 2D bzw. 3D Gitter. Der
markierte Knoten entspricht dabei dem Quellknoten F.

Abbildung 1.12: Broadcasting in einem 2D bzw. 3D Gitter

Die Ausfiihrungszeit beim Broadcasting in einem (m, m) 2D-Gitter betrégt 27" (m—
1) und in einem (m,m, m) 3D-Gitter 37 (m — 1) und ist somit proportional dem
Durchmesser des Netzwerks. Ahnlich verhilt es sich fiir eine Hypercube Architek-
tur mit dem Durchmesser d. Das theoretische Minimum fiir die Ausfithrungszeit
ist von der Ordnung O(log p) und damit ebenfalls proportional dem Durchmesser.
Tabelle 1.4 fait Ausfithrungszeiten fiir das Broadcasting fiir einige Topologien mit
p Prozessoren zusammen.

Topologie | Ausfithrungszeit

Ring O(p)

2D Gitter O(p2)
Torus O(p%)
3D Gitter O(p?)

Tabelle 1.4: Ausfiihrungszeit des Broadcasting fiir einige Topologien

Analog zum Broadcasting verhélt sich das Aggregating, worunter das Einsam-
meln eines Datums von jedem Prozessor und die Komposition in ein Datum zu
verstehen ist.
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1.5 Kenngroflen paralleler Algorithmen

Die PRAM* ist ein Rechnermodell, in dem sich p Prozessoren einen gemeinsa-
men Speicher teilen. Der Speicher ist adressierbar und jeder Prozessor kann auf
jeden Speicherplatz des gemeinsamen Speichers zugreifen. Dariiber hinaus kann
jedem Prozessor ein lokaler Speicher zugeordnet werden. Fiir die Organisation
des Speichers stehen rein kombinatorisch vier Zugriffsmodelle zur Verfiigung.

EREW : exclusiv read exclusiv write
CREW : concurrent read exclusiv write
ERCW : exclusiv read concurrent write
CRCW : concurrent read concurrent write

Wihrend gleichzeitiges Lesen (CR-concurrent read) einer Adresse des Speichers
durch mehrere Prozessoren im allgemeinen keine Probleme hervorruft, kann gleich-
zeitiges Schreiben problematisch sein. Hier sind Vereinbarungen notwendig, die
den Schreibkonflikt vermeiden.

Beispielsweise:
e Prozessor mit niedrigster Adresse hat Schreibprioritéit
e Schreibverbot bei unterschiedlichen Eintragungsversuchen

e Summe aller Eintrdge wird geschrieben

Das folgende Beispiel veranschaulicht nun, wie ein paralleler Algorithmus auf den
PRAM-Modellen durchgefiihrt wird.

Beispiel 1.5 Es seip = 2% die Anzahl der Prozessoren der PRAM-Rechnermodelle.
Priife, ob in einem unsortierten Datenbereich mit n Pldtzen, n > p, ein bestimm-
tes Element x enthalten ist.

Ein natiirlich sequentieller Algorithmus fragt den Datenbereich sukzessive ab und

bendtigt im worst-case n und im average-case 5 Schritte.

EREW-PRAM:
Zur Initialisierung des gesuchten x ist aufgrund des exklusiven Lesens ein Broad-

casting von z an alle P;, fiir ¢ = 0...p — 1 Prozessoren nétig, welches nach
log p Schritten beendet ist. Fiir den eigentlichen parallelen Algorithmus wird der

4PRAM - parallel random access machine
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Datenbereich in p Teilbereiche der Grofle [%1 unterteilt. Jeder Prozessor P; durch-
sucht seinen aus hochstens [%} Plidtzen bestehenden Datenbereich auf das Ge-
suchte z. Der Algorithmus ist im worst-case nach [2] Schritten beendet. Die
Suche soll nun, nachdem x von einem der Prozessoren gefunden ist, abgebrochen
werden. Da gemeinsames Schreiben verboten ist, erhilt jeder ein Endsignalre-
gister im Zentralspeicher. Um rechtzeitig abzubrechen, mufl nach jedem Such-
schritt festgestellt werden, ob z von einem der Prozessoren gefunden wurde. Dies
geschieht folgendermaflen in logp Schritten. Im Schritt j, 0 < 5 < logp — 1
wenden die Prozessoren P;, 0 < i < 2F17J logisch “OR” auf ihr Endsignal
und das Endsignal von Prozessor P;t-1—; an und schreiben das Ergebnis in das

Endsignal-Register von P;, s. Abb. 1.13.

Schritt 0
Schritt 1

Schritt 2

Abbildung 1.13: Informationsflufl

Offensichtlich liegt nach log p Schritten das Ergebnis in F vor und kann nun in
ebenfalls log p Broadcast-Schritten allen anderen Prozessoren mitgeteilt werden.
Insgesamt ergibt sich fiir das Problem im worst case eine Zeitkomplexitit von

logp + [ﬂ (14 2logp). (1.17)

CRCW-PRAM:

Da dieses Rechnermodell gemeinsames Lesen und Schreiben zuléfit, ist zum Einen
das anfingliche Broadcasting von x iiberfliissig, d. h. alle Prozessoren kénnen x
in einem Schritt einlesen, und das logische “OR” aller Endsignale kann ebenfalls
in einem Schritt berechnet werden. Alle Prozessoren schreiben gleichzeitig mit
festgelegter “OR” Schreibkonvention in das Endsignalregister. Mit diesen Uber-
legungen ergibt sich ein worst case Aufwand von

142 Pw (1.18)

p
Schritten.
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Das Beispiel verdeutlicht in anschaulicher Form die Arbeitsweise und vor allem
die Leistungsstirke der PRAM sogar in der schwéchsten Variante, der EREW-
PRAM. Bisher gibt es allerdings keinen Parallelrechner, der dieses Modell reali-
siert. Der Grund liegt in dem hohen Kodier- und Dekodieraufwand fiir den Zugriff
aller Prozessoren auf den gemeinsamen Speicher [67]. Die PRAM ist aufgrund ih-
rer uneingeschriankten Kommunikationsmoglichkeiten ein universelles Modell. Die
Matrizenmultiplikation auf der CRCW-PRAM beispielsweise beruht auf einer ge-
schickten Auflésung des Schreibkonfliktes. Er wird einfach durch die Vereinbarung
aufgelost, dafy die Summe aller Eintrége geschrieben wird. Der Algorithmus selbst
stellt eine direkte Parallelisierung des sequentiellen “naiven” Algorithmus fiir die
Matrixmultiplikation dar. Er arbeitet mit n® Prozessoren Pyji.. Zunéchst werden
die Matrizen A und B in den gemeinsamen Speicher gelesen. Alle Prozessoren
fiihren dann parallel in einem Schritt den Befehl

Cij = Qikbyj (1.19)

aus. Natiirlich betriigt die Laufzeit T'(n) € O(1). Da n® Prozessoren benétigt wer-
den, erhalten wir die Kosten, s. Formel 1.26, C(n) € O(n*)O(1) = O(n?). Es ist
jedoch nicht méglich, eine CRCW-PRAM auf einem Parallelrechner mit festem
Verbindungsnetzwerk zu simulieren, in dem jeder Prozessor mit einer begrenz-
ten Anzahl anderer Prozessoren verbunden ist. Dabei verlangsamt sich die Zeit
der Ausfiihrung eines parallelen Programms nur um den Faktor der Gréflenord-
nung log” n [2]. Ein Vorteil von Verbindungsnetzwerken besteht darin, daf nicht
wie bei der PRAM zwischen den Zugriffsmodellen EREW, CREW, ERCW und
CRCW unterschieden werden muf. Es gibt also keine Probleme der Exklusivitét.
Werden p Prozessoren unidirektional oder bidirektional miteinander verbunden
so entsteht ein Verbindungsnetzwerk.

Auf der Grundlage des in Abschnitt 1.1 betrachteten hypothetischen Parallelpro-
zessorsystems soll keine abstrakte Komplexitédtstheorie betrieben werden sondern
pragmatisch Algorithmenanalyse, indem Zeitschritte bestimmt werden (wenig-
stens der Ordnung nach), die ein Algorithmus, der fiir einen Parallelrechner mit
p Prozessoren entwickelt wurde, tatséchlich bzw. in den Grenzfiillen benotigt [89].
Zur Diskussion der Zusammenhénge werden folgende Groflen verwendet:

D sei die Anzahl der Prozessoren im zugrundegelegten
Parallelrechner

Ti(n) Zeitkomplexitit, bendtigte Programmabarbeitungszeit (An-
zahl von Zeitschritten) auf einem Einprozessorsystem

T,(n) Zeitkomplexitit, bendtigte Programmabarbeitungszeit (An-
zahl von Zeitschritten) auf einem p-Prozessorsystem

Dabei ist n das bei Algorithmen allgemein bekannte Maf fiir die Problemgrofle.
Das folgende Beispiel veranschaulicht die verschiedenen Méoglichkeiten zur Fest-
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legung der Problemgréfe.

Bei der Multiplikation zweier Matrizen vom Typ (m,m) ergeben sich folgende
Moglichkeiten zum “sinnvollen” Festlegen der Klassifikationsinvarianten n:

i) n:=m

(il)) n:=2m Spalte + Zeile
(iii) n:=m? Matrixelemente
(iv) n:=2m?

(v) m:=2-32m* Matrixelemente sind als Bitstring der Linge 32
dargestellt

Die betrachteten Algorithmen beziehen sich meist der Einfachheit halber auf qua-
dratische Matrizen, so da$ fiir die Algorithmenanalyse Variante (i) i. a. verwendet
wird.

Zum Vergleich der asymptotischen Komplexititen definiert man eine (Grofen-)
Ordnung innerhalb der reellen Funktionen. Die reelle Funktion f(z) heifit von
der Ordnung g(z), geschrieben

f(x) = O(g(x)), (1.20)

wenn fiir eine Konstante ¢ € IR und fast alle natiirliche Zahlen n € IN gilt:
f(n) < ¢ g(n). Ein Algorithmus ist umso besser, je kleiner das asymptotische
Wachstum seiner Komplexitatsfunktion ist.

Der Gewinn an Bearbeitungszeit, der durch Parallelverarbeitung erreicht wird,
ist gerade das Verhéltnis der Zeitkomplexititen

=7

p

S, (1.21)
Dieser Quotient wird auch als Speedup [46] bezeichnet. Der Speedup liegt in den
Grenzen 1 < S, < p.

Eine weitere Kenngrofle ist die Auslastung der p Prozessoren wiahrend der Ausfiih-
rung des Algorithmus, die Effizienz des Systems

E, = % <. (1.22)
p

Im theoretischen Idealfall, linearer Speedup, wire S, = p und E, = 1. Ein
“iberlinearer” Speedup verbunden mit einer Effizienz F, > 1 ist irrefiihrend,
da von unterschiedlichen Voraussetzungen ausgegangen wird, d. h. es werden
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unterschiedliche Algorithmen miteinander verglichen. Fiir den Fall, dafl ein Al-
gorithmus gegeben und der Parallelitdtsgrad einstellbar ist, gilt grundsétzlich
Sp < p.

Genauer gesagt spricht man von einem Parallelitétsprofil p(¢) eines Programms,
also dem Verlauf des Parallelititsgrades iiber der Programmabarbeitungszeit.
Abb. 1.14 zeigt das Parallelitatsprofil fiir einen Teile und Herrsche Algorithmus

Parallelitdtsgrad p(t)

A
Sx — Pmax
6Ak
5Ak
g: ———————— ————| = Pavg
2Ak
1+ — Pmin
T T T L — T T > Zelt t
24 7 10 131517 20 24 27
tl t2

Abbildung 1.14: Parallelitatsprofil fiir einen Teile und Herrsche Algorithmus

Definition 1.1 FEs sei (t;11—1t;) ein Zeitintervall und g die von einem Programm,
wahrend des Zeitintervalls fiir die Ausfihrung benutzten Prozessoren eines Paral-
lelrechners, dann ist p(t) :== g mit g > 1 und geradzahlig der Grad der Parallelitit
dieses Programms in diesem Zeitintervall unter der Annahme, daf$ geniigend Pro-
zessoren verfiigbar sind, p > g.

Es gilt

/ o)t =T, (1.23)

t1

d. h. der Inhalt der Fliche, der von der Kurve p(t), der Zeitachse ¢, und den
Ordinaten p(t;) und p(ty) begrenzt wird, gibt die bendtigte Rechenzeit an und
entspricht daher der Bearbeitungszeit im Einprozessorfall. Der mittlere Paralle-
litdtsgrad pyy, 148t sich definieren als

Pang = — /t2p(t)dt (1.24)

t2 —tl t1

und entspricht somit dem asymptotischen Speedup
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T .
Pavg = T =S, = I)ILI& Sp- (1.25)
Auf Grund der vernachlissigten Kommunikationslast ist in der Regel Sy < payg,
d. h. der mittlere Parallelititsgrad stellt eine obere Grenze des asymptotischen
Speedup dar.

Die Verwendung der Begriffe Speedup und Effizienz ist nicht ganz unproblema-
tisch. Parallelrechner werden meist zur Losung sehr grofler Probleme eingesetzt,
fiir die die Kapazitéten eines einzelnen Prozessors nicht ausreichen. In diesen “in-
teressierenden” Fillen koénnen Speedup und Effizienz nicht ohne weitere Uberle-
gungen nach den obigen Definitionen berechnet werden. Eine andere Moglichkeit
zum Vergleich von Algorithmen besteht darin, zu messen, wie gut im jeweiligen
Algorithmus die potentielle Rechenleistung der Prozessoren ausgenutzt wird. Die
Rechenleistung eines Prozessors wird in MFlops gemessen. Fiir einen Rechner
wird vom Hersteller eine Peakperformance angegeben, oft eine rein theoretische
GroBe. Deshalb sind Vergleiche mit optimierten BLAS?-Routinen s. Abschnitt
4.6 meist interessanter.

Mit Formel 1.26 werden die Kosten eines parallelen Algorithmus

C(n)=T(n)-p (1.26)

angegeben. C'(n) ist ein realistisches Kostenmafl. Durch die Produktbildung wird
eine iibliche Tradeoff Funktion wiedergegeben, d. h. mit anderen Worten fiihrt
eine Verminderung der Prozessoranzahl zu einer Verlangsamung des Algorithmus
und eine Beschleunigung des Algorithmus zu einem hoheren Prozessorbedarf.

1.6 Darstellung der Algorithmen

Alle Algorithmen der nichsten Kapitel werden mit Hilfe eines Pseudocode dar-
gestellt, s. a. [79].

Laufanweisungen haben dabei die Form

FORStatement = FOR identifier ":=" expressionl TO expression2
{BY expression3} DO
StatementSequence END

Die Angabe einer Schrittweite BY expression3 ist dabei optional. Ist keine an-
gegeben, so wird eine Schrittweite von 1 angenommen.

SBLAS - basic linear algebra subprograms
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FORPARStatement = FOR identifier ":="expressionl TO expression2
DO IN PARALLEL
StatementSequence END

Das DO IN PARALLEL bewirkt generell das parallele Ausfiihren der
StatementSequence, d. h. angewendet im FOR Konstrukt wird die Anweisungs-
folge nur einmal durchlaufen. Verzweigungen werden mit folgender Syntax

IFStatement = IF expression THEN StatementSequence
{ELSIF expression THEN StatementSequence}
{ELSE StatementSequence} END

angegeben. Hier kann der ELSIF expression THEN StatementSequence als auch
ELSE StatementSequence entfallen. Der WHILE Befehl bewirkt, daf die zu wie-
derholende Anweisung oder Folge von Anweisungen solange ausgefiihrt wird, wie
die kontrollierende Bedingung erfiillt ist. Die Syntax ist durch

WHILEStatement = WHILE expression DO
StatementSequence END

gegeben. Einige Hilfsfunktionen sind durch ein Beispiel selbsterklidrend.

FUNCTION Bit(m,1);

(*
liefert den Wert des l-ten Bits f"ur ein Datum m,
Bit (6,0)=0

*)

FUNCTION BitComplement(m,1);

(*
liefert den Wert von m, wobei das l-te Bit negiert ist,
BitComplement (6,0)=7

*)

Um parallele Algorithmen darzustellen, werden einige Anweisungen bendétigt: Das
Verschicken von Daten zwischen zwei Prozessoren wird beim Sender durch die
Anweisung

send (Daten,Empfaenger) ;
und beim Empfinger durch
receive(Daten) ;

bewirkt. Um die Algorithmen mdglichst {ibersichtlich darzustellen, werden be-
stimmte Operationen mit Hilfe umgangssprachlicher Formulierungen beschrie-
ben.
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Kapitel 2

Das Matrizenprodukt

2.1 Eine Einfiihrung

Um dem Leser das Verstindnis der Arbeit zu erleichtern, sind im ersten Abschnitt
die wichtigsten Begriffe aufgefiihrt. So ist in der Bedeutung eines rechteckigen
Koeffizientenschemas das Wort Matrix zuerst von dem englischen Mathematiker
Sylvester [91] benutzt worden.

Definition 2.1 Eine Matriz A ist eine Anordnung von (m - n) Ausdricken in
einem rechteckigen Schema von m Zeilen und n Spalten.

ap a2 -+ Qp

Am1 Am2 - Amnp

Ein Ausdruck a;, heifit Element der Matrix A und steht in der i-ten Zeile und
der k-ten Spalte. Hat eine Matrix m Zeilen und n Spalten, so ist die Matrix vom
Typ (m,n), (m,n € N).

Definition 2.2 Sind A = (a;;) und B = (b;;) 2wei Matrizen von je m Zeilen
und n Spalten, also vom Typ (m,n), so wird die Summe von A und B durch eine
Matriz vom Typ (m,n)

mit ¢;; = a;j + bi; erkldrt.

27
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Betrachtet man die Zeitkomplexitét der Addition von Matrizen vom Typ (n,n),
ergibt sich

T(n) =n* € O(n?) (2.3)

Definition 2.3 Unter dem Produkt Ax einer Matriz A = (a;,) vom Typ (m,n)
mit einem n-reihigen Spaltevektor x = (xy) versteht man den m-reihigen Spal-
tenvektor y = (y;), wobei die i-te Komponente y; als das skalare Produkt

;1T + Ty + ...+ Q;ppxT, = Yi (24)

der i-ten Zeile von A mit der Spalte x entsteht.

Zur Ausfiihrbarkeit eines Produktes AB [16] ist die Ubereinstimmung der Spal-
tenzahl von A mit der Zeilenzahl von B erforderlich. A ist mit B in der Reihenfolge
AB verkettbar [13], was gleichbedeutend mit der Multiplizierbarkeit der beiden
Matrizen in der angegebenen Reihenfolge ist.

Definition 2.4 Unter dem Produkt AB einer Matriz A vom Typ (m,n) mit
einer Matriz B vom Typ (n,p) in der angegebenen Reihenfolge versteht man die
Matriz C = AB vom Typ (m, p), deren Elemente cy, als skalares Produkt der i-ten
Zeile von A (des Zeilenvektors a;) mit der k-ten Spalte von B (dem Spaltenvektor
bi) gebildet werden.

ay; - Qip by - blp Ci1 - Cyp
C=AB= = (2.5)
Am1 - Gmn bnl Tt bnp Cm1 ' Cmp
Cil. = ailblk + ainQk 4+ ...+ ambnk = Z ai,«b,«k = aibk (26)
r=1

wober 1 <1 <m,1 <k <np.

Dabei stellt der Ausdruck ;b ebenfalls ein Matrizenprodukt dar [77]. Die Mul-
tiplikation der Zeile a; mit der Spalte by ergibt eine Matrix ¢;; vom Typ (1,1).
Aus Formel 2.6 ist ersichtlich, dafl die Berechnung eines Elementes c;;, des Skalar-
produktes der beiden n-stelligen Vektoren a; und b, an arithmetischen Rechen-
operationen n Multiplikationen und n — 1 Additionen erfordert. Fiir die Produkt-
matrix C = AB, bestehend aus mp Elementen sind somit mnp Multiplikationen
und mp(n — 1) Additionen auszufiithren. Fiir die Zeitkomplexitét dieses “naiven”
Algorithmus ergibt sich
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T(m,n,p) =mnp+mp(n—1) = mp(2n — 1). (2.7)

Fiir den Fall quadratischer Matrizen vom Typ (n,n) ergibt sich eine Zeitkomple-
xitdt von

T(n) =n*(n—1) € O(n?). (2.8)

Die Berechnung der Produktmatrix C' ist ein nicht “miiheloser” Prozef}, der al-
lerdings recht schematisch ablauft.

FOR i=1 TO n DO
FOR j=1 TO 1 DO
t:=0;
FOR k=1 TO m DO
t:=t + a(i,k) * b(k,j);
END (* for *);
c(i,j)=t;
END (x for x);
END (* for *);

Die Matrizenmultiplikation ist Hauptinhalt des Matrizenkalkiils. Viele Probleme
der Linearen Algebra, der Kombinatorik, Matrixinversion, Determinantenrech-
nung etc. kdnnen auf die Matrizenmultiplikation zuriickgefithrt werden. Das heif}t,
die bendtigte Rechenzeit fiir die Matrizenmultiplikation ist der dominante Teil fiir
solche Probleme. Die Zeitkomplexitit kann fiir eine Vielzahl von Problemen ge-
senkt werden, wenn die Zeitkomplexitét fiir die Matrizenmultiplikation gesenkt
wird. Hieraus stellt sich die Frage: Wie schnell konnen Matrizen multipliziert wer-
den? Die obere Grenze der Zeitkomplexitit wird durch den “naiven” Algorithmus
festgelegt. Da n? Elemente zu berechnen und diese bestenfalls in einem Schritt
gelost werden kénnten, wird so die untere Grenze durch n? bestimmt.

O(n?) < 0(n®) < O(n?). (2.9)

Hier ist w definiert als Exponent der Matrizenmultiplikation.

2.2  Winograd-Algorithmus

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist folgende Identitét

Cllbl + CLQbQ == (a1 —+ b2)(6l2 + bl) — Clle — agbl. (210)
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Die sogenannte Winograd-Identitit [96] ergibt sich durch Erweiterung der paar-
weisen Produkte auf die Zahl n, was dem Skalarprodukt zweier Vektoren a =
(a1, ...,a,) und b = (by,...,b,) entspricht. So ergibt sich fiir das Skalarprodukt
nach Winograd

f Sk (azr—1 + bay)(agr + bor 1)
- Ele (aZr—1a2r) - 21:21 bQ'r—lb2r :on =2k

Zaibi = (2.11)

Zle(awq + by ) (ag, + bar—1)

[ Sk (asr—1as,) — SF_ bop_1boy + anb, : n=2k+1.

Zur Bestimmung der Zeitkomplexitét sei der Einfachheit halber n gerade. Die
linke Seite erfordert bekanntlich n—1 Additionen und n Multiplikationen, T'(n) =
2n — 1. Fiir die Berechnung des Skalarproduktes nach Winograd ergeben sich
demnach aus Formel 2.11 3(k — 1) + 2k + 2 = 2n — 1 Additionen und 3k = 3n
Multiplikationen, eine Zeitkomplexitédt von

T(n)=4n— 1. (2.12)

Bezogen auf das Skalarprodukt bedeutet die Losung nach Winograd einen er-
heblichen Mehraufwand. Fiir die Matrixmultiplikation erweist sich dieser Ansatz
jedoch als vorteilhaft.

Gegeben sind die Matrizen A vom Typ (n,m) und B vom Typ (m,1), also C
vom Typ (n,l). Voraussetzung sei wieder m = 2k, m ist gerade. Der auf der
Winograd-Identitéit beruhende Algorithmus zur Matrixmultiplikation 148t sich in
3 Prozeduren 2.13, 2.14 und 2.15 aufteilen. Berechne:

k
Vi, e = Z Qi 2r—1Q; 2r (2.13)
r=1
k
V§:1 g; = Z bor 1,502y (2.14)
r=1
k
VieVisy iy = 3 (Gigro1 + bapg) (tior 4 baro15) — € — gj. (2.15)
r=1

Winograd’s Matrixmultiplikation erfordert mit k = 2, % (n + ) + " Multipli-
kationen sowie 3mnl + (% — 1)(n + 1) + nl Additionen. Winograd’s Matrixmul-
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tiplikation hat wie der “naive” Algorithmus fiir m = n = [ eine Zeitkomplexitét
von

T(n) € O(n?). (2.16)

Vergleicht man jedoch die Werte im einzelnen, so wird die Anzahl der Multiplika-
tionen auf Kosten der Anzahl der Additionen halbiert. Fiir reale Systeme ist die
Multiplikation aufwendiger, so daf fiir hinreichend grofle n durchaus ein Gewinn
durch den Winograd-Algorithmus erzielt werden kann.

2.3 Strassen-Algorithmus

Strassen [90] entwickelte einen Algorithmus, der das Matrizenprodukt zweier qua-
dratischer Matrizen A und B vom Typ (n,n) mit T'(n) € O(n*?") 16st. Ausgangs-
punkt der Betrachtungen sei das Produkt zweier Matrizen 4 und B, beide vom

Typ (2,2).

air a2 bi1 bio C11 C12

C=AB= = (2.17)

A21 Qa22 ba1  bao Co1 C22

Werden die Elemente c¢;;, (7,7 = 1,2) nach der “naiven” Methode bestimmt, so
gilt:

c11 = a11byy + aiaby
c12 = a11b1a + ajaby (2.18)
Co1 = Q91b11 + agby;

Co9 = Q9119 + agbay

Wie schon bekannt, erfordert die Berechnung des (2,2) Matrizenproduktes 8
Multiplikationen und 4 Additionen. Der Algorithmus von Strassen erfordert nun
zunichst die folgenden Teilberechnungen:

my = (a1 + ag) (b1 + ba2)

mo = (ag, — a11) (b1 + b12)

m3 = (ajg — ag2)(bay + ba2) (2.19)
my = (ag + as)bi

my = (a1 + a12)bas
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meg = 011(512 - 522)
mr = 022(521 - 511)

Mit Hilfe dieser Teilberechnungen kénnen die Elemente ¢;; des Matrizenproduktes
wie folgt berechnet werden:

Ci1 = My +my — ms + Mg
C19 = My + meg
Co1 = My + M7 (2.20)

Cog = M1 + Mg — My + Mo

Das Auszdahlen der Rechenoperationen ergibt 7 Multiplikationen und 18 Addi-
tionen. Es kann also eine Multiplikation gespart werden, dafiir werden jedoch
erheblich mehr Additionen ausgefiihrt. Erinnert sei an dieser Stelle, dafy die Ad-
dition allerdings nur von der Komplexitit O(n?) ist und keinen Einfluff auf den
Exponenten der Matrizenmultiplikation hat.

Untersuchungen [37, 101], die im Zusammenhang mit dem Strassen-Algorithmus
gefiihrt wurden, haben gezeigt, dafl auch andere Teilberechnungen dem Algorith-
mus von Strassen zugrunde liegen konnen. Als Beispiel sei hier aufgefiihrt:

11 = (a12 + ag1)(byy + bag)
r9 = (a11 + a21) (b2 — b11)
r3 = (a12 + a22)(ba1 — ba2)
ry = (@11 — a12)bny (2.21)
5 = (A9 — ag1)bao
re = —asg (b1a + bao)
r7 = —aq2(by1 + boy)

Die ¢;; des Matrizenproduktes lassen sich dann wie folgt berechnen:

Ci1 = T4 —Tg
Clg =T1+7T9+7T4+Tg (2 22)
621:7”1+7“3+7“5+7“7

Ca2 =1T5 —T¢
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Das Auszihlen ergibt auch hier 7 Multiplikationen und 18 Additionen.

Es liegt nun nahe, das Vorgehen beim Strassen-Algorithmus zur Berechnung des
Produktes von Matrizen vom Typ (2, 2) mit den Elementen a;;, b;;, ¢;j, (4,7 = 1,2)
in der Darstellung 2.17 zu iibertragen auf die Multiplikation von Matrizen héherer
Ordnung, n = m - 2¥*1. Fiir das Produkt kann dann geschrieben werden

A A By B Ci C
C— AB— 11 A n B 1 G2 (2.23)
Ao Ag Ba1 Bao Ca1 Cy

wobei A;;, Bj; und C;; Matrizen der Ordnung § = m2* sind. Dies ist moglich,
weil in der Darstellung des Strassen-Algorithmus fiir Matrizen vom Typ (2, 2)
bei keiner Multiplikation das Gesetz der Kommutativitat der Multiplikation zur
Anwendung kam. Es sei erinnert, das Matrizenprodukt ist nicht kommutativ, d.h.
im allgemeinen sind die beiden Produktmatrizen AB und BA verschieden, von
bestimmten Ausnahmen sogenannter vertauschbarer Matrizen A, B abgesehen.

Der Strassen-Algorithmus fiir (2,2) Matrizen kann also auf das Problem 2.23
iibertragen werden, indem die Elemente a;;, b;;, ¢;; durch die Elementematrizen
Aij, Bij, C;j zu ersetzen sind. Damit ergeben sich fiir den so verallgemeinerten
Strassen-Algorithmus die folgenden Teilberechnungen:

My = (A + Ag) (B + Bao)
My = (A9 — Anr)(Bin + Bio)
M; = (Ajg — Ag)(Bay + Bao)
My = (Ag1 + Az)Bi (2.24)
M5 = (A1 + Ai2)Ba
Mg = A1 (Bia — Ba)
My = Ago(Bar — Biy).

Mit Hilfe dieser Matrizen sind die Untermatrizen C;, des Matrizenproduktes wie
folgt zu berechnen:

Ci1 = My + M; — M5 + M;
Cia = M5 + M;
Co1 = My + My

Coo = M, + Mg — My + M,.

(2.25)

Der Algorithmus 148t sich nun rekursiv auf die Untermatrizen A;;, B;;, C;; anwen-
den, bis schliefflich nur noch quadratische Matrizen der Ordnung m zu multipli-
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zieren sind. Durch Induktion von £ 1483t sich zeigen, dafl fiir die Multiplikation
zweier quadratischer Matrizen A und B der Ordnung n = m2* eine Anzahl von
m37% Multiplikationen und (5 +m)m?7% — 6(m2*)? Additionen benétigt werden.
Hieraus ergibt sich fiir die Zeitkomplexitit

T(n) = T(m2F) = (5 + 2m)m?*7* — 6(m2*)2. (2.26)
Fiir den Fall n = m2* mit m = 1 folgt

T(n) =7-7°" —6n? € O(n**). (2.27)

Im Vergleich zur “naiven” Methode ein erheblicher Zeitgewinn. Wenn nun fiir
kleine Matrizen die “naive” Methode und fiir grofle Matrizen Strassen effizienter
ist, stellt sich die Frage: Ab welcher Matrixgrofle greift der Strassen-Algorithmus.
Fiir die Zeitkomplexitéten gilt zunéchst:

T(n)raiv = 4k(2.2 1)

(2.28)
T(n)Strassen = 7. 7k —6- 4k

Durch Losung der Gleichung T'(n)"%®% = T (n)5rassen ergibt sich ein Schnittpunkt
fiir beide Funktionen aus Formel 2.28

7k 2

fnf 7 (2.29)

k<™~ 938
8

Ein theoretisch zu erwartende Gewinn durch den Strassen-Algorithmus ist fiir
quadratische Matrizen vom Typ grofier (1024, 1024) zu erwarten. Tabelle 2.1 fafit
berechnete Zeitkomplexitéiten fiir beide betrachteten Algorithmen zusammen.

k T(n)naiv T(n)Strassen

8 | 3.3488896 - 107 3.9960391 - 107

9 | 2.68173312- 108 2.80902385 - 108

10 | 2.146435072 - 10° | 1.971035287 - 10°
11 | 1.717567488 - 10'° | 1.3816122377 - 10'°

Tabelle 2.1: Strassen und “naiver” Algorithmus, Vergleich der Zeitkomplexititen

Abb. 2.1 illustriert anschaulich den Kurvenverlauf beider Funktionen. Deutlich
ist der Schnittpunkt zwischen “naivem” Algorithmus und dem approximierten
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Verlauf (gestrichelte Linie) des Strassen-Algorithmus fiir ein & ~ 9.38 zu erken-
nen.

10° L *  Strassen-Algorithmus a(n._k)

- Algorithmus "naiv" 4

T(a) - Zeitkomplexitaet
)
T

104 | | | | | 1
5 6 7 8 9 10 11 12

k - Dimension n_k=2"k

Abbildung 2.1: Zeitkomplexitéit in Abhingigkeit von der Matrixgréfie fiir den
Strassen und “naiven” Algorithmus

Der Strassen Algorithmus 148t sich insbesondere rekursiv effizient implementie-
ren, wenn auch ein Laufzeitgewinn erst fiir sehr grofle Matrizen zu erwarten ist.
Er stellt aber fiir derartige Anwendungen eine echte Alternative zum “naiven”
Algorithmus dar und fand Einklang in eine Vielzahl von Implementierungen und
Bibliotheken [102, 7].

2.4 Bilineare Algorithmen

In [30] werden Methoden zur Ableitung unterer Schranken fiir arithmetische und
algebraische Probleme vorgestellt. In [45] und [97] wird gezeigt, dafi die 7 Multi-
plikationen fiir das Produkt zweier Matrizen vom Typ (2, 2), wie beim Strassen-
Algorithmus, minimal ist. Jede weitere Verbesserung kann also nur durch die
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Betrachtung von Matrizen vom Typ (3,3), (4,4) oder grofier zustande kommen
und/oder durch einen neuen Algorithmus. Bilineare Algorithmen sind auf die
Klassen von Problemen nutzbringend anwendbar, wenn eine Menge von Bilinear-
formen fiir diese Probleme entwickelt werden kann [1, 70], d. h. eine Anwendung
von bilinearen Algorithmen auf die Matrizenmultiplikation [69] erscheint als sinn-
voll.

Definition 2.5 Das Matrizenprodukt zweier Matrizen A = (a;;) vom Typ (m,n)
und B = (b)) vom Typ (n,p) berechnet sich wie folgt. Zundchst werden Linear-
kombinationen der a- und b-Variablen entwickelt

l,=> € (i, q)a, o= €"(j.k, Q)b (2.30)

ij jk
Hieraus werden die Produkte Py = Iyl mit ¢ = 0...(M — 1) berechnet. Die
Skalarprodukte c;, der Ergebnismatriz ergeben sich

M-1

Cik = Zaijbjk = Z e"'(k,i,q)lql'q. (231)
J

q=0

Die Koeffizienten €', e",e" sind Konstanten aus e € {—1,0,1}.

M, die Gesamtanzahl der Multiplikationen von [, und [;, wird auch als Rang
des bilinearen Algorithmus bezeichnet. An dieser Stelle sei angemerkt, dafy der
“naive” Algorithmus fiir Matrizen vom Typ (n,n) bilinear und vom Rang n? ist.
Strassen’s Algorithmus fiir Matrizen vom Typ (2,2) ist ebenfalls bilinear und
vom Rang 7.

In [101] ist ein bilinearer Algorithmus fiir die Multiplikation von Matrizen vom
Typ (3,3) entwickelt worden.

my = lply = (a12 + a13 — asz)(bay — bzy + bs3)
mo = l1l} = (—aq; + ag + ag9)(byy — big + baa)
mg = lolh, = (—ag + asy + asz) (b2 — by + bas)

my = I3l = (a12 + a13) (b1 — bs3)

ms = lul} = (a1 + ase) (b2 — b11)

me =I5l = (az1 + asz)(biz — bi2)

mr = lgly = (a12 — ass)(bs1 — ba1)

ms = l7l; = (a1 — az1) (b2 — b12)

mg = lgly = (a1 — az1)(bag — b13)
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miy = lglé = anbn

mi1 = 1101'10 = ag by

miz = linl}y = azibs

maz = liglyy = azzbss
myy = lisliy = (—a12 — a1z + asy + ass)bx
mys = lily, = (a11 + a12 — a1 — ag)by
mys = lislis = (21 + ag2 — azy — az)bos
myr = liglis = aia(—bgy + b3y + bog — bs3) (2.32)
mag = lizli; = ago(—b11 + by + bya — Do)
myg = ligliy = azs(—b1g + by + b1z — bo3)

Moo = ligliy = a11b13

mo1 = 1201'20 = a13b39

Maz = Inly = azzbs

Moz = laalyy = ag3bs3

Moy = lolyy = aziby

_ [
mos = 124124 = as3bso

C11 = My + My + m7 + myg + M3

C12 = Mg + M5 + Mg + M5 + Moy

C13 = M1 + M7 + Ma3 + M7 + Myg

Co1 = My + Mg + Mg + Mg + Moo

Co2 = My + M5 + Mg + Mg + M2 (2.33)

Co3 = M3 + Mg + M1 + My + Mag

C31 = My + My + M3 + Mig + Moo

C32 = M3 + Mgy + M1 + Mig + Mas

C33 = M3 + Mg + Mg + My1 + M3
Durch Auszihlen ergeben sich 25 Multiplikationen und 87 Additionen. Ahnlich
dem Vorgehen im Abschnitt 2.3 liegt es nun nahe, den Algorithmus zur Berech-

nung des Produktes von Matrizen vom Typ (3,3) in der Darstellung 2.32, 2.33
zu iibertragen auf die Multiplikation von Matrizen hoherer Ordnung n, = 3.
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Der Algorithmus a(ny) bendtigt also 25 Multiplikationen von Matrizen vom Typ
(nk_1,mk_1) mit n,_; = 381, Also gilt fiir die Anzahl der Multiplikationen

M(a(ng)) = 25 - M(a(ng_,)) = 25 (2.34)

Demzufolge erfordert der Algorithmus auch 87 Additionen von Matrizen vom
Typ (ng_1,nk_1). Dariiber hinaus erfordern jedoch die 25 Multiplikationen von
Matrizen ihrerseits jeweils S(a(ng—1)) Additionen. Es gilt:

S(a(ng)) = 87-n; | +25-S(a(ng_1)). (2.35)

Diese rekursive Beziehung besitzt die Losung

S(a(ng)) = 87 kzl 9t . 25kt (2.36)

Aus M (a(ny)) und S(a(ny)) ergibt sich die Zeitkomplexitiit als Gesamtzahl arith-
metischer Operationen

k—1
T(a(ng)) =25 +87-> 9" - 25K 1. (2.37)
=0

Es gilt nun unter Zuhilfenahme von > 52,7 - ¢° = o

. Sla(ny)) . 87k gl gpk-i
lim — % = lim = = 6.4375 2.38

woraus fiir die Zeitkomplexitét folgt

T(a(ng)) = 6.4375 - n*92° € O(n*9%). (2.39)

Bemerkung: Die Bedeutung bilinearer Algorithmen fiir die Matrizenmultiplika-
tion ist zuriickzufithren auf Theorem 2.1 in [70].

Theorem 2.1 Fin gegebener bilinearer Algorithmus in der Darstellung von 2.30
und 2.31 fir m,n,p mit m,n,p > 1 und nur M Multiplikationen besitzt einen
Koeffizienten der Matrizenmultiplikation von

3log M

—. 2.40
“ = log(mnp) (240
Unter der Voraussetzung quadratischer Matrizen mit n = 3% und bei Strassen
dhnlicher rekursiver Konstruktion mit M = 25* Multiplikationen ergibt sich fiir

den Exponenten Matrizenmultiplikation: w = ?iizg(izgf:)) = 2.929.
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Eine sorgfiiltige Betrachtung der Formeln 2.32 und 2.33 verrit, dafl 30 additive
Operationen fiir die linken und rechten Seiten der Produkte m; und 28 additive
Operationen zur Berechnung der ¢;; geniigen. Ein Algorithmus b(ny) bendtigt
neben 25 Multiplikationen nur noch 58 Additionen. Fiir die Multplikation von
Matrizen hoherer Ordnung n; = 3% ergibt sich eine Zeitkomplexitiit von

k—1
T(b(ng)) =25 +58 - 9" - 25K 1, (2.41)

1=0

Eine Grenzwertbetrachtung zeigt den Zeitgewinn der durch Verminderung der
Anzahl der Additionen erzielt wird.

T(a(ng)) 25% 87 . k=gl . o5k—1-1

li = , , 2.42
e T(b(ng))  25% + 58-S h19i.o5k-1~i (242)
und mit 35547 - ¢° = 1=, folgt
_ T(a(n)) o

lim ———= = 1.39189. 2.43
e T(b(ng)) (2:43)

Die Gesamtzahl der Zeitschritte konnte um 28.1% gesenkt werden, d. h.
T(b(ng)) = 4.625 - n*9% € O(n**%). (2.44)

Die Ergebnisse der Berechnungen des Abschnitts sind in der Abb. 2.4 dargestellt.

In [36] wird gezeigt, dafi der Strassen-Algorithmus eine Représentation des Pro-
duktes von (2,2) Matrizen durch das Hadamard-Produkt in einem 7-dimensiona-
len Raum ist. Weiterhin wird gezeigt, daf} es fiir Matrizen vom Typ (n, n) méglich
ist, eine Repriisentation in einem n® — n + 1 dimensionalen Raum zu erzielen.
Gastinel benotigt neben den 25 Multiplikationen jedoch 76 Additionen. Da die
Additionen keinen Einflufl auf den Exponenten w haben, sind beide Algorithmen
von der selben Zeitkomplexitit

T(n) € O(n*™). (2.45)

Um eine weitere Beschleunigung gegeniiber dem Strassen-Algorithmus zu erzie-
len, ist aus der groflen Menge der moglichen bilinearer Algorithmen 2.30, 2.31 fiir
alle Vm, n, p, M einer zu finden mit

< log, 7. (2.46)

Das heifit der Rang eines bilinearen Algorithmus fiir die (3,3) Matrizenmulti-
plikation mul M = 21 betragen. Die bislang erreichte unterste Grenze fiir die
Multiplikation zweier Matrizen vom Typ (3,3) beschreibt Laderman in [60] mit
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T(a) - Zeitkomplexitaet

(
5

~ : Algorithmus "naiv!'

+ : Algorithmus b(nk) : : 5

* ‘Algorithmus:a(n;) ; ; E

L I 1 1 1 1 1
10.5 11 115 12 125 13 135 14 145 15 15.5 16
k — Dimension nk:3k

| |

Abbildung 2.2: Vergleich der Zeitkomplexitéiten in Abhénigkeit von der Matrix-
grofle fiir die Algorithmen a(ny), b(ny) und “naiv”

M = 23 Multiplikationen. Einen Fortschritt hat Pan [70] 1978 erreicht fiir die
Multiplikation von quadratischen Matrizen vom Typ (70,70) mit M = 143640.
Dieser Algorithmus fiithrt zu einer Komplexitit mit w < % ~ 2.795. Aus
Anwendersicht (nicht implementierbar) stellt er jedoch keine Alternative zu Stras-

sen’s Variante dar.

2.5 Kettenmultiplikation von Matrizen

Zum Abschluf} dieses Kapitels sei ein Algorithmus entwickelt, der auf dem Prin-
zip der dynamischen Programmierung beruht [30]. Im Vordergrund steht dabei
nicht die Multiplikation an sich, sondern die Minimierung des Rechenaufwandes,
der fiir die Multiplikation einer Kette von Matrizen unterschiedlichen Typs er-
forderlich ist. Im Gegensatz zum Teile und Herrsche Prinzip, welches eine top
down Methode ist, ist das dynamische Programmieren eine bottom up Methode.
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Das heifit, um fiir ein Problem der Grofle n eine Losung zu finden, werden alle
fiir das Problem relevanten Teilprobleme der Gréfle 1...(n — 1) gelost und die
Ergebnisse zum Zweck der spiteren Verwendung bei der Losung grofierer Proble-
me in einer Tabelle abgelegt. Fiir die Berechnung der nichstgrofieren Teillésung
mufl/kann nun auf die Tabelle zuriickgegriffen werden. Eine optimal berechne-
te und in der Tabelle fixierte Losung eines Teilproblems kann fiir verschiedene
Berechnungen groflerer Teilprobleme immer wiederverwendet werden, ohne neu
berechnet werden zu miissen. Auf Einzelheiten dieser Technik wird hier verzichtet
und auf entsprechende Literatur verwiesen [21, 93]. Dieser Ansatz ist im Opera-
tion Research zur Losung von Optimierungsproblemen weit verbreitet. Auf zwei
Probleme sei hingewiesen, die bei jeder Anwendung der dynamischen Program-
mierung auftreten konnen. Es ist zunéchst nicht immer moglich, die Losungen
kleinerer Probleme so zu kombinieren, dafl sich die Losung eines gréfleren Pro-
blems ergibt. Zweitens kann es sich ergeben, dafl die Anzahl der zu lésenden
kleinen Probleme unvertretbar grof wird.

Fiir die Kettenmultiplikation von Matrizen ist die dynamische Programmierung
sehr effizient einsetzbar. Gegeben sei eine “Kette” [A;, Ay, ..., A,] von n Ma-
trizen die in angegebener Reihenfolge miteinander multipliziert werden sollen.
Selbstverstindlich mufl die Anzahl der Spalten einer Matrix mit der Anzahl der
Zeilen der folgenden Matrix {ibereinstimmen. Matrix 4; sei vom Typ (pg, p1), As
vom Typ (p1,p2) usw., d. h. A, ist vom Typ (p,_1,ps). In welcher Weise kénnen
Matrizen multipliziert werden, so daf} die Zeitkomplexitit minimal ist?

Beispiel 2.1 illustriert die Multiplikation einer 3-er Matrizkette [A;, As, As] mit
Ay sei vom Typ (30,35), As eine (35,15) und Az eine (15,5) Matriz. Die Mul-
tiplikation ist assoziativ, so daf$ die beiden mdglichen Klammerungen das selbe
Ergebnis liefern,

(Ar - A) Az = A (As - As). (2.47)

Fiir die Losung des Produktes (A; - As).A3 werden 18000 Multiplikationen und
die Losung des Produktes A;(A; - A3) dagegen nur 7875 bendtigt, was einem
Speedup von 2.29 entspricht.

Bei der Multiplikation von n Matrizen konnen durch giinstige bzw. ungiinstige
Klammerungen weit extremere Unterschiede in der Komplexitdt auftreten. An
dieser Stelle sei angemerkt, dafl die Anzahl der Klammerungen von exponentieller
Komplexitit ist und einer griindlich erforschten kombinatorischen Funktion, der
Catalanischen Zahl ¢(n), entspricht. Die Anzahl der moglichen Klammerungen
betrigt p(k) = ¢(n — 1) wobei

o(n) = — <2”> ~-Q <4Z> (2.48)
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ist. Da n im Vergleich zur Anzahl der Multiplikationen sehr klein ist, lohnt es
sich einigen Aufwand zu treiben, um eine “optimale” Losung zu finden.

Es sei m(i,j) die minimale Anzahl von Multiplikationen, so dal man bei opti-
maler Klammerung den Abschnitt A, ....A; mit den Zeilen- und Spaltenanzahlen
(pi-1,pis - - -, pj) berechnen kann. Angenommen (A; ... Ag) - (Agy1 ... A;) fiir ein
k €i,...,j —1 sei eine optimale Klammerung von A4, ...A;, dann gilt fiir dieses
k auf Grund des Optimalitdtsprinzips

m(z,]) = m(i, k) + m(k + 1,j) —|—pi_1 *Pk - Py- (249)

Der Anteil von p;_1-py-p; ergibt sich aus der Multiplikation der Matrix (A, ... Ay)
vom Typ (pi_1,px) mit der Matrix (Agiq....A;) vom Typ (pk,p;). Da stets eine
Gruppe in zwei kleinere Gruppen zerlegt wird, sind die minimalen Kosten der
Berechnung fiir die beiden Gruppen nicht stets neu zu berechnen, sondern kénnen
aus einer Tabelle entnommen werden. Zur Berechnung der Werte der Tabelle gilt
nun folgende rekursive Definition:

m(i,j) = (2.50)
mini<<;(m(i, k) +m(k +1,7) + pic1 - ok - pj), 1 < J.

Die Grofle der Tabelle, [1...n,1...n], wird durch Formel 2.50 bestimmt, wobei
nur ein Teil (Form einer Dreicksmatrix) verwendet wird, also fiir die Indizes (i, j)
mit 1 < i < j < n. Der Algorithmus tragt alle entsprechenden Tabelleneintrige
(1,7) in der Reihenfolge j —i=0,1,...,n — 1 ein.

n:=length[p]-1
FOR i:=1 TO n DO m[i,i]:=0
FOR 1:=2 TO n DO
FOR i:=1 TO n-1+1 DO
Jji=1i+1-1;
m[i,j]:=maxint;
FOR k:=i TO j-1 DO
q:=m[i,k]+m[k+1,j]+p_i-1*p_k*p_j
IF g<m[i,j] THEN m[i,j]:=q;
s[i,jl:=k
END (* if *);
END (% for *);
END (x for *);
END (x for *);
END (x for *);
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Auf diese Weise berechnet das Programm die entsprechenden Kosten und erhélt
im Tabellenelement m[1,n] die gesuchte minimale Anzahl von Multiplikationen
fiir die Berechnung von A; A, . .. A,,. Die optimale Klammerung selbst wird durch
den Algorithmus mittels s[i, j] bestimmt, indem man sich merkt, durch welches
k sich das jeweilige Minimum ergeben hat.

Beispiel 2.2 sei abschliefend zur Kettenmultiplikation von Matrizen betrachtet.
Gegeben seien die Matrizen Ay, ..., As. Im einzelnen gilt:

Matrix: .Al ./4.2 ./43 .A4 ./45 -AG
Typ: (30,35) (35,15) (15,5) (5,10) (10,20) (20,25)

Der Algorithmus baut nun folgende Tabellen in Abb. 2.3 auf.

.Al AQ .A3 A4 -A5 AG

Abbildung 2.3: m[i, j] bzw. s[i, j|] Tabellen der Kettenmultiplikation von Matrizen
firn =6

Die optimale Klammerung ergibt bei diesem Beispiel m|[1, 6] eine Gesamtzahl von
15125 Multiplikationen. Das folgende Programm stellt die Implementation des
Prozesses der Ermittlung der optimalen Klammerung anhand der gespeicherten
mli, j] und s[i, j] Werte dar.

PROCEDURE order(i,j:integer);

IF i=j THEN write(name(i)) ELSE
write(’ (?);
order(i,s[i,jl-1);
order(s[i,jl,j);
write(’)’);

END (x if x);

Fiir das Beispiel ist die ermittelte Anordnung der Klammern
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((Ar(Az - A3)) ((As - As) Ag)). (2.51)

Fiir das weiter oben benannte Beispiel 2.1 148t sich ebenfalls die Tabelle 2.3
nutzen und die optimale Klammerung A, (As.A3) herauslesen.

Mit Hilfe der dynamischen Programmierung kann das Problem der Kettenmul-
tiplikation von Matrizen in einer zu n® proportionalen Zeit und mit einem zu n?
proportionalen Speicherbedarf gelost werden. Dynamische Programmieralgorith-
men konnen unter Umstéinden in ihrer Effizienz auf O(n?) verbessert werden, s.

a. [93].

2.6 Geschichte

Pan [70] diskutiert die Frage: How fast can we multiply matrices? Der Expo-
nent der Matrizenmultiplikation bewegt sich in den Grenzen 2 < w < 3. Da
n? unabhiingige Elemente zu berechnen sind, ist die untere Grenze fiir sequen-
tielle Algorithmen fest und von der Ordnung (n?). Die obere Grenze stand
zuniéichst bei O(n?), denn der “naive” Algorithmus 16st das Problem mit n? Mul-
tiplikationen und n® — n? Additionen. Initiert durch die Arbeiten von Strassen
1969 und Pan 1978, gab es um 1980 eine Vielzahl von Verdffentlichungen durch
Schonhage, Romani, Bini, Pan, Winograd, Coppersmith etc. zur Frage Pan’s nach
dem asymptotisch schnellsten Algorithmus. Die obere Grenze hat sich in der Zeit
stindig verringert und steht seit 1984 auf n>3"® erzielt durch Coppersmith. Die
Entwicklung des Exponenten der Matrizenmultiplikation zeigt Abb. 2.4.

I I

] | ] ] >
T

68 69 78 79 8 82 84

Abbildung 2.4: Entwicklung des Exponenten

An dieser Stelle mag man sich dariiber wundern, daff an der Matrizenmultipli-
kation so grofles Interesse besteht. Der Grund dafiir besteht u. a. darin, daf
andere typische Matrizenoperationen, wie z.B. die Inversion einer Matrix oder
das Bestimmen einer Determinante unmittelbar mit der Matrizenmultiplikation
verkniipft sind in dem Sinne, daf} ein effizienter Algorithmus fiir eine dieser Ope-
rationen einen #hnlich effizienten fiir die anderen Operationen nach sich zieht.
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Dennoch hat bis zuletzt der erzielte Forschritt, wegen der erheblichen Unkosten
an asymptotischer Beschleunigung der Matrizenmultiplikation, keine Auswirkun-
gen auf die praktische Berechnung von Matrixprodukten gezeigt. Die Auswirkun-
gen auf die Theorie sind jedoch wesentlich. Das blofle Bestehen von asymptotisch
schnellen Algorithmen fiir die Matrizenmultiplikation und fiir in Verbindung ste-
hende Berechnungsprobleme ist anregend. Wichtiger ist, durch das Studium von
Algorithmen der Matrizenmultiplikation einen tieferen Einblick in den Entwurf
von leistungsfihigen arithmetischen Algorithmen zu gewinnen.
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Kapitel 3

Parallele Matrizenmultiplikation

Das folgende Kapitel behandelt die parallele Matrizenmultiplikation. Der Schwer-
punkt liegt nun nicht mehr allein auf der Multiplikation, sondern auf der gemein-
samen Betrachtung der Kategorien Architektur und Algorithmus.

3.1 Lineares Feld

Wie verhélt es sich zunéchst mit der Integermultiplikation auf einem linearen
Feld? Die “Schulmethode” zerlegt den sequentiellen Algorithmus fiir die Multi-
plikation zweier n-bit Integerwerte als Summe von n Integerwerten, s. Abb. 3.1.

11 1 by by by
0 1 1 as asg ay
11 1 arbs aiby  aiby
11 1 agbs  azby  azby
0 0 0 azbs azby azby
1 01 01 Ys  Ya  Ys Y2 Wi

Abbildung 3.1: “Schulmethode” zur Losung der Multiplikation zweier Integerwer-
te, 7-3 = 21.

Formal konnen die Integerwerte a und b als zwei n-Vektoren @ = [a,,...,a]
und b = [by,, ..., b] aufgefaBBt werden. Das Produkt ergibt einen (2n — 1) Vektor
7= |Yan_1,.-.,y1]. Verallgemeinert gilt auch:

47
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(ar+agz+. .. Aa,z™ 1) (by+box+. . . +b 2™ ) = y1dypr+. . A ys_12”" 2 (3.1)
mit

i+j=k+1
ye= > ab; 1<k<2n-—1. (3.2)

An dieser Stelle muf erwéhnt werden, da§ nach Formel 3.1 ¢ die Faltung [68] von
@ und b ist.

Bei der Berechnung der %,’s besteht das Problem in der Erzeugung eines Da-
tenstromes, so daf} sich die Elemente a;, b; mit dem selben Index 7 + j — 1 zu
unterschiedlichen Zeitpunkten in den Zellen des linearen Feldes zur Berechnung
der y;’s treffen. Gliicklicherweise gibt es einige Moglichkeiten einen solchen Da-
tenstrom zu erzeugen. Den vielleicht einfachsten Algorithmus illustriert Abb. 3.2
am Beispiel n = 3.

Mit jedem Schritt bewegen sich die a;’s um einen Schritt nach rechts und die b;’s
um einen Schritt nach links. Mit dem Schritt (1) wird a in Zelle 1 und mit Schritt
(2) das Element b5 in Zelle 2n des linearen Feldes geschoben. Wie man leicht sieht,
treffen sich die a; und b; in der Zelle 2n-i-j+2 wéhrend des Schrittes 2n+¢—j. Das
letzte Paar a,b; trifft sich in Zelle n + 1 wéhrend des Schrittes 3n — 1. In jedem
Schritt berechnet jede Zelle das Produkt der beiden Inputs und akkumuliert den
Wert lokal. Die Berechnung der Faltung ist nach 3n — 1 Schritten beendet. Bei
der Integermultiplikation werden die y;’s als individuelle Bits betrachtet und es
miissen unter Umstinden durch die Summation entstehende Ubertriige beachtet
werden, s. a. Volladderfunktion [56]. Ein Ubertrag wird generiert, wenn a; = 1,
b; = 1 und der lokal gespeicherte Wert von y;;;_1 ebenfalls TRUE ist. Aus
diesem Grund werden mit den b;’s noch ¢;’s, ( ¢ steht fiir carry) durch das lineare
Feld geschoben, welche initial auf FALSE gesetzt sind und wiahrend der Laufzeit
entsprechend gedndert werden kénnen. Der Algorithmus wird durch Abb. 3.3 fiir
3-bit Integerzahlen illustriert.

Die Schnappschiisse in der Abb. 3.3 reprisentieren den Zustand des Feldes je-
weils nach dem aktuellen Schritt. Wenn der letzte Ubertrag das Feld nach 4n — 1
Schritten verlafit ist die Multiplikation beendet. Die Zeitkomplexitéit der Integer-
multiplikation zweier n-bit Zahlen auf einem linearen Feld ist

T, =4n—1¢€ O(n). (3.3)

Der aufmerksame Leser wird erkennen, dafl der Algorithmus nicht sehr effizient
ist, zumal wéhrend jeden Schrittes nur die Hélfte der Prozessoren aktiv sind. In
[65] sind einige Moglichkeiten aufgezeigt, die Effizienz zu erhthen. Abschlieflend
ist zu bemerken, dafl der Algorithmus dennoch eine angemessene Effizienz im
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a3 @ Ay ® (1] —» - - - - - — ® b3 @ by ® by initial
azeaze — a4 | | 1  byebyel (1)
a3 e Ay — - ayp — - — b3 — @by e (2)
as e — ay |- - a; | —{ b3 — by @ Dy (3)

as — | as |- *Z;* — by — e by (4)

N as *Z;‘f* 7257 — b, (5)
THEHHEH HE o

by 72;%7 7(;?* L g (7)

b Hbk Hy e e (8)

Abbildung 3.2: Datenflufl am Beispiel n = 3 in einem linearen Feld doppelter
Lénge, [65]

Vergleich zum sequentiellen Algorithmus mit 7" € O(n?) Zeitschritten aufweist
und somit einen Speedup von S, € O(n) fiir p = 2n Prozessoren erzielt.

3.2 Gitter

In diesem Abschnitt sei untersucht, ob sich die Verwendung einer Gitter-Architek-
tur als lohnenswert erweist, um eine parallele Multiplikation von Matrizen auszu-
fiihren. Betrachtet sei zunéchst die Matrix-Vektor-Multiplikation auf einem li-
nearen Feld mit einer Matrix A = (a;;) vom Typ (n,n), einem n stelligen Vektor
# = (x;) und es sei zu berechnen das Matrix-Vektor-Produkt ¥ = AZ mit § = (y;)
und

Yi = Z aijxj (34)
7=1
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az Qs ap (b3, ¢

0etel {1311 «(10e
0et1e A+ {1 F (L0)e(10)e(10) (1)
001~ [0 «0e10) ()

00— 1 T F20F{0F— (1.0) o (10) (3)

0 00— «(10) (4)

— 0 (1.0) (5)
AT O TR 1 (6)

(1.0) {0} —{0F" [0} {0F [0} T} o1 (7)

(L0)e — (ORI {0F 0T~ 101 (8)
(1,0) & (1,0) {0} 1[0} {10} {1} e 191 (9)
(1,0) ¢ (1,0) ¢ —{0FAT}—{0F{1}—{0F 1}~ 0elel (10)
(1,0) ® (1,0) @ (1,0)~—{0}—[T—{0}—{T}—{0}{1}— s0e 191 (11)

Abbildung 3.3: Multiplikation von @ = 3 = [011] und b =7 = [111], [65]

fiir alle 1 > 7 > n. Die einfache sequentielle Methode bendtigt n Multiplikationen
und n—1 Additionen fiir jedes zu berechnende y;, also insgesamt 2n? —n Schritte.
Der Algorithmus fiir die Matrix-Vektor-Multiplikation auf einem linearen Feld ist
ebenfalls einfach. Die x;’s werden schrittweise von links nach rechts, beginnend
mit 1, 29, usw., durch das Feld geschoben. Die a;;’s werden entsprechend Abb. 3.4
in das Feld eingelesen.

Die i-te Zelle des Feldes berechnet das Produkt aus linkem und oberen Eingabe-
datum und akkumuliert den Wert in seinem lokalen Speicher. z; und a;; erreichen
Zelle 7 zur selben Zeit, im Schritt ¢ + j — 1, so daf} die exakte Berechnung von y;
erfolgen kann und nach n + 7 — 1 Schritten beendet ist. Also sind alle Variablen
nach 2n — 1 Schritten berechnet.

Der Algorithmus fiir die Matrix-Vektor-Multiplikation auf einem linearen Feld
kann sehr einfach erweitert werden, um zwei Matrizen auf einem zweidimensio-
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Q44

a3z4  A43

Q24 A33 Q42

Q14 Q23 A3z Q41
13 QAz2 Qa3z1 °
a192 a91 [ o
ai [ [ o

Abbildung 3.4: Berechnung des Matrix-Vektor-Produktes ¢y = A% auf einem li-
nearen Feld fiir n =4

nalen Feld, einem Gitter, zu multiplizieren. Im einzelnen sind gegeben Matrix
A = (a;;), Matrix B = (b;;) vom Typ (n,n) und die Produktmatrix C = AB mit
C = (¢;;) und die ¢;; konnen in 3n — 2 Schritten geldst werden. Der Algorithmus
benétigt n? Prozessoren P;;. Die Randprozessoren des (n,n) Gitters werden zur
Eingabe der Matrizen A, B benutzt. Die Eingabe erfolgt zeilen- und spaltenwei-
se nach einem Scherungsschema (Skewing). Die Zeile ¢ der Matrix A wird einen
Schritt spéter als die Zeile 1 — 1, 2 < i < n eingelesen. Analog wird Spalte j der
Matrix B einen Schritt spater als Spalte 7 —1, 2 < j < n eingelesen, s.a. Abb. 3.5.

Q44

a3z4  A43

Q24 A33 Q42

Q14 Q23 A3z Q41
a13 QAz2 Qas1 o
a19 921 [ ] ®
ai [ [ o

b1 b31 bay b1y

bia b3o byg b1o @

baz b33 bog b1z @ @
big b3y boy by © o @

Abbildung 3.5: Berechnung des Matrix-Matrix-Produktes AB auf einem Gitter
flirn =4

Diese versetzte Eingabe gewédhrleistet, dafl die Matrixelemente a;; und by; im
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Zeittakt i + j + k — 2 gleichzeitig den Prozessor P;; erreichen. Abb. 3.6 friert den
Datenflufl zum 5. Schritt ein.

Qa4
a34 43
| | | |

byy | Lby | Loy |00

Q14| | Q23 as2 aq1
bao bo bas b

a13 22 asi

b L L L -
G s el
a12 a21
basb e T = I -
44034 —™ 624 614
} | | |
a1

Abbildung 3.6: Schnappschufl des Datenflusses zum 5. Schritt

Wenn ein Prozessor P;; die Eingaben a und b erhélt, so bildet er

Cij = ¢;j + ab. (3.5)

Gleichzeitig werden die Eingaben gespeichert. Im néchsten Schritt wird a hori-
zontal zu P, ;11 und b wird vertikal zu P, ; weitergesendet. Am Ende des Algo-
rithmus ist das Element ¢;; der Produktmatrix C in Prozessor Pj; gespeichert.

FOR i=1 TO n DO IN PARALLEL
FOR j=1 TO n DO IN PARALLEL
c(i,j):=0;
WHILE receive(a,b) DO
c(i,j):=c(i,j)+(axb)
IF j<n THEN
send(a,P(i,j+1);
END (% if %);
IF i<n THEN
send(b,P(i+1,j);
END (* if *);
END (* while *);
END (* for *);
END (x for *);
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Die Matrixelemente a,,; und by,, benotigen n+n-+n — 2 Schritte, bis sie P, errei-
chen. Da P, der letzte titige Prozessor ist, betriagt die Laufzeit des Algorithmus

T(n) =3n—2¢€ O(n). (3.6)

Da der Algorithmus mit n? Prozessoren arbeitet, werden die gleichen Kosten
erzielt wie mit der CRCW-PRAM

C(n) € O(n?) - O(n) = O(n). (3.7)

Der spezifizierte Algorithmus steht stellvertretend fiir eine ganze Reihe systo-
lischer Matrixalgorithmen wie beispielsweise die systolische Losung von Glei-
chungssystemen [55].

3.3 Torus

Durch sogenanntes Pipelining des Netzwerkes ist es moglich, die Effizienz von
Algorithmen weiter zu verbessern. Als Beispiel sei zunéchst wieder die Matrix-
Vektor-Multiplikation iiber einem Ring betrachtet, Abb. 3.7.

a3 a2 a3y Qa4
a12 a21 Q34 43
a1 Q24 33 Q42

| | | |
TGMSM Q23T 3—A32X2— 0412 T

Abbildung 3.7: Matrix-Vektor-Multiplikation auf einem 4-Prozessor-Ring

Initial ist die Variable z; im Prozessor P,_;; fir 1 < j < n gespeichert und
die Variable a;; erreicht Prozessor P; nach ¢+ j bzw. ¢ + j — n Schritten, jenach-
dem welche der Formeln einen Wert zwischen 1 und n liefert. y; 148t sich nun
im Prozessor P; fiir (1 < i < n) in n Schritten berechnen, wenn nach jedem
Multiplikation/Addition’s Schritt der Vektor & rechtswirts

geroutet wird. Ein dhnlicher Zugang kann genutzt werden, um 2 Matrizen auf
einem (n,n)-Torus zu multiplizieren.

Es sei erinnert, dafi die Multiplikation zweier Matrizen A vom Typ (n,m) und
B vom Typ (m,l) nach der “naiven” Methode die Berechnung von n-l Skalarpro-
dukten zweier m Vektoren erfordert. Sind p = n‘l Prozessoren verfiighar, dann
148t sich die Matrix C in einer einzigen seriellen Schleife multiplizieren.
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FOR k=1 TO m DO IN PARALLEL
c(i,j)=c(i,j) + a(i,k) * b(k,j);
(* parallel in allen n,l Prozessorelementen *)
END (x for *);

Bezogen auf einen festen Index (i,j) schiebt der Schleifenindex k& durch Inkre-
mentierung um 1 nacheinander alle Spalten von A und alle Zeilen von B iiber
den Index. Hieraus ergibt sich fiir p = n'l eine Zeitkomplexitét

T,(n) =2m € O(m). (3.8)
Im Folgenden wird die Matrizenmultiplikation auf einer Torus-Architektur be-
trachtet. Dieser Algorithmus geht auf Cannon [14] zuriick, der fiir einen bestimm-
ten Arrayrechner mit festem Anwendungsspektrum entwickelt wurde. Verfiigbar
seien p? Prozessoren, die in Form eines Torus, s. Abb. 3.8, vernetzt sind.

¥ ) 3
Pl,l g P1’2 « — — > Pl,p 4

I ]
P21<~'*P2,2* - — *P2p*

) ) )

\ \ \

\ \ \

¥ v ¥
Pp,l‘“*Pp,Q* - *Pp,p

) ) )

Abbildung 3.8: p? Torus-Architektur

Diese Kommunikationsstruktur ermdglicht ein zyklisches Schieben von Daten in
horizontaler und vertikaler Richtung. Der Einfachheit halber werden nur qua-
dratische Matrizen vom Typ (n,n), mit n als ganzzahligem Vielfachen von p,
multipliziert. Die Matrizen A, B und C konnen nun als p? Untermatrizen A,;,
B;j, C;; vom Typ (o0, 0), wobei gilt o = %, aufgefafit werden. Ausgangspunkt des
Algorithmus ist die Initialisierung jedes Prozessors P;; mit den Untermatrizen

A;; und B;;. Fiir die Matrizenmultiplikation ergibt sich mit 7,7 =1...p

p
Cij = Z AikBkj + ng (39)

k=1
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Richtet man die Aufmerksamkeit zunichst nur auf Prozessor Piq, so ist zu be-
rechnen

Cu - ./411811 + ./412821 4+ ...+ Alpol + CH. (310)

Da P;; mit den Untermatrizen Ay, By, initialisiert ist, kann sofort das Produkt
berechnet und das Ergebnis in C;; akkumuliert werden. Da die A Untermatrizen
nach links und die B Untermatrizen nach oben geschoben werden, kann nach
einer Rotation A;,B5; berechnet und nach p — 1 Rotationen die Berechnung von
Ci1 abgeschlossen werden. Mit dieser Initialisierung der Untermatrizen zeigen
die Prozessoren in der Diagonalen ein &hnlich angenehmes Verhalten, so dafl
ebenfalls nach p — 1 Rotationen alle Berechnungen abgeschlossen sind. Nun sei
noch Prozessor P, betrachtet, der

612 - ./411812 + ./412822 + ...+ Alpoz + Clg (311)

zu l6sen hat. Es ist leicht zu erkennen, dafl erst nach einer Rotation eine Berech-
nung moglich ist. Dieses Problem tritt bei allen Prozessoren auf, die nicht auf der
Diagonalen liegen und kann durch eine Initialrotation korrigiert werden. Fiir die
Matrizenmultiplikation ergibt sich nun folgender Algorithmus:

1. Initialisierung
Initialisieren der Prozessorelemente P;; mit den zugehdrigen Untermatrizen

.Az'j, B”

2. Initialrotation
Verschiebe die Untermatrizen 4;; um ¢ Plédtze nach links und die Unterma-
trizen B;; um j Plétze nach oben.

3. Schritt 1
Berechne das Produkt der neuen Untermatrizen A, B vom Typ (o, 0) und
akkumuliere in C.

4. Schritt k=2...p

Verschiebe Untermatrix A eine Stelle nach rechts. Verschiebe Untermatrix
B eine Stelle nach unten. Berechne das Produkt der neuen Untermatrizen
A, B vom Typ (0, 0) und akkumuliere in C.

Alle p Schritte laufen synchron und parallel auf allen P;; ab. Vernachléssigt man
die Operationen Verschieben und zéhlt wie bisher nur Additionen und Multipli-
kationen, so ergibt sich eine Zeitkomplexitit

T,(n) = (20° — 0*)p + p. (3.12)
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Im schlechtesten Fall ist nur ein Prozessor verfiigbar mit

Ti(n) = 2n* —n*> € O(n?) (3.13)

und im besten Fall p = n mit

T,(n) =2n € O(n). (3.14)

Algorithmen, deren Funktionsweise auf rythmischen Stromen von Daten durch
Prozessorfelder beruht, gewinnen mehr und mehr an Interesse, da sie sich sehr gut
fiir die vollstdndige Hardwareimplementierung mit der VLSI-Technologie eignen.

3.4 Netz von Baumen

Diese hybride Netzwerkarchitektur, formal definiert durch Leighton [63, 64], ba-
siert auf einem (n x n x n) Wiirfel. Jedem Knoten ist entsprechend einem karte-
sischen Koordinatensystem eine Adresse [i, j, k] mit 1 < i,j, k < n. zugeordnet.
Fiir jedes 7,k mit 1 < j,k < n, d. h. in der x-Ausbreitung, werden interne Kno-
ten und Kanten eingefiihrt, so dafl ein kompletter bindrer Baum entsteht, dessen
Blitter die Knoten [i, 7, k] mit 1 <4, j, k < n sind. Diese Erweiterung wird ana-
log fiir die verbleibenden i, k bzw. i, 7 Ebenen, d. h. in der y- bzw. z-Ausbreitung
durchgefiihrt. Jeder Knoten des Originalwiirfels ist Blatt eines Baumes in den 3
Ausbreitungen. Abb. 3.9 illustriert ein (2 x 2 x 2) Netz von Biaumen, s. [65].

/5
/

\D/

Abbildung 3.9: Ein (2 x 2 x 2) Netz von Baumen. Die Kreise stellen die 8 Original
Knoten dar. Die verbleibenden 12 Knoten sind die Wurzelknoten der Baume in
den 3 Ausbreitungen.
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Insgesamt gesehen besteht das (n x n x n) Netz von Biumen aus n® + 3n?(n —1)
Knoten und 3n?(2n — 2) Kanten mit folgenden Eigenschaften. Der Durchmesser
des Graphen betrigt 6logn und der Grad jedes Knoten, aufler der 3n? Wur-
zelknoten (Grad=2), ist 3. An dieser Stelle ist anzumerken, dafi diese Graph-
konstruktion implizit im Algorithmus von Preparata und Vuillemin [74] fiir die
Matrizenmultiplikation beschrieben ist.

Beispiel 3.1 Wieder sei A = (a;j) eine Matriz vom Typ (n,n) und & = (z;)
ein n-stelliger Vektor. Zu berechnen ist das Matriz- Vektor-Produkt i = AT mit
¥ = (vi)-

Die z; Variable werden iiber den j-ten Spalten-Wurzelknoten fiir 1 < j < n
durch den Spalten-Baum gesendet, so dafl in jedem Blatt des j-ten Spalten-
Baumes z; nach logn Schritten empfangen wird. Zum Zeitpunkt logn werden
die a;; Variable direkt in die Blitter (ij) fiir 1 < 7,5 < n eingegeben und das
Produkt a;;x; gebildet, s. Abb. 3.10.

X X2 X3 Xy

Y

! ! }
a111 r012$2 ra131‘3 ra14$4
LO:OJ : \—o:oJoayl
211 L6l221E2 LGQ:&I:& L6l24154
{] L..J \—QOJO—>Q2
3177 3272 ra33333 ra34$4
L.:.J : L.:OJ.%y?,

- Yy

Abbildung 3.10: Matrix-Vektor-Produkt auf einem Netz von Béumen. Die Baum-
struktur ist aus Ubersichtlichkeit nur teilweise angedeutet.

Die Produkte werden nun akkumulierend durch den jeweiligen Zeilen-Baum von
den Blittern zur Wurzel gesendet. Nach insgesamt 2logn Schritten liegt das
Ergebnis
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Schritt 1

Schritt 2

Schritt 1

c11 = aibi + ajeby
c12 = aj1ba1 + a12b9
Co1 = Q91b11 + agabio
Co9 = Q91b19 + agbyo

[1,1,1] [2,1,1]

Abbildung 3.11: Multiplikation zweier Matrizen vom Typ (2,2) auf einem (2 x
2 x 2) Netz von Biumen.
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Yi = Z aijzj (315)
7=1
im Wurzelknoten des i-ten Zeilen-Baumes an.

Beispiel 3.2 Der Algorithmus fiir die Multiplikation zweier Matrizen A und B
vom Typ (n,n) auf einem solchen Graphen gestaltet sich nun einfach.

Die Variablen a;; werden von den Wurzelknoten der ¢, Ebene, z-Ausbreitung,
fiir 1 < 1,7 < n eingelesen. Zur selben Zeit lesen die Wurzelknoten der Ebene
J, k, x-Ausbreitung, fiir 1 < 5,k < n, die Variablen bj;. Die A und B Variablen
werden durch den Baum gesendet, so daf nach log(n + 1) in den Blittern [4, j, k]
die Variable a;;, b, fiir 1 < 7,7,k < n empfangen werden. Nach Empfang wer-
den in jedem Blatt die Variablen in einem Schritt multipliziert und das Ergebnis
an die Eltern in der y-Ausbreitung des Baumes gesendet. Die verbleibenden log n
Schritte in der y-Ausbreitung bilden eine Summe. Der Algorithmus fiir die Multi-
plikation von Matrizen vom Typ (n,n) fiir n = 2 wird illustriert in der Abb. 3.11.
Der vorgestellte Algorithmus hat eine Zeitkomplexitidt von

T, = 2log(n + 1) € O(logn). (3.16)

3.5 Hypercube

Bei gegebenem Hypercube SIMD-Model mit n® = 23¢ Prozessoren konnen Ma-
trizen vom Typ (n,n) in einer Laufzeit von O(logn) multipliziert werden. Dieser
Algorithmus geht auf Dekel [23] zuriick.

Bei der Multiplikation von zwei (n, n) Matrizen werden zur parallelen Berechnung
eines Elementes ¢;; n Multiplikationen bendtigt, somit fiir alle n? Elemente n®
Prozessoren. Es ist also ein Verfahren erforderlich, welches alle n® Prozessoren
mit den “richtigen” Elementen initialisiert.

Es sei n = 24. Die n® = 2%¢ Prozessoren P, sind in einem (n,n,n) Gitter mit der
Adresse (k,1,j) angeordnet. r ist ein Bindrvektor mit 3¢ als Stelligkeit von r.

T = [7"3(1_17“3,1_2 ceeTogTog—1 -+ TgTg—1Tg—2 - - - 7“0] (317)
mit r, € {0,1}
k = [7"3,],17"3,1,2 e 7"2,1]
7 = [qu_l’l“gq_g e Tq]

j = [Tq_lT'q_Q e 7"0].
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Es gilt auch:

r=k-n*+i-n+j mit 0<ki,j<n-—1 (3.18)

Jeder Prozessor P, ist mit den Registern A,, B, und C, ausgestattet. Der Al-
gorithmus von Dekel zerfillt nun in zwei Phasen. Wihrend Phase 1 fiir ein in-
telligentes Data-Routing steht, ist Phase 2 die eigentliche Compute-Phase. Aus-
gangspunkt ist die Initialisierung der Prozessoren P44 ) mit den Matrixelemen-
ten a; j, b; ;. Geometrisch bedeutet die Initialisierung, daf§ die Matrixelemente in
der Ebene k = 0 abgelegt werden, s.a. Abb. 3.12 a).

1. Phase

Zunichst werden die Matrizen A und B in die {ibrigen £ — 1 Ebenen kopiert. Dies
wird mit einem parallelen Broadcast der Matrixelemente a; ;, b; ; erreicht:

(* Broadcasting der Matrizen A, B x)
FOR 1=0 TO g-1 DO IN PARALLEL
IF Bit(k,q-1-1)=0
A(BitComplement (k,q-1-1),i,j):=A(k,i,j);
B(BitComplement (k,q-1-1),i,j) :=B(k,i,j);
END (x if *)
END (x for *);

Am Ende dieser Phase gilt:
A(k,i,j) = ai; B(k,i,5) = bi; (3.20)

d. h. jedes Matrixelement steht in n verschiedenen Registern. Dazu werden ins-
gesamt 2¢g Schritte ben6tigt, wobei nur jeder zweite Prozessor aktiv ist. Die Pro-
zessoren mit Adressbit 1 an der Stelle 3¢ — 1 — [ empfangen nur. Die Ausbreitung
iiber die k-Ebenen wird durch Abb. 3.12 fiir n = 4 dokumentiert.

Durch eine sogenannte “Umficherung” wird der Inhalt von A(k,1, k) in die Re-
gister der Prozessoren mit Adresse (k,i,7) mit 0 < j < n — 1 kopiert.

(* Spaltenverteilung *)
FOR 1=0 TO gq-1 DO IN PARALLEL
IF Bit(j,q-1-1)=Bit(k,q-1-1)
A(k,i,BitComplement (j,q-1-1)):=A(k,i,j);
END (x if %)
END (* for *);
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3 | R
%J %J %J
a) k k k

Abbildung 3.12: Broadcasting der Matrizen A, B

Nach Umfécherung gilt:
A(k,i,7) = ax (3.21)

d. h. das Matrixelement a;, steht n mal hintereinander in den vertikalen j-Saulen,
oder der Inhalt der Register A(k, i, k), die gerade die Spalte k in der k-ten Ebene
bilden, breitet sich wie gewiinscht in j-Richtung aus, s. a. Abb. 3.13.

Abbildung 3.13: Spaltenverteilung

Analog dazu wird der Inhalt der Register B(k, k, j) also der Zeile k in der Ebene
k in die Register der Prozessoren mit Adresse (k,i,j) mit 0 < i < n — 1 kopiert.

(¥ Zeilenverteilung *)
FOR 1=0 TO gq-1 DO IN PARALLEL
IF Bit(i,q-1-1)=Bit(k,q-1-1)
B(k,BitComplement (i,q-1-1),j):=A(k,i,j);
END (% if %)
END (x for *);
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Am Ende dieser Umfécherung gilt: B(k, i, j) = by, d. h. das Matrixelement by;
wird n mal in ¢ Richtung ausgebreitet, s. a. Abb. 3.14.

Abbildung 3.14: Zeilenverteilung

Die Umficherung ist wie auch das Broadcasting nach 2¢ Schritten, mit 50 %
Prozessorauslastung, beendet.

2. Phase

Die eigentliche Compute-Phase beginnt. In einem Schritt fiihren alle Prozessoren
eine Multiplikation aus.

(* Multiplikation *)
DO IN PARALLEL
C(k,i,i):= A(k,i,j)B(k,1i,j)

Durch ein paralleles “Concentrate” werden nun die Produkte in den k-Ebenen
addiert.

(x Addition *)
FOR 1=0 TO g-1 DO IN PARALLEL
IF Bit(k,1)=1
C(BitComplement (k,1),i,j):=C(BitComplement(k,1),i,j)+C(k,1i,j)
END (x if %)
END (x for *);

In den Registern C(0,1, j) steht schliellich nach ¢ Schritten das gewiinschte c;;.
Fiir die Laufzeit des Algorithmus ergibt sich

T,(n) =2¢+2¢+1+q€ O(logn). (3.22)
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Auf Grund der Tatsache, daf§ zur Berechnung der Summe ¢;; von n Zahlen min-
destens logn Schritte erforderlich sind, ist die logarithmische Laufzeit fiir eine
parallele Matrixmultiplikation auf einem Hypercube optimal. Das wird erzielt
auf Kosten eines erh6hten Mehraufwandes. Wiahrend der “naive” Algorithmus
mit O(n?) zu Buche schligt, betrigt der Aufwand hier C(n) € O(n®logn). Der
Grund liegt u. a. darin, dafl zum Teil nur 50 % der Prozessoren aktiv sind. Ein
Vorteil des Algorithmus ist, dafl die Ein- und Ausgabe jeweils an der gleichen
Stelle, in der Ebene k£ = 0, erfolgt.

3.6 Systolisches Feld

Das systolische Feld-Konzept ist von Kung und Leiserson [59] eingefiihrt worden.
Die Abb. 3.15 stellt das Ablaufschema fiir die Multiplikation zweier Bandmatrizen
mit einem systolischen Algorithmus auf einer hexagonalen Prozessorfeld-Struktur
nach [58] dar.

Qg3 1)32
° ° ° .
° ° ° °
az2 a2 a2 ba1 bas bas
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
a31 b13

[ ] o [ J
[ ] [ ]
C31 C92 C13
[ ] [ ]
® o [ ]
C32 €23

Abbildung 3.15: Systolischer Algorithmus zur Multiplikation von Bandmatrizen
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Neben den Datenstromen der Eingangsmatrizen ist auch der virtuelle Strom der
Ergebnismatrix angegeben.

Mit den ersten Arbeiten von Kung und Leiserson hat sich das Studium von Algo-
rithmen (Matrixmultiplikation) auf systolischen Feldern intensiviert [17, 50, 51,
73, 75]. Als eine typische Anwendung fiir die Benutzung systolischer Felder gilt
die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor.

Beispiel 3.3 Gegeben ist eine Matriz A = (a;;) vom Typ (n,n), ein n-Vektor

7 = (x;) und es sei zu berechnen das Matriz-Vektor-Produkt j = AZ mit § = (y;)
und

Yi = Z aijzj (323)
j=1
fiir alle 1 > 1> n.

Die einfache sequentielle Methode bendtigt 2n? — n Schritte. Diese Berechnung
soll nun mit einem systolischen Feld bestehend aus 2n — 1 Prozessoren ausgefiihrt
werden, Abb. 3.16.

[ ] ass3 [}
423 ° 32
[ ] 929 [}
a12 ° 21

] a1
° Schritt n — 1 °
L Schritt n — 2 .

[ ] [ ]
T3 @ To © T

Abbildung 3.16: Ein lineares systolisches Array

Die zeitliche Abstimmung der Datenstrome ist ein wesentliches Merkmal der sy-
stolischen Maschine. Das allgemeine Schema besteht darin, dal die Matrix iiber
die oberen Eingéinge der Prozessoren in einer an den Hauptdiagonalen gespiegel-
ten und um 45° gedrehten Gestalt und der Vektor iiber den linken Eingang des
ersten Prozessors durch das Feld geroutet werden. Zwischenergebnisse werden im
Feld von rechts nach links weitergegeben, wobei das Ausgabedatum letztendlich
am Ausgang des Prozessors P; erscheint. Eine Berechnung setzt sich wie folgt zu-
sammen: Linkes und oberes Eingabedatum werden multipliziert und das rechte
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Zwischenergebnis hinzuaddiert. Es erfolgt stets eine dynamische Transformation
von Eingabedaten in Ausgabedaten, d. h. es ist nicht notwendig, sich berechnete
Werte zu “merken”.

Beispiel 3.4 Ezemplarisch sei die zeitliche Abstimmung fiir folgendes Beispiel
dargestellt:

1 3 -4 1 8
2 1 -5 o1 =1 -3
6 -2 2 2 0

Der einzugebende Vektor wird iiber den linken Eingang des Prozessors P; in den
Schritten 1, 3 und 5 eingegeben. Die einzugebende Matrix wird beginnend mit
Schritt 3 iiber die oberen Eingénge der Prozessoren eingegeben. Der auszugebende
Vektor erscheint in den Schritten 6, 8 und 10 am linken Ausgang des Prozessors
P,. Abb. 3.17 illustriert die einzelnen Schritte fiir das kleine Rechenbeispiel.

Das Verfahren 1483t sich offensichtlich in dieser Weise auf die Multiplikation einer
Matrix vom Typ (n,n) und einem n-Vektor unter Verwendung von 2n — 1 Pro-
zessoren in 4n — 2 Schritten verallgemeinern. Dies kommt der idealen Situation
nahe, dal jeder Prozessor in jedem Schritt eine niitzliche Operation ausfiihrt;
ein quadratischer Algorithmus wird unter Benutzung einer linearen Anzahl von
Prozessoren auf einen linearen Algorithmus reduziert. Bereits dieses Beispiel ver-
deutlicht recht eindrucksvoll, dafl systolische Felder einfach und leistungsfihig
sind. Das Wesen liegt in der Zusammenschaltung und der zeitlich abgestimmten
Eingabe der Eingangsdaten.

Aus der Vielzahl der systolischen Feld-Algorithmen fiir die Matrixmultiplikation
soll ein Algorithmus vorgestellt werden, der auf die Arbeiten von Benaini, Robert
[6] zuriickgeht. Er basiert auf dem Winograd-Algorithmus (s. Abschnitt 2.2)

Cij = dij — QG — /8]'. (324)

Der Vorteil bei Winograd ist der, daf§ die Koeffizienten «; und f; nur einmal
berechnet werden miissen, weil sie fiir die gesamte Zeile 7 bzw. Spalte j der Matrix
C benutzt werden. Das systolische Feld setzt sich zusammen aus %n Zeilen von n
Zellen. Abb. 3.18 zeigt die Struktur und Eingabe der Koeffizienten exemplarisch
fiir n = 4.

Wegen der Riickfithrung wird die Struktur zweimal durchlaufen. Beide Phasen
sind identisch. In Phase 1 berechnet das Array %nQ der Koeffizienten ¢;; und in der
Phase 2 die verbleibenden %nz Elemente. Die erste Zeile des Array unterscheidet
sich von
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(5)
16 2
(6)
8 7 §)
T
’
O S O G § SO S (8)
3 0

)
G S € S O S O S0 (9)
Attt

Abbildung 3.17: Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor mit Hilfe eines
systolischen Feldes
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Abbildung 3.18: Systolisches Array (n = 4), incl. Basiszelle fiir die Winograd-
Multiplikation

der zweiten insofern, dafl sie zusétzlich noch die Koeffizienten «;, 3; berechnet.
Der Programmablauf des Array’s wird gesteuert durch die Boolesche Variable .
Die Operationen der Zellen sind detailliert in Tabelle 3.1 und den Programmfrag-
menten dargestellt.

Kontrollbit ¢ | ”Kreis”-Prozess 7 Quadrat”-Prozess
0 akkumuliere fiir o; oder 3; | akkumuliere fiir d;;
1 sende o; oder f3; berechne c;;

Tabelle 3.1: Operationen der Winogradzellen

(x Kreis-Prozess *)

t_out:=t_in;

IF t_in =FALSE
r:=r+a_in_1*a_in_2;
a_out_1:=a_in_1;

a_out_2:=a_in_2;

ELSE
a_out_1:=r;
a_out_2:=0;

END (% if *)
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(* Quadrat-Prozess %)

t_out:=t_in;

a_out_1:=a_in_1;

a_out_2:=a_in_2;

b_out_1:=b_in_1;

b_out_2:=b_in_2;

IF t_in=FALSE

(a_in_1+b_in_2) (a_in_2+b_in_1)D0 IN PARALLEL
r:=r+t*xti;
c_out:=c_in;

ELSE
c_out:=r-a_in_1_b_in_1;
END (x if %)
1. Phase | Takt | | | | | | | | |
1. Zellreihe
Kreisprozess (1 @ | @ @ | o ® | (®)
1,2 o 51 o B2 ag B3 2 Ba
Quadratprozess (1,1) (1,2) (1,3) (1,4)
2 di1 dao dzs das
3 di1 dao dzs dag
4 di; —o1 — B doo — an — (B2 dzz — ag — (3 dag — g — PBa
2. Zellreihe
Quadratprozess (2,1) (2,2) (2,3) (2,4)
3 da di3 dan d3q
4 da di3 dan d3q
5 do1 — a1 — B1 di3 — a1 — B3 dao — aq — B2 dgqa — ag — B4
Tabelle 3.2: Phase 1
2. Phase | Takt | | | | | | | | |
1. Zellreihe
Kreisprozess (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)
4,5 ag B3 B1 oy o Ba B2 ag
Quadratprozess (1,1) (1,2) (1,3) (1,4)
5 dag day dig dza
6 da3 da1 dig d3a
7 dog — oz — B3 dg1 — g — B1 dig — a1 — B4 d3s — ag — B2
2. Zellreihe
Quadratprozess (2,1) (2,2) (2,3) (2,4)
6 dag dog dsi1 d1a
7 daz dag dz1 dia
8 daz — g — B3 dog — as — B4 d3g1 — ag — B1 dio — a1 — B2

Tabelle 3.3: Phase 2
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Ein Schritt bei Winograd besteht aus 2 Additionen DO IN PARALLEL einer weite-
ren Addition und Multiplikation, so daf sich eine Zeiteinheit von 7 = 27444+ T
ergibt. Fiir ein besseres Verstéindnis der Operationen im Array sind die Akti-
vitdten in Tabelle 3.2 fiir Phase 1 und Tabelle 3.3 fiir Phase 2 fiir den Fall n =4
zusammengestellt.

Die Operationen des Feldes wurden durch Simulation validiert [102]. Die Fami-
lie von Matrixmultiplikations-Feldern, die auf Winograd basieren, sind in vieler-
lei Hinsicht anderen existenten Feldern vorzuziehen. Winograd’s Algorithmus ist
optimal [40]. Alternative bilineare Techniken fiir die Matrixmultiplikation, vor-
geschlagen in [52, 70] und [98], reduzieren zwar asymptotisch die Anzahl der
arithmetischen Operationen, sind aber wegen des erheblichen Aufwandes bei der
Berechnung der Koeffizienten hier nicht geeignet, ausgenommen fiir sehr grofle
Matrizen. Mehr noch, diese Algorithmen lassen sich nicht giinstig auf regulire
Felder-Strukturen implementieren.
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Kapitel 4

Anwendungen paralleler
Algorithmen

4.1 Matrizeninversion und biomagnetische Fel-
der

Neben der Matrizenmultiplikation ist die Inversion fiir viele Bereiche der Mathe-
matik von grofler Bedeutung. Zusammen mit einem effizienten parallelen Algo-
rithmus zur Matrizenmultiplikation ist die Inversion grundlegend fiir einen effizi-
enten Algorithmus zur Losung linearer Gleichungssysteme, denn es gilt:

Ar=b+z=A""b (4.1)

falls A invertierbar ist. Leider ist bis heute kein Algorithmus bekannt, der eine
Matrix in O(logn) Schritten invertiert. Nach heutigem Kenntnisstand liegen die
Probleme Matrizenmultiplikation und Matrizeninversion in verschiedenen paralle-
len Zeitkomplexititsklassen, obwohl sie zur gleichen seriellen Komplexitédtsklasse
gehdren [11].

Muskelaktivititen des menschlichen Korpers sind aufgrund ihrer elektrochemi-
schen Wirkungsmechanismen immer mit biomagnetischen Felderscheinungen ver-
bunden. Das Herz ist unter diesem Gesichtspunkt eine besonders aktive Regi-
on. Die Nutzung magnetischer Felder zur Gewinnung von Informationen iiber
die Herztitigkeit bedarf sehr empfindlicher Sensortechnik. Biomagnetische Fel-
der sind extrem schwach B = 107'" — 1077 (im Vergleich [76]: Magnetfeld
der Erde B ~ 0.5-107%T). Das erste Magnetokardiogramm (MKG) wurde 1963
von Baule und McFee [5, 18] aufgenommen. Mehrkanalanordnungen erlauben die
gleichzeitige Messung an mehreren Punkten bei einer Justierung. Dies sichert eine
definierte geometrische Lage der Mefipunkte zueinander und erlaubt die Elimi-

71
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nierung von Storeinfliissen mit Hilfe von Referenzmessungen.

Eine bei Herzfehlfunktionen anwendbare Diagnosemethode [92] neben dem Elek-
trokardiogramm (EKG) besteht darin, dem Patienten ein individuelles Referenz-
modell des Herzfeldes eines gesunden Menschen anzupassen. Uber die vom Mo-
dell abweichenden tatsédchlich gemessenen biomagnetischen Feldparameter kann
Art und Ort des Defektbereiches im Herz bestimmt werden. Die Struktur des
menschlichen Korpers aus feldtheoretischer Sicht kann als dreidimensionale Ver-
teilung des Leitfdhigkeitstensors im Raum betrachtet werden. Die Leitfahigkeit
ist nicht nur inhomogen, sondern auch stark anisotrop. Diese Verhiltnisse wer-
den durch Gebiete konstanter isotroper Leitfahigkeit approximiert, wodurch die
Randelemente-Methode angewendet werden kann. Sie beruht auf der Annahme,
daf} der menschliche Korper ndherungsweise in Teilvolumina konstanter Leitfdhig-
keit unterteilt werden kann. Als Referenzmodelle werden realistische Torsomodel-
le als Volumenleitermodelle und Stromdipole als Quellenmodelle herangezogen.
Mit Hilfe bikubischer Splinefunktionen erfolgt die Approximation der Grenz-
flaichen der einzelnen Volumenleiter. Die Ermittlung der Parameter des zugrun-
degelegten Stromquellenmodells aus den Meflwerten wird als inverses bioma-
gnetisches Problem bezeichnet. Bei der Losung dieses Problems hat sich der
Marquardt-Levenberg-Algorithmus [66] vielfach bew#hrt, der zur Lage- und Para-
meterbestimmung der Quelle im auf den Patienten zugeschnittenen Modell fiihrt.
Somit wird eine Diagnose und Lokalisation der Fehlfunktion im menschlichen Or-
ganismus moglich.

Die Losung des eigentlichen Problems geht einher mit der Lésung von Gleichungs-
systemen aufgrund umfassender Matrizenoperationen vom Typ (2000, 2000) fiir
praxisrelevante Modelle.

Die Matrixinversion ist mit ca. 26% an der Gesamtlaufzeit wesentlicher Bestand-
teil des Herzfeldsimulationsalgorithmus. Die Inversion 1483t sich zuriickfithren auf
die Losung linearer Gleichungssysteme. Deshalb kann der Gauf3’sche Algorithmus
[13] auch auf die Matrixinversion angewendet werden. Die Rechenvorschrift lautet
im einzelnen:

1. ay:=-+ Pivotelement,
A
2. ap; = ki j#1, Elemente der Pivotspalte,
o | o (4:2)
3. ay =4 1# k, Elemente der Pivotzeile,
Qg
4. aj = a;; — “tag; 1 #k, j#1, alleiibrigen Matrixelemente.

gl

Ein spezielles Problem stellt die Wahl des Pivotelementes, hier ay; dar. Wegen
der internen Zahlendarstellung wird die Mantisse einer Gleitkommazahl an der
letzten Stelle u. U. abgerundet, so daf} der entstehende Fehler zu scheinbarer
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Singularitét (Division durch ein Pivotelement nahe oder gleich Null) und damit
zum Abbruch der Berechnung fiihrt. Auf Moglichkeiten der Pivotisierung und
Stabilitdtsbetrachtungen [31] bei der Lésung von linearen Gleichungssystemen,
im Speziellen der Matrizeninversion, wird hier nicht weiter eingegangen.

Nach Formel 4.2 wird in den Schritten 1-4 fiir jede der n Iterationen folgende
Anzahl von Operationen

T(n) =nBn—-12+2(n—1)+1) € O(n®) (4.3)

ausgefiihrt. Wie die getroffene Abschitzung, obwohl Vergleiche etc. nicht beriick-
sichtigt sind, zeigt, gehort die Matrizeninversion zur Klasse BLAS-3, s. a. Ab-
schnitt 4.6. Eine genaue Betrachtung zeigt, dafl die Schritte 1-4 in jeder Iteration
parallel ausgefiihrt werden kénnen. Fiir derartige Probleme ist in der Regel die
Anzahl der Prozessoren kleiner als die Problemgrofie, p < n, so dafl ein Mapping
der Matrizen auf die Prozessoren erfolgen mufi. Diese Verteilung der Daten auf ei-
ne MIMD-Architektur mit verteiltem Speicher kann das Laufzeitverhalten eines
Algorithmus entscheidend beeinflussen. Es muf} eine Abbildung von Daten auf
die Prozessoren gefunden werden, die bei verfiigharer Kommunikationsbandbrei-
te eine optimale parallele Losung gewihrleistet. Die Speicherung von Matrizen
erfolgt meist zeilenweise. Somit bietet sich natiirlich die Verwendung der Zeilenpi-
votisierung und ein sogenanntes Zeilenmapping an. Die Organisation im Speicher
erleichtert so z. B. die notwendige Ubertragung von Pivotzeile und Pivotelement.
Abb. 4.1 zeigt die prinzipielle Aufteilung der Matrix auf die Prozessoren.

Py

Abbildung 4.1: Mapping

Die Abbildungsvorschrift der Ausgangsmatrix A auf alle P, Prozessoren lautet:

(= P) + (= | 5]) (4.4
mit d = [7], wobei d der Anzahl der abgebildeten Zeilen je Prozessor entspricht.

Diese Abbildung erzeugt eine moglichst gleichméfige Verteilung (Lastbalance)



74 KAPITEL 4. ANWENDUNGEN PARALLELER ALGORITHMEN

der Daten. Auftretende Unregelméfligkeiten wirken sich hier immer auf die Pro-
zessoren mit den hochsten Indizes aus. Durch das Mapping der Daten und die
Nummerierung der Prozessoren ist die parallele Steuerung der Inversion bereits
festgelegt. Diese muf} schrittweise nach Zeilen erfolgen und verniinftigerweise be-
ginnend mit der ersten Zeile. Da nur ein Prozessor iiber die gegenwiértige Pi-
votzeile verfiigt, diese und der Pivotelementindex aber von allen P, Prozessoren
zur Berechnung benotigt werden, mufl in jedem Schritt das ganze Netz iiber die
Pivotzeile und den Spaltenindex des Pivotelementes informiert werden. Dem Pro-
zessor mit der aktuellen Pivotzeile kommt somit die Aufgabe zu, die Steuerung
der anderen Prozessoren zu iibernehmen (Master-Slave-Prinzip). Die folgenden
Programmfragmente skizieren die Aktionen fiir den Master-Prozessor und die
Slave-Prozessoren:

(* Master *)
find (Pivotelement) ;
broadcast (Pivotzeile, Pivotindex);
calculate (alle a(i,j), fuer r*d<= i<(r+1)x*d);
synchronize (mit allen Prozessoren);

(* Slave *)
receive (Pivotzeile, Pivotindex);
calculate (alle a(i,j), fuer r*d<= i<(r+1)xd);
synchronize (mit allen Prozessoren);

Als Implementierungsplattform wurde ein Transputernetzwerk (MC2/16-1 mit 12
T800) verwendet. Es sind sowohl Untersuchungen bzgl. der Parallelisierung der
Matrizeninversion als auch des gesamten Algorithmus zur biomagnetischen Herz-
feldberechnung angestellt worden. Diese Applikationen wurden mit verschiedenen
anwendungsrelevanten Netzwerktopologien erprobt. Die verwendeten Routing-
und Message-Passing- Algorithmen, s. [103], gestatten eine Anpassung des Ge-
samtsystems an jede mittels Cross-Bar-Switches frei konfigurierbare Topologie.
Der Einflul der Topologie auf den Speedup zeigt Abb. 4.2.

Die Messungen ergaben, dafl Gewinne mit Topologien hoher Konnektivitdt nur
dann Vorteile bringen, wenn die Kommunikationslast {iberaus hoch und die Effi-
zienz des Netzes bezogen auf die Problemgréfie noch gering ist. Ist das Verhéltnis
von Kommunikation und Berechnung ausgewogen, dann erweist sich der Ring
als giinstigste Topologie. Das riihrt daher, daf§ bei der Komplexitit O(n?) des
Algorithmus bei wachsender Problemgréfie die Rechenlast stark steigt, wihrend
die Kommunikationslast nur linear mit der Dimension wichst. Zudem trigt die
Struktur des Message-Passing-Systems zusammen mit der Verwaltung der Links
durch den Transputer dazu bei, dafl die Kommunikation iiberlappend durch-
gefiihrt werden kann. Somit schligt sich erh6hte Kommunikationslast in Netzen
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8-processors

S_p - Speedup

| | | | | |
40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240
n - Matrixdimension

Abbildung 4.2: Speedup in Abhéngigkeit von der Problemgrofie mit p = 8 Pro-
zessoren vernetzt als Ring, Gitter und Hypercube

der hier betrachteten Grofle nicht negativ auf die Gesamtleistung des Systems nie-
der, einfache Strukturen sind letztlich giinstiger. Abb. 4.3 illustriert den Einflufl
der Anzahl der Prozessoren auf den Speedup.

Erkennbar wird, dafl sich die Optima des Speedup mit wachsendem n zu immer
langeren Laufzeiten ¢t verlagern, oder, der Einsatz von 11 Prozessoren bringt keine
signifikant kiirzere Laufzeit als 5 Prozessoren fiir eine Problemgréfie n = 100. Es
ist offenbar schwieriger und kostenaufwendiger ein Problem konstanter Dimen-
sion in deutlich kiirzerer Zeit zu losen, als ein grofleres Problem in der gleichen
Zeit. Das entspricht der Erkenntnis, daf§ sich in MIMD-Architekturen der Scaleup
meist wesentlich einfacher gestaltet, als der Speedup, s. a. Kapitel 5. Abschlie-
end noch einige Bemerkungen zu den Ergebnissen bei der Parallelisierung des
gesamten Algorithmus zur biomagnetischen Herzfeldberechnung. Tabelle 4.1 fafit
Laufzeiten und prozentuale Anteile zusammen. Die Problemgriofle sei n = 240
mit p = 10 Prozessoren vernetzt in einem Ring.

Obwohl ein beachtlicher Speedup .S, = 7.74 fiir die Inversion erzielt wurde, eig-
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7F p=11 e

S_p - Speedup
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Abbildung 4.3: Speedup in Abhéngigkeit von der Problemgrofle fiir eine unter-
schiedliche Anzahl von Prozessoren vernetzt in einem Ring

net sich die Losung mehr fiir die Bearbeitung deutlich gréflerer Probleme. Die
veraltete Technologie des T800 wirk insgesamt limitierend, d. h. sowohl Kom-
munikationsgeschwindigkeit als auch Rechenleistung sind zu gering, um mit mo-
dernen Architekturen konkurrieren zu kénnen. Der Gesamtalgorithmus konnte
um 21.9% beschleunigt werden, was einem Speedup von S, = 1.28 entspricht.
Interessanterweise entspricht der Speedup dem zu erwartetenden, berechenbaren
theoretischen Speedup mit Hilfe des Amdahl’schen Gesetzes, s. a. Abschnitt 5.

Im folgenden sei ein Algorithmus zur exakten Inversion in O(log”n) Schritten
prasentiert. Das Vorgehen dieses Algorithmus unterscheidet sich ganz fundamen-
tal von dem Vorgehen sequentieller Inversionsalgorithmen. Es sei zunéchst an das
charakteristische Polynom einer Matrix und an den Satz von Cayley-Hamilton
aus der linearen Algebra erinnert.
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Laufzeit ¢ in [s] | Anteil in %
Gesamtalgorithmus 398.4
Matrizeninversion 101.4 25.5
paralleler Gesamtalgorithmus 311.1
parallele Matrizeninversion 14.1 4.5

Tabelle 4.1: Ergebnisse durch parallele Berechnung des Herzfeldes

Definition 4.1 Das Polynom n-ten Grades [77]
p(A) =det(A— M) = A"+ A"+ A"+ A e, (4.5)

heifit das charakteristische Polynom der Matriz A. Die Nullstellen von p heiffen
die Eigenwerte von A.

Fiir die Existenz einer Inversen mit der Eigenschaft A~ ' A = T ist die Regularitit
der Matrix A, det A # 0, notwendige und hinreichende Bedingung. Aus der
Polynomdarstellung von p(A) folgt fiir A = 0, det A = ¢,,, alsomul ¢, = det A # 0
vorausgesetzt werden.

Theorem 4.1 Cayley-Hamilton: Fine beliebige quadratische Matriz A gendigt ih-
rer eigenen charakteristischen Gleichung, d. h. hat A das charakteristische Poly-
nom

p(A) = A"+ Z A", (4.6)

=1

so erfillt A die Cayley-Hamiltonsche Gleichung

pA) = A"+ A"+ A+t A+ 6T = 0. (4.7)

Das Matrizenpolynom p(.A) ist gleich der Nullmatriz.

Wir benutzen nun den Satz von Cayley-Hamilton unter der Voraussetzung, dafl
A~! existiert, um eine Darstellung fiir A~! zu bestimmen. Dazu multiplizieren
wir die Matrizengleichung mit A~" und erhalten

0= Anil + ClAn72 —+ CQA”73 + ...+ cn,lz + CnAil, (48)
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1
Al = _C—(A"‘1 + e A" e D). (4.9)
Das Problem der Matrix-Inversion ist darauf zuriickgefiihrt, die Potenzen der
Matrix A und die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms zu berechnen.
Die Koeffizienten des charakteristischen Polynom einer Matrix A erfiillen das
folgende Gleichungssystem, Lemma-Le Verrier !,

1 0 0 .- 0 C1 S1

S1 2 0 - 0 Co S9

s9  s1 3 . 0 e | =—1| s (4.10)
Sp—1 Spn—2 Sp—3 - N Cn Sn

wobei s;, die Spur von A¥, 1 < k < n, bezeichnet. Mit Hilfe des Lemma von
Le Verrier ist es leichter, die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms zu
bestimmen, denn das Problem wird darauf reduziert, eine untere Dreiecksmatrix
zu invertieren.

Csanky [22] zeigte, dal eine Matrix vom Typ (n,n) mit p = ’2—4 Prozessoren in

Ty(n) = glog2 n + O(logn) € O(log” n) (4.11)

invertiert werden kann. Der Csanky-Algorithmus umfafit die folgenden vier Be-
rechnungsstufen:

1. Berechnung aller Potenzen A° von A,1 <i<n
2. Berechnung der Spur s; von A%, 1<i<n

3. Losung des Dreiecksystems nach den Koeffizienten ¢; des charakteristischen
Polynoms

4. Berechnung der Inversen A~! unter Verwendung der Potenzen von A und
der Koeffizienten c;

Zur Bestimmung der Zeitkomplexitit werden die einzelnen Berechnungsstufen
analysiert.

'Le Verrier berechnete 1846 allein aus Stérungen der Bahnen von Uranus und Merkur die
Bahn des Planeten Neptun.
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1. Eine Potenz y’,1 < i < n berechnet sich mit p = |%| Prozessoren in der
Zeit T, = [logn]. Ausgedehnt auf die Berechnung des n-fachen Produktes
quadratischer Matrizen A vom Typ (m, m) setzt sich der Aufwand an Zeit-
schritten so zusammen: T, = [logn] - T,y (A?) wobei T,y (A?) die Zeit fiir die
Durchfithrung der Matrizenmultiplikation zweier (m,m) Matrizen ist. Da-
bei bedeuten p die Gesamtzahl der notwendigen Prozessoren und p' die Zahl
der fiir die individuelle Matrizenmultiplikation nétigen Prozessoren. Fiir die
anfallende Matrizenmultiplikation sei der Hypercube-Algorithmus aus Ab-
schnitt 3.5 benutzt, der in O(logn) Zeit mit n® Prozessoren lduft. Werden
Auf- bzw. Abrundungen vernachléssigt, so ergibt sich fiir die Potenzen von

A

T, = log” n, mit p = gn3. (4.12)

2. Da die Spur einer Matrix M eine Summation impliziert, lassen sich mit
Rekursivem Doppeln die s;,1 <7 < nin
T, = [logn] (4.13)

Schritten gleichzeitig fiir i = 1,2...n mit insgesamt p = n|% |Prozessoren
berechnen.

3. Die Losung des Dreiecksystems nach den Koeffizienten ¢;,1 < j < n, 14t
sich nach Sameh/Brent [82] in den Schritten

3

1 3
T, = 5log’n + S logn +3 € O(log* n), mit p = g—s +0(n?)  (4.14)

16sen.

4. Die Berechnung der Inversen A~! aus Formel 4.9. kann mittels Rekursi-
vem Doppeln in [logn| Schritten fiir die Summation, einen vorhergehen-
den Schritt fiir die Multiplikation mit den ¢; und schliefilich einer Division
durch —¢, in

T,logn] + 2, Schritten mit p = n? (4.15)
Prozessoren durchgefiihrt werden.

Unter Beriicksichtigung der Schrittfolgen 1 bis 4 ergibt sich fiir den Csanky-
Algorithmus eine Zeitkomplexitét

3
T, = 3 log® n 4+ O(logn) € O(log® n) (4.16)
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. 4
mit p = % Prozessoren.

Abschlieflend mufl betont werden, daf die Berechnung der Koeffizienten ¢;,1 <
Jj < n, extrem empfindlich gegeniiber Rundungsfehlern ist, die bei der Spurbe-
rechnung entstehen. Wegen dieser inhérenten Instabilitit geniigt dieser Algorith-
mus kaum den Anforderungen der Praxis. Die Anwendung iterativer Methoden
der Numerik sind weitaus praxisrelevanter. So berechnet der Algorithmus von
Pan und Reif [71] mit nur n® Prozessoren in O(log”n) Zeitschritten sehr genaue
Approximationen der Inversen. Dennoch hat Csanky ein exellentes theoretisches
Ergebnis vorgelegt, das die Komplexitét fiir die Losung von Gleichungssystemen
und der Inversion auf O(log” n) reduziert.

4.2 Neuronale Netze auf einer Prozessorfarm

Die Extrahierung wesentlicher Informationen aus Grauwertbildern mit Hilfe neu-
ronaler Netze [72] ist ein Beispiel fiir die Anwendung paralleler Matrizenmulti-
plikation. Der Algorithmus sei auf einer Prozessorfarm zu implementieren. Zur
Verfiigung stand das Parsytec GCel1024 System des Paderborner Center for Par-
allel Computing mit 1024 Prozessoren, 4.4 GFlop/s peak performance und 4
GByte Speicher.

Beispiel 4.1 Ein gegebenes Bild mit 256 Graustufen wird zundchst in quadrati-
sche Teilbilder der Dimension 16 x 16 zerlegt, welche als 256 Byte grofie Bild-
vektoren behandelt werden. Dieser Bildvektor von Graupunkten wird durch ein
Neuronales Netz mit 45 Neuronen bewertet. Der 45-reihige Outputvektor ent-
steht durch die Multiplikation des Bildvektors mit einer Wichtungsmatriz vom
Typ (256,45).

Fiir die Berechnung y = Ax sind nach Formel 2.3 22995 Multiplikationen und Ad-
ditionen auszufiihren. Bei einer floatingpoint performance eines Tranputers von
4.35 MFlop/s [49] ergibt sich eine Berechnungsdauer von 52 ms. Der nachfolgen-
de Auszug zeigt den Berechnungsschritt, welcher iiber jedem Teilbild angewendet
wird.

for (i=0; i<45; i++) {
Output [i]=0.0;
for (j=0; j<256; j++)
Output [i]+=Picture [jl*WeightMatrics [il[j];
for (j=0; j<256; j++)
Output [i]-=Picture [jl*WeightMatrics [i][j]; %}

Zur Kontrolle des Ergebnisses wird mit Hilfe des Output-Vektors und der Wich-
tungsmatrix wieder ein Bild generiert, welches mit dem Eingangsbild optisch iden-
tisch ist. Als Programmiermodell zur Parallelisierung wurde das Farmer-Prinzip
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[48] angewendet. Dieses Prinzip ist dann sinnvoll, wenn ein Algorithmus mehr-
mals iiber einer Menge von Daten angewendet wird und die Berechnung einzelner
Teilmengen unabhéngig vom Ergebnis der anderen Teilmengen ist. In diesem Fall
konnte der Algorithmus auch genauso oft gleichzeitig ausgefiihrt werden, wie sich
die Grundmenge der Daten in Teilmengen zerlegen l483t.

PAR
farmer ()
PAR i=0 FOR 4
harvester(i)

Die logische Struktur kann folgendermaflen beschrieben werden: Ein farmer-Prozef}
produziert kontinuierlich Nachrichten, welche iiber Kanile zu den harvester-Prozes-
sen geschickt werden, s. Abb. 4.4. Die Ergebnisse wiederum werden an den farmer-
Prozef§ zuriickgesendet und dort zusammengesetzt.

4
farmer ‘ ‘ ‘ ‘

harvester harvester harvester harvester

(1) (2) (3) (4)

Abbildung 4.4: Farmer-Prinzip

Fiir ein bestehendes System aus p harvester-Prozessen muf} die logische Struktur
von p Kanélen des farmer-Prozesses auf die physische Struktur der Transputerar-
chitektur mit maximal 4 Links abgebildet werden. Das Farmer-Prinzip wurde auf
einer Pipe-Topologie realisiert. Das erfordert folgende verdnderte Prozefistruktur:
Der farmer-Proze$} teilt sich in einen Producer und Consumer. Die Aufgabenver-
teilung ist bereits durch den Namen der Prozesse spezifiziert. Desweiteren werden
ein distributor- und collector-Prozef} eingefiihrt, s. auch Abb. 4.5.

Erhilt ein distributor-Prozef eine Nachricht, testet er zunéchst, ob der harvester-
Prozef} frei ist, wenn ja bekommt er die Daten, wenn nicht erfolgt die Weiterlei-
tung.

Wihrend die Implementierung der Matrizenmultiplikation trivial ist, sei eine
Abschitzung der Parallelisierbarkeit des Problems im folgenden néher betrach-
tet. Bei den bisherigen Betrachtungen sind eine Reihe von Faktoren nicht be-
achtet worden, die den Speedup S, vermindern: Kommunikationsverzogerungs-
zeiten, Overheadzeiten des Betriebssystems, Interprozessorkommunikationszeiten
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Sl I P <4
o 6 @\@)

T 15 Tp

Abbildung 4.5: ProzeBstruktur

und auch Einfliisse durch den Programmierer selbst. H(p) vereinigt nun die Sum-
me aller Einfliisse in einem p-Prozessorsystem und ist sowohl maschinen- als an-
wendungsabhéngig. Der Speedup berechnet sich dann zu

T

S = T o) (4.17)

Eine geschlossene analytische Form ist fiir H(p) i. a. nicht zugénglich. In Vereinfa-
chung setzen Amdahl [3] und Gustafson [39] in ihren Speedup-Gesetzen H(p) = 0.

Die Laufzeit eines parallelen Programms héngt im wesentlichen von der Abar-
beitungszeit und von der Kommunikationszeit fiir den Datenaustausch ab. Die
Kommunikation in einem MIMD-System mit verteiltem Speicher, erfolgt iiber ein
Message-Passing-System. Fiir den Speedup gilt nun Formel 4.18

S, = : (4.18)

In Bezug auf eine gegebene Architektur beschreibt 7, das Kommunikationsver-
halten, [38].

Tc = f(ra da knt)

(4.19)
kny = f(pa m, b)
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mit 7 - Dateniibertragungsrate
d - Léange eines Datenpaketes
kn;y - Kommunikationsaufwand der Netzwerktopologie
p - Anzahl der Prozessoren
m - max. Anzahl atomarer Rechenschritte des Gesamtproblems
b - Bandbreite des Netzwerkes

Es sei T, fiir eine Pipe-Topologie untersucht. Fiir die Pipe-Topologie betriagt der
Durchmesser n—1 und die Bandbreite b = 2(n—1). Der Kommunikationsaufwand
innerhalb einer Pipe zum Verteilen und Einsammeln der m Datenpakete erfordert

s |3

2 -n =m(n—1) (4.20)

)

Schritte. Bei einer Bandbreite von b = 2(n — 1) reduziert sich der Kommunikati-
onsaufwand um den Faktor % Unberiicksichtigt blieb bislang das initiale Auffiillen
und Ausleeren der Pipe. Fiir den Gesamtkommunikationsaufwand ergibt sich

ko = % +2(n —1). (4.21)

Fiir die Kommunikationszeit gilt nun

T. = k., (4.22)

mit t, = g als Ubertragungszeit eines Datenpaketes zwischen zwei Knoten, un-
ter der Voraussetzung, daff immer Datenpakete zur Ubertragung vorhanden sind.
Fiir die Berechnung des Speedup darf jedoch T, nicht einfach mit der Rechenzeit
T, addiert werden, da die Kommunikation und die Berechnung auf dem Trans-
puter weitgehend unabhiingig voneinander ausgefiihrt werden. Fiir die Gesamt-
ausfiihrungszeit ist daher nur die ldngere der beiden Zeiten ausschlaggebend.

Beachte: Da die Rechenzeit mit der Anzahl der zur Verfiigung stehenden Pro-
zessoren proportional abnimmt, wiirden theoretisch unendlich viele Prozessoren
keine Zeit zur Losung des Problems benotigen. Dem wirkt entgegen, dafi bei un-
endlich vielen Prozessoren die Kommunikation unendlich lange dauert. Daraus
folgt, dafi die Parallelisierung nur bis zu einer bestimmten Anzahl der einzuset-
zenden Prozessoren sinnvoll ist, siehe Abschnitt 1.1 einfiihrendes Kartensortier-
beispiel.

Zur Ermittlung der optimalen Anzahl von Prozessoren seien zunéchst zwei Ansétze
verfolgt:
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e Die Kommunikationszeit T, darf nicht gréfler werden als die Rechenzeit T,

T, >T.. (4.23)

Durch Ersetzen beider Terme und Umstellung 148t sich eine erste obere
Grenze fiir die Anzahl n der sinnvoll einsetzbaren Prozessoren angeben.

e Innerhalb einer Pipe-Topologie gibt es Bereiche mit hohem Kommunika-
tionsaufkommen, welche “hot spots” genannt werden. Dieser Effekt ist auf
dem Kanal zwischen dem ersten und zweiten Prozessor zu erwarten, d. h.
die Dateniibertragungsrate ist in diesem Netzwerkabschnitt fiir den not-
wendigen Datendurchsatz zu gering. Der “hot spot” Effekt tritt nicht auf,
so lange folgende Bedingung erfiillt ist

t, > (n—1)t, (4.24)

tha : tha > the Ubertragungszeit der Eingangs-

; daten zwischen zwei Knoten
h

) (4.25)
the @ sonst Ubertragungszeit der Ergebnisda-

ten zwischen zwei Knoten

wobei t, die Dauer der Berechnung eines Paketes der Lénge d beschreibt
und eine Funktion der Form

t, = f(d, M) (4.26)
mit M ist floatingpoint performance.

Lost man die Ungleichungen, dann folgt aus Formel 4.23

m 1 (m—4)2 Ty
< ——4-—Fy—+ — 4.27
n<Tg Tty \/ 61 o, (4.27)
und Formel 4.24
tp
n<—+1 (4.28)
123

Da der Algorithmus sich nicht beliebig zerlegen lafit, sondern nur bestimmte
Paketgrofien sinnvoll sind, wurde fiir d zunéchst eine Gréfie von 256 Byte Daten
+ 12 Byte Zusatzinformation gewiahlt. Mit Hilfe einer Implementierung, die nur
zwei Prozessoren benutzt, wurden die Werte fiir ¢;, bzw. ¢, experimentell ermittelt.
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Fiir 5, wurde eine Zeit von 5.2 ms und fiir ¢, eine Zeit von 200 ms gemessen. Mit
d = 256 ergibt sich fiir m der Wert 1024 und fiir 7} gemessene 200 s.

Mit diesen Werten wird Ungleichung 4.23 fiir n < 61 und Ungleichung fiir n < 40
erfiillt. Als Speedup ist unter diesen Bedingungen nur maximal 40 Prozessoren zu
erwarten. Messungen wurden zunéchst mit 14 Prozessoren durchgefiihrt. Tabel-
le 4.2 gibt ermittelte Laufzeiten auf einer Pipe-Topologie mit unterschiedlicher
Anzahl von Prozessoren an.

Prozessor- 1 2 4 6 8 10 12 14
anzahl

Laufzeit [s] | 200.64 | 100.59 | 50.55 | 33.97 | 25.65 | 20.81 | 17.50 | 15.56
Speedup 1.00 199 | 397 591 | 7.82 | 9.64 | 11.46 | 12.89

Tabelle 4.2: Meflwerte der Laufzeit

Bei Untersuchungen auf einem System mit 80 verfiigharen Prozessoren haben sich
folgende Resultate ergeben, s. Abb. 4.6

35

30

25~

101

0 10 20 30 40 50 60 70
n — Knoten

Abbildung 4.6: Lastverteilung bei der Berechnung mit 80 Prozessoren
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Es ist zu erkennen, dafl mehr als 60 Prozessoren bei dieser Topologie nicht
beschiftigt werden konnen. Auflerdem ist bei etwa 35 Prozessoren ein deutli-
cher Einbruch (“hot spot” Effekt) der Lastverteilung zu verzeichnen. Bei dieser
Anzahl von Prozessoren ist die Kommunikationsleistung der Pipe-Topologie an
ihrer Leistungsgrenze angelangt und eine Gleichverteilung der Last nicht mehr
gewdhrleistet. Theoretisch kann die Prozessorzahl verdoppelt werden, wenn als
Netzwerktopologie eine Baumstruktur verwendet wird. Auf Grund des erh6hten
Rechenaufwandes der distributor- und collector-Prozesse hat sich diese Uberle-
gung jedoch nicht bestétigt.

4.3 Matrizenmultiplikation auf einem Transpu-
ternetz

Der nachfolgend beschriebene Algorithmus la8t sich nach [15] ebenfalls als Farm
klassifizieren, s. a. Abschnitt 4.2.

Fiir die Matrizenmultiplikation AB mit A vom Typ (m,n) und B vom Typ (n, q)
verteilen sich die Aufgaben fiir den Master (farmer-Prozefl) und Slave (harvester-
Prozef) wie folgt, [42]:

e Der Master erzeugt m Slaves.

e Jeder der m Slaves ist mit einem Zeilenvektor der ersten Matrix initialisiert,
wobei dem i-ten Slave der i-te Zeilenvektor der ersten Matrix zugeordnet
wird.

e Jedem der m Slaves werden nacheinander alle ¢ Spaltenvektoren der zweiten
Matrix iibergeben, wodurch schrittweise alle Skalare und somit der gesamte
Zeilenvektor der Produktmatrix berechnet werden kann.

e Der Master {ibernimmt von den m Slaves die berechneten Zeilenvektoren
und setzt diese zur gewiinschten Produktmatrix zusammen, wobei wieder-
um der vom i-ten Slave gelieferte Vektor dem i-ten Zeilenvektor der Pro-
duktmatrix entspricht.

Eine auf einem realen Prozessorsystem abgebildete Netzwerktopologie ist durch
die Anzahl von verfiigharen Prozessoren beschrinkt. Dies impliziert Quasiparal-
lelitiat. Ein Prozef}, welchem exklusiv ein Prozessor zugeteilt wurde, arbeitet nicht
wie bisher {iber einem einzigen Zeilenvektor der Matrix, sondern iiber einem Ma-
trixfragment, bestehend aus einem oder mehreren Zeilenvektoren. Die Anzahl der
Vektoren je Matrixfragment berechnet sich als ganzzahliges Vielfache [%J, s. a.
Abschnitt 3.3.
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Die sequentielle Implementierung dient der Generierung von Vergleichswerten
zur spiteren Bewertung des Leistungszuwachses durch die einzelnen Stufen der
Parallelisierung. Zielplattform ist auch hier ein Transputercluster (Multicluster
2/16) der Firma Parsytec. Als Entwicklungsplattform und Hostsystem diente
eine SUN. Die single Prozefistruktur zur Generierung der Vergleichswerte zeigt
Abb. 4.7.

Abbildung 4.7: single Prozefistruktur

Fiir die parallele Implementierung wurde eine vollstindig ausgeglichene Baum-
struktur gewihlt, da diese dem Farming sehr &hnlich ist. Um bei der weiteren
Erh6hung der Prozessorzahl unter Beibehaltung der Baumstruktur als Prozef3-
struktur zu entsprechen, s. Abb. 4.8, ist die Einfiihrung von Agents notwendig
[10].

Abbildung 4.8: multi Prozestruktur
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Ein Agent, s. Abb. 4.9, stellt hierbei die Vereinigung der Funktionalitit von so-
wohl Master als auch Slave dar. Das ihm vom Master oder einem iibergeordneten
Agent zugeteilte Matrixfragment wird zur Bearbeitung auf diesem Agent unterge-
ordneten Agents oder Slaves einschlieflich sich selbst aufgeteilt. Daran schliefen
sich die Berechnung des eigenen Teilergebnisses, das Einsammeln der Ergebnisse
der untergeordneten Komponenten und letztendlich das Weiterreichen des zu-
sammengesetzten Ergebnisses an die {ibergeordnete Komponente an.

y |
-
T5.10

Abbildung 4.9: Master, Agent und Slave

Bei der Meflwertbestimmung des realen Laufzeitverhaltens der Applikation in
Abhéngigkeit von der Matrixdimension wurde von folgenden Voraussetzungen
ausgegangen:

e keine Messung von Peripheriezugriffen durch Unterbindung von Ein- und
Ausgabeoperationen tiber den Host,

e Messung der Zeit in Clock-Ticks (1z5z5), um im Bereich kleinerer Matrix-

groflen eine entsprechende Genauigkeit zu erzielen,

e fiir die Messungen wurden nur quadratische Matrizen miteinander multi-
pliziert,

e schrittweise Erhohung der Matrixgréfle n bis zur vollstdndigen Auslastung
des limitierten Primérspeichers.

Tabelle 4.3 fafit wesentliche Ergebnisse der Implementierungen auf den skizierten
Proze3strukturen zusammen.

Die Abbildung 4.10 zeigt die Abhingkeit des Speedup von der Matrixgréfle fiir
die in Abb. 4.8 angegebene Struktur, bestehend aus 10 Prozessoren und vernetzt
in einer Baumstruktur.
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Matrixgrofle 10 50 100 200 1000 2000
t(ProzeBstruk- 77| 8742 | 68926 | 548644 | 68740740 | 549949934
tur Abb. 4.7)
t(ProzeBstruk- 53 | 1552 | 10069 | 69132 | 7615521 | 59853034
tur Abb. 4.8)
Speedup 1.34| 51| 618 7.1 8.03 8.17

Tabelle 4.3: Meflwerte der Laufzeit in Clock-Ticks, wobei ein Clock-Tick ﬁs
entspricht.

S _p - Speedup

l i i i i i
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
n - Matrixdimension

Abbildung 4.10: Abhéngigkeit des Speedup von der Matrixgrofie



90 KAPITEL 4. ANWENDUNGEN PARALLELER ALGORITHMEN

4.4 Schnelle Fourier-Transformation und Mul-
tiplikation von Polynomen

Ausgangspunkt der Betrachtungen sei die Multiplikation zweier Polynome. Im
Abschnitt 1.4 ist dieses Thema mit der Bemerkung abgeschlossen worden, daf} die
schnelle Fourier-Transfomation hierfiir eine Komplexitidt von O(nlogn) erreicht
und somit die schnellste Moglichkeit bietet, zwei Polynome zu multiplizieren.
Das folgende Schema 4.11 skizziert zum einen den primitiven Algorithmus zur
Bildung des Produktpolynoms r(z) = p(z) - ¢(x) von der Komplexitit O(n?) in
Koeffizientendarstellung und ferner einen Algorithmus in Punktwertdarstellung,
dessen Losung eine Komplexitét von O(nlogn) erreicht.

Multiplikation
DPosP1y-+-3Pn—1 b ToyT1y -« Ton_
90,915+ -+ Gn—1 Komplexitit O(n?)
Interpolation
Evaluierung Komplexitit O(nlogn)
Komplexitit O(nlogn)
p(wgnfl) q(wgnfl) Punktwgrt- T(wgnfl)
pWh 1) alwl,,) | Multiplikation | )
o Komplexitéit O(n)
p(win=?)  q(win?) r(win"t)

Abbildung 4.11: Graphische Darstellung zur effizienten Berechnung von Polyno-
men. wo, 1 ist (2n — 1)-te Einheitswurzel.

Die Polynome p(x), ¢(x) werden an beliebigen 2n — 1 Punkten (Stiitzstellen) eva-
luiert, danach punktweise multipliziert und schliellich werden aus den 2n — 1
Werten die Koeffizienten des Produktpolynoms durch Interpolation rekonstru-
iert. Verwendet man das Horner-Schema zur Evaluierung und Lagrange zur In-
terpolation, so ergibt jede dieser Operationen eine Komplexitit von O(n?). Der
Trick nun besteht darin, als Stiitzpunkte die komplexen n-ten Einheitswurzeln zu
verwenden. Eine komplexe Zahl w ist n-te Einheitswurzel, falls w” = 1. Es gibt
im Komplexen genau n Losungen der Gleichung w” = 1. Dies sind die Zahlen
wd wl o wrt In der Evaluierungsphase sind Polynome vom Grad n — 1 in
2n — 1 Punkten zu berechnen, d. h. n —1 Koeffizienten (Koeffizienten der Glieder
mit dem hochsten Grad) haben den Wert null.
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Der Algorithmus zur Berechnung eines Polynoms vom Grad n — 1 in n Punkten
beruht auf der Teile und Herrsche Strategie. Zunéchst wird p(x) in zwei Polynome
vom Grad 3 aufgespaltet.

-1

VB

p () = po + pox + pax® + ... py_ot

) (4.29)
p(@) = pr 4 psx + psz® 4 . ppaxt !
pl% vereinigt die geraden und pl! die ungeraden Koeffizienten und es gilt
p(x) = pa?) +x - pt(a?) (4.30)

Die n-ten Einheitswurzeln sind fiir diese Zerlegung geeignet, da man beim Qua-
drieren einer Einheitswurzel eine andere Einheitswurzel erhilt. Tatsdchlich gilt
noch mehr: Beim Quadrieren einer n-ten Einheitswurzel erhilt man fiir ein gera-
des n eine %n—te Einheitswurzel, eine Zahl, deren %n—te Potenz den Wert 1 hat.
Eine Eigenschaft, die sich nutzbringend fiir den Teile und Herrsche Algorithmus
verwenden 1i8t. Im Allgemeinen werden die Polynome pl(z),pl'l(z) fiir die 2
Einheitswurzeln rekursiv berechnet, was nur moglich ist, wenn n gerade. Ist n
nun eine Zweierpotenz, dann bleibt n wihrend der gesamten Rekursion gerade
und die Aufspaltung kann solange durchgefiihrt werden, bis ein triviales Problem,
ndmlich die Auswertung eines konstanten Polynoms vorliegt, die Rekursion bricht
fiir n = 2 ab. Die Anzahl der auszufiihrenden Multiplikationen geniigt der fun-
damentalen rekursiven Beziehung fiir das Teile und Herrsche Prinzip und besitzt

eine Zeitkomplexitat

T(n) =2- T(g) +0(n), (4.31)

deren Losung bekanntermafien

T(n) = O(nlogn) (4.32)

ist. Die Umwandlung des Polynoms aus seiner {iblichen Darstellung mit n Koef-
fizienten in seine Darstellung mit Hilfe seiner Werte fiir die Einheitswurzeln ist
die Fourier-Transformation und die rekursive Berechnung die schnelle Fourier-
Transformation.

(x schnelle Fourier-Transformation *)
fft(p);
n:=length[p]
IF n=1 THEN RETURN p
w_n:=e"2pixi/n;
w:=1;
pl0]:=(po,p2,...,pn-2);
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pl1]l:=(p1,p3,...,pn-1);

y[0]:=fft(p[0]1);

y[1]:=fft (p[1]);

FOR k:=1 TO n/2-1 DO
yk:=yk[0]+wxyk[1];
yk+(n/2) :=yk[0]-w*xyk[1];
WI=wkwn;

RETURN y

Das gleiche Verfahren 148t sich auf allgemeinere Funktionen als Polynome anwen-
den. Man spricht dann von der diskreten Fourier-Transformation.

Definition 4.2 Zu einem gegebenen Koeffizientenvektor p = (po,...,pn_1) be-
zeichnet der Vektor y = (Yo, - -, Yn_1) mit

n—1
yr =y pj-wy (4.33)
j=0
die diskrete Fourier-Transformation von p.

Die Berechnung von y bedeutet das Evaluieren von p an den n-ten Einheits-
wurzeln, y = DFT,(p). Fiir das Interpolieren ist die inverse diskrete Fourier-
Transformation auszufiihren. Diese unterscheidet sich geringfiigig (ein zusétzli-
cher Faktor) von der diskreten Fourier- Transformation.

1 n—1 )
D= — Z Yp - wy (4.34)
k2o

Die inverse diskrete Fourier-Transformation kann so ebenfalls in O(nlogn) geldst
werden. Symbolisch kann nun die Polynommultiplikation, die sich mit

T(n) =2nlogn + O(n) € O(nlogn) (4.35)

komplexen Multiplikationen 16sen 1af3t, wie folgt ausgedriickt werden: DF'T sei
ein Operator, der den Koeffizientenvektor p in den Wertevektor y und DFT~!
umgekehrt y nach p iiberfiihrt, dann gilt fiir den Koeffizientenvektor des Pro-
duktpolynoms:

r=DFT Y (DFT(p) * DFT(q)). (4.36)

Hierbei bedeutet “*” die komponentenweise Multiplikation der beiden Vektoren
also (y07 ] y’nfl) * (y07 t iynfl) - (y0y07 t :ynflynfl)'
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Die Teile und Herrsche Strategie liefert zusammen mit einigen Eigenschaften
komplexer n-ter Einheitswurzeln einen eleganten Ansatz fiir die schnelle Fourier-
Transformation und die effiziente Implementierung der Polynommultiplikation.

Die diskrete Fourier-Transformation 1&8t sich dquivalent durch eine Vektor-Matrix-
Multiplikation beschreiben.

=V, a (4.37)

mit V, - ist Vandermonde’sche Matrix, mit den 4, Eintriigen wk/, fiir (j,k =
0...n—1).

Bei Anwendung des Vektor-Matrix-Multipikationsalgorithmus auf einem Netz
von Biumen, s. Abschnitt 3.4, ist es moglich, die Fourier-Transformation in
O(logn) Schritten mit O(n?) Prozessoren zu 16sen. Im folgenden sei eine Struk-
tur vorgestellt, die eine parallele Implementierung auf nur O(n) Prozessoren mit
gleicher Zeitkomplexitdt zuldflt. Aus Griinden der Effizienz wird man bei An-
wendungen meist an einer iterativen Implementierung interessiert sein. Hierzu
sei der oben angegebene Algorithmus niher betrachtet. Die FOR Schleife 1:f3t sich
idealerweise in einer Butterfly-Operation ausfiihren, s. Abb. 4.12, was von ent-
sprechenden graphischen Darstellungen suggeriert ist.

U (D w ey
wh
U ( l ) — -k

Abbildung 4.12: Eine Butterfly Operation.

Eine solche Butterfly-Operation kann auch als kombinatorische Schaltung inter-
pretiert werden kann.

Beispiel 4.2 Zur Illustration sei n = 8 gewdhlt. Formel 4.37 gestaltet sich in
der Form

0 0 0

Yo wy Wy wy w, o
0 2 7

1 Wy Wn W w! a

— 0 2 4 2.7

yo | = wn wi  w, w? as (4.38)
0,727 77

Yz wy whowrt e Wl ar
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Abbildung 4.13: Kombinatorische FEFT fiir n = 8, s. a. [21]

Man beachte die Periodizitdt der Einheitswurzel und so ergibt sich fiir n = 8 die
kombinatorische Schaltung , s. Abb. 4.13.

Die schnelle Fourier-Transformation der Lénge n kann mit F(logn) Butterfly-
Knoten in O(logn) Takten berechnet werden, wenn man einen Takt pro Butterfly-
Operation ansetzt. Es sollte erwéhnt werden, dafl die schnelle Fourier-Transforma-
tion fiir Spezialanwendungen vielfach bereits hardwareméflig implementiert wor-

den ist. Sie ist Grundlage fiir wesentliche Operationen bei der Signalverarbeitung,
s. a. [57].

4.5 Numerische Resultate

In diesem Abschnitt werden die mit den im Kapitel 2 und 3 beschriebenen Ver-
fahren erzielten numerischen Ergebnisse (insbesondere Zeitmessungen) auszugs-
weise vorgestellt und diskutiert. Zur Vollstdndigkeit wird auf [102] verwiesen.
Die Messungen wurden auf verschiedenen Plattformen wie Challenge SC800 -
TU Ilmenau, GCel1024 - Paderborn und Multicluster 2/16 - TU Ilmenau durch-
gefiihrt. Da Hardware und auch Compilerversionen nicht identisch sind, sind die
Ergebnisse unterschiedlich zu bewerten.

Die Challenge SC800 ist ein Vertreter der MIMD-Rechner mit gemeinsamen Spei-
cher. Die Konfiguration bestand aus 4 Prozessoren mit nur 500 kByte Cache. Die
Parallelisierung der Algorithmen erfolgte mit PowerC. Untersucht worden ist die
Matrizenmultiplikation nach dem “naiven” Algorithmus und dem Algorithmus
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nach Strassen, sowohl seriell als auch parallel mit einfacher und doppelter Ge-
nauigkeit. In Tabelle 4.4 soll gezeigt werden, wie sich die gemessene Laufzeit fiir
den “naiven” und den Strassen-Algorithmus verhilt, wenn gleichzeitig Matrix-
grofle und Prozessorzahl variert werden.

“naiv” Strassen “naiv’ p =3
" single | double | single | double double
64 0.04 0.04 0.22 0.24 0.01
128 | 0.35 0.32 1.6 1.6 0.11
256 2.9 3.8 11.5 12 1.2
512 37 198 79 85 70
1024 | 1667 | 1803 566 625 630

Tabelle 4.4: Laufzeitmessungen fiir den “naiven” und Strassen Algorithmus

Der parallele Algorithmus mit p = 3 Prozessoren erzielt zum sequentiellen dqui-
valent einen Speedup von S, ~ 3. Sehr gut ist auch das Verhalten des Stras-
sen Algorithmus gegeniiber dem “naiven” Algorithmus erkennbar. Mit steigender
Matrixgrofle nimmt die Berechnungszeit gegeniiber dem “naiven” Algorithmus
ab. Bereits fiir eine Matrixgréfie von n = 512 erzielt Strassen ein besseres Lauf-
zeitverhalten. Abb. 4.14 veranschaulicht die durchschnittliche Rechenzeit fiir die
Berechnung in doppelter Genauigkeit.

Im Vergleich dazu ist eine Implementierung von Strassen auf einem Pentium III-
450 mit 128 MB RAM unter Windows NT erfolgt. Es wurden Berechnungen nur
bis zu einer Matrixgrofie n = 2000 ausgwertet, da hier noch keine Verzdgerungen
durch “Swappen” auftraten. Abb. 4.15 fafit die erzielten Ergebnisse zusammen.
Strassen ist durchfiihrbar, wenn die Matrixgrofle einer Zweierpotenz entspricht, so
daf} untersuchte Matrizen auf die notwendige Grofie aufgefiillt wurden. Deutlich
ist das “Treppen”-Verhalten sichtbar, s. a. Abb. 2.1.

Der “mixed”-Algorithmus ist dahingehend optimiert, dafl er bis zu einer Schwelle
(hier n = 128) nach Strassen und bei Unterschreitung nach dem “naiven” Algo-
rithmus die Matrizenmultiplikation ausfiihrt. Fiir diese Implementierung sind die
besten Ergebnisse erzielt worden.
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Abbildung 4.14: Rechenzeit in Abhingigkeit von der Matrixgrofle, SC 800
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Abbildung 4.15: Rechenzeit in Abhédngigkeit von der Matrixgrofie, Pentium 111
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Ausgangspunkt einer parallelen Implementierung von Strassen ist die Idee, die 7
Multiplikationen, s. a. Formeln 2.19 und 2.20, gleichzeitig ausfithren zu lassen.
Abb. 4.16 zeigt die Verteilung der Teiloperationen auf eine Prozessorarchitektur.
Hier wiederum ist eine Butterfly-Architektur, s. Abschnitt 4.4 moglich.

Cis Cao Ciy Co

Schritt 5

Schritt 4

Schritt 3

Schritt 2

Schritt 1

Abbildung 4.16: Verteilung der Teiloperationen

Die Abb. 4.16 ist von unten nach oben zu lesen. Zunéchst werden auf 5 Pro-
zessoren jeweils zwei Matrizen A;; und danach zwei Matrizen B;; addiert. In
Schritt 3 werden diese Summen durch rekursives Aufrufen des Strassen Algo-
rithmus multipliziert. In Schritt 4 und 5 werden die Zwischenergebnisse addiert.
Eine Grenzwertbetrachtung ermittelt fiir n = m - 28 mit m = 1, s.a. Abschnitt
2.3 einen Speedup von

T . 7(7TF—6-220
S=p = g -7 (439)

Die erzielten Ergebnisse auf dem Multicluster sind gemittelt worden und in
Abb. 4.17 dargestellt.
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Abbildung 4.17: Rechenzeit in Abhéngigkeit von der Matrixgrofie, Multicluster

4.6 Standard-Bibliotheken

Eine Vielzahl der Anwendungen, die fiir die Parallelverarbeitung von Interesse
sind, liegen im “High Performance Computing” Bereich, erfordern also die Re-
chenleistung von Hochleistungsrechnern. Durch die Bereitstellung numerischer
Bibliotheken, einheitlich konzipierter Subroutinen, ist die Anwendersoftware ef-
fizient auf einem breiten Spektrum von Hochleistungsrechnern lauffihig. In den
vergangenen 25 Jahren sind unter Leitung von J. J. Dongarra eine Vielzahl von
bekannten Software Bibliotheken entwickelt worden: EISPACK, LINPACK, LA-
PACK und BLAS. Als Ergéinzung ist ScaLAPACK zu nennen, einer skalierten
Version von LAPACK fiir MIMD-Architekturen mit verteiltem Speicher.

e EISPACK ist ein Paket von 70 FORTRAN Subroutinen zur Lésung von
Eigenwert /- vektor Problemen bei Matrizen [86, 35]. Dariiber hinaus enthélt
EISPACK auch spezielle Subroutinen zur singuldren Zerlegung von Matri-
zen. EISPACK besteht hauptsichlich aus ALGOL Prozeduren, entwickelt
bereits im Jahre 1960.

e LINPACK ist ein Paket von ca. 50 FORTRAN Subroutinen zur Lésung
von linearen Gleichungssystemen [24]. Mit LINPACK koénnen Matrizen ana-
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lysiert werden (Berechnung der Determinanten, Abschitzung der Konditi-
onszahl). Das Paket enthilt auch Routinen fiir nicht quadratische Matrizen
(Singuldre Zerlegung von Matrizen, least squares Losungen von linearen
Gleichungssystemen).

e LAPACK steht fiir Linear Algebra Package [4] und beinhaltet unter an-
derem Routinen zur Losung von linearen Gleichungssystemen, iiber- und
unterbestimmten Eigenwert-Problemen, einfach und verallgemeinert und
von Singulidrwert-Problemen. Die neue Bibliothek erweitert die erfolgrei-
chen EISPACK und LINPACK Bibliotheken, indem sie die Funktionalitit
der beiden Bibliotheken integriert. Es wurde grofler Wert, darauf gelegt, die
Eignung der LAPACK Algorithmen fiir heutige Hochleistungsarchitekturen
zu erh6hen. Einen speziellen Schwerpunkt bilden Mehrprozessorsysteme mit
gemeinsamen Speicher oder Vektorrechner mit einer grofien Anzahl von Pi-
pes. SchlieBlich liefert die Genauigkeit und Robustheit der Programme einen
Mafistab zur Bewertung konkurrierender Implementierungen und Algorith-
men und dient als Benchmark zum Vergleich der Rechengeschwindigkeiten
verschiedener Rechner.

e ScaLAPACK ist seit 5 Jahren verfiighar und stellt eine skalierte Versi-
on der LAPACK Bibliothek fiir MIMD-Rechner mit verteiltem Speicher
und Workstationclustern dar. Um eine einfache Portierung auf verschie-
denste Rechnerarchitekturen und Kommunikationsbibliotheken zu ermégli-

chen, wurden interne Schnittstellen definiert, PBLAS und BLACS.

PBLAS steht fiir Parallel Basic Linear Algebra Subprograms und stellt eine
Erweiterung der bekannten BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) fiir
Parallelrechner mit verteiltem Speicher dar. In den PBLAS sind also z. B.
Funktionen fiir Matrix-Matrix- und Matrix-Vektor-Operationen enthalten,
wobei die Matrizen und Vektoren auf die lokalen Speicher der einzelnen
Prozessoren verteilt sind. Um eine moglichst effiziente Nutzung der Ein-
zelprozessoren zu gewihrleisten, werden fiir die lokalen Rechenoperationen
soweit wie moglich BLAS-Routinen eingesetzt, die in der Regel in einer
optimierten Version vorliegen.

Fir die Kommunikation werden BLACS (Basic Linear Algebra Commu-
nication Subprograms) verwendet, die eine einfache Schnittstelle zum Ver-
senden und Empfangen von rechteckigen oder trapezférmigen Matrizen und
Teilmatrizen enthalten. Die BLACS setzen wiederum auf Message Passing
Primitiven wie MPI (message passing interface), MPL (message passing li-
brary) oder PVM (parallel virtuel machine) auf. Das Schichtenmodell von
ScaLAPACK wird durch Abb. 4.18 illustriert.

e Die BLAS bilden eine Schnittstelle fiir elementare Matrix- und Vektor-
operation. Thre Verwendung trdgt zur Ubersichtlichkeit und Portabilitét
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ScaLAPACK
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PBLAS
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LAPACK BLACS
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BLAS MPI, MPL, PVM, etc.

Abbildung 4.18: ScaLAPACK Softwarehierarchie

von Programmen bei. Oft liegen die BLAS auf den jeweiligen Rechnern
in auf die Prozessorarchitektur hin optimierter Form vor, so dafl bei ihrer
Benutzung die Ressourcen des zugrundeliegenden Rechners gut ausgenutzt
werden. Es werden 3 BLAS-Level unterschieden:

— Level 1 BLAS [62, 61]
(sind Vektor-Vektor-Operationen, Operationen von O(n) iiber O(n)
Daten)

— Level 2 BLAS [28, 27]
(sind Matrix-Vektor-Operationen, Operationen von O(n?) iiber O(n?)
Daten)

~ Level 3 BLAS [25, 26]
(sind Matrix-Matrix-Operationen, Operationen von O(n?) iiber O(n?)
Daten)

Level 1 BLAS implementieren allgemein Vektor-Vektor-Operationen wie
das Skalarprodukt (_ AXPY-Operationen)

Y =1y + axz, (4.40)

wobei x und y Vektoren sind und « ein Skalar. Soll beispielsweise ein Matrix-
Vektor-Produkt y = Az berechnet werden, so kann dies u. a. mit Hilfe der
_AXPY-Operation 4.40 durchgefiihrt werden. Es sei A = (ay,...,a,) €
IR™ ™ mit a; bezeichnet die j-te Spalte von A und z € IR"., dann gilt

v=3 ar(i) (4.41)
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Es ergibt sich y, indem fiir j = 1,...,n die Zuweisung y = z(j)a; + y
ausgefiihrt wird. Diese stellt jeweils eine - AXPY dar. Die hohe Rechen-
geschwindigkeit der Vektorprozessoren kann jedoch nur erreicht werden,
wenn der Prozessor schnell genug mit den erforderlichen Daten versorgt
wird. Da der Zugriff auf den Hauptspeicher i. a. zu lange dauert, werden
die Prozessoren iiber schnelle Zwischenspeicher (Vektorregister, Cache) ver-
sorgt. Es ist Sorge zu tragen, dafl die Rechenleistung des Prozessors nicht
durch eine zu langsame Versorgung der schnellen Zwischenspeicher aus dem
Hauptspeicher reduziert wird. Elemente der aus dem Hauptspeicher zu la-
denden Vektoren sollten aufeinanderfolgend abgelegt sein. Das bedeutet,
dafl moglichst mit Spalten statt mit Zeilen von Matrizen gearbeitet werden
sollte. Daten in den Vektorregistern bzw. Cache sollten so oft wie mdoglich
wiederverwendet werden, um unnétige Speicherzugriffe zu vermeiden.

Bei der Berechnung des Matrix-Vektor-Produktes konnte wéhrend der Aus-
fiihrung der Schleife der Vektor y die ganze Zeit in einem Vektorregister
gehalten werden. In jedem Schritt miifite dann nur noch die Spalte a; von
A und eventuell die j-te Komponente von x geladen werden. Jeder Auf-
ruf der BLAS 1 Routine _AXPY bewirkt jedoch ein erneutes Laden und
Zuriickschreiben von y. 3n? Zugriffe auf den Hauptspeicher stehen 2n? Ope-
rationen gegeniiber. Es bietet sich der Ubergang zu BLAS 2 Routinen fiir
Matrix-Vektor-Operationen an.

y = fy+ Az (4.42)

Die Entwicklung der Level 2 BLAS wurde durch vektorverarbeitende Ma-
schinen motiviert. In einer einzigen Matrix-Vektor-Produkt Routine kann
der Zugriff auf die Vektoren optimiert werden. Fiir die Matrix A werden n?
Speicherzugriffe gegeniiber 2n? arithmetischen Operationen benétigt. Will
man nun das Produkt C = AB zweier quadratischer Matrizen mit Hil-
fe von BLAS 2 Aufrufen berechnen, so muf} fiir jede Spalte von C eine
Matrix-Vektor-Multiplikation von A mit der entsprechenden Spalte von B
durchgefiihrt werden. A miifite also insgesamt n mal geladen werden, so
daB insgesamt n® Elemente aus dem Hauptspeicher geholt werden miifiten.
Nehme man an, A passe in einen sehr schnellen (Cache) Speicher, so wiirde
sich der Datenzugriff auf 3n? Elemente beschréinken. Die Anzahl der durch-
gefithrten Operationen wire dagegen 2n3, so daf§ sich Speicherzugriffe und
Anzahl der Operationen wie O(+) verhalten (Surface-to-Volumne-Effekt, s.
a. [9, 29]). Dies wiirde bedeuten, da} der Zugriff auf den Hauptspeicher
keinen groflen Einflul mehr auf die erzielte Rechenleistung hat. Tabelle 4.6
fafit das Verhaltnis von Speicherzugriffen zu arithmetischen Operationen
(Rechendichte) fiir ein ?SAXPY”, eine Matrix-Vektor- und eine Matrix-
Matrix-Multiplikation fiir n Vektoren und (n,n) Matrizen zusammen.
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Level 1 BLAS | Level 2 BLAS | Level 3 BLAS

Rechendichte 3:2 1:2 1.5:n

Tabelle 4.5: Rechendichte fiir BLAS

In der Regel werden allerdings Matrizen nicht ganz in einen solchen Cache
passen. Beim Ubergang zu BLAS 3-Routinen

C:=aAB+ fC (4.43)

konnen diese aber intern so implementiert werden, dafy der Cache moglichst
gut ausgenutzt wird. Die Matrix wird dabei in kleinere, zusammenhé&ngende
Teilmatrizen (Blocke) zerlegt, die in den Cache passen. Die Berechnungen
einer Routine setzen sich dann aus Verkniipfungen dieser Teilmatrizen mit-
einander zusammen.

Sei beispielsweise n = o- p, und A, B, C seien jeweils in p? Teilmatrizen vom
Typ (o,0) zerlegt. o ist also die Grifle eines Teilblocks der Matrix, o ist
Blockgrofle. Die Matrizenmultiplikation kann dann in der BLAS 3-Routine
beispielsweise nach folgendem Algorithmus realisiert werden, s. a. [34].

FOR i=1 TO p
FOR j=1 TO p
FOR k=1 TO p
C(i,j):=C(i,j)+A(i,k)B(k,])
END (x for x);
END (* for *);
END (* for *);

Ist nun im Cache Platz fiir 3 Blocke der Grofie (0,0), so miissen in der
innersten Schleife zwei Matrizen der Grofle (o,0) in den Cache geladen
werden, wihrend C(i, j) wihrend des Durchlaufs dieser Schleife immer im
Cache gehalten werden kann. Insgesamt hat man also einen Zugriff auf @
Elemente im Hauptspeicher gegeniiber 2n® Operationen.

An dieser Stelle sei noch einmal betont, dal die Anpassung der BLAS
an die Prozessorarchitektur innerhalb der Routinen stattfindet. Der Nut-
zer der Bibliothek hat wegen der Anpassung keine Sorge zu tragen. Sol-
len schnelle Speicher gut ausgenutzt werden, so sollte man Algorithmen so
formulieren, dafi der Hauptanteil der Rechenoperationen innerhalb solcher
Matrix-Matrix-Operationen ausgefithrt werden kann. Man arbeitet dann
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nicht mehr mit einzelnen Elementen oder Vektoren, sondern mit Matrizen,
indem man die Ausgangsmatrix in mehrere Teilmatrizen (Blocke) zerlegt.
Solche Algorithmen werden auch deshalb Blockalgorithmen [84] genannt. In
der LAPACK-Bibliothek sind die Verfahren so realisiert, daf} ein moglichst
grofler Anteil der Rechenarbeit innerhalb von BLAS 3-Routinen stattfinden
kann. Bei Verwendung dieser Routinen kann daher i. a. eine relativ hohe
Rechenleistung erzielt werden.
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Kapitel 5

Zusammenfassung

Die Arbeit entstand angeregt durch die Forschungstitigkeit auf dem Gebiet Sy-
stem Level Design mit der Anwendung in Simulation komplexer Systeme und
Implementation von Echtzeitsystemen. In beiden Fillen fiihren eine Vielzahl der
Algorithmen auf die Matrizenmultiplikation zuriick. Sei es nun beispielsweise die
Beschreibung von groflen Modellen mit Hilfe von Matrizen oder die effiziente
Implementierung von Echtzeitalgorithmen (Bildkompression [78]). In Anlehnung
an Pan [70] stellt die Arbeit eine sinnvolle Erweiterung dar. Im Vordergrund
stand eine umfassende Darstellung von Algorithmen fiir die Matrizenmultipli-
kation, die vor allem von praktischem Interesse sind. Insbesondere erfolgte eine
Gegeniiberstellung von repriisentativen sequentiellen und origindren parallelen
Algorithmen und ihr Bezug zur Rechnerarchitektur. Erst die ganzheitliche Be-
trachtung von Algorithmus, Architektur, Programmiersprache und Anwendung
erlaubt eine effiziente Losung. Generell muf hier festgestellt werden, dafl nur sehr
wenige Sprachentwiirfe programmiersprachliche Instrumente zur Parallelisierung
oder gar Softwaretechnologien enthalten, die dem Potential von Parallelarchitek-
turen angemessen sind.

Algorithmen und numerische Verfahren fiir Vektorprozessoren und Supercom-
puter wurden hier nicht explizit behandelt. Diese Systeme weisen Parallelismus
meist in der Form von arithmetischen Pipeline-Strukturen auf. Die Programmie-
rung richtet sich eng an den architektonischen Charakteristiken wie Vektorregister
und speziellen Funktionseinheiten aus. Die sprachlichen Moglickeiten sind dabei
in unterschiedlicher Weise begrenzt und werden meist von autoparallelisierenden
Compilern iibernommen.

Abschlieflend seien zwei Sachverhalte kurz diskutiert. Parallelrechner kénnen da-
zu dienen, gegebene Probleme schneller zu 16sen oder aber in gegebener Zeit
groflere Probleme zu 16sen. Die in Verbindung damit stehenden Begriffe Speedup
und Scaleup werden im folgendem Abschnitt diskutiert. Das Kapitel schliefit ab
mit einer Betrachtung zu den Kategorien Algorithmus und Architektur.
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5.1 Speedup und Scaleup

Parallelrechner sind in der Vergangenheit wiederholt hinter den in sie gesetzten
Erwartungen zuriickgeblieben. Der Grund war jedesmal, dafl ihre Leistung von
der néichsten Generation der Singleprozessormaschinen erreicht oder iibertroffen
wurde. Zum einen sind diese einfacher zu bauen und zum anderen einfacher zu
bedienen. Aus physikalischen Griinden 148t sich dieses Spiel

“Parallelrechner sind die Rechner der Zukunft und werden es immer sein.”

nicht endlos wiederholen und deshalb ist die Entwicklung paralleler Rechner und
geeigneter paralleler Algorithmen sinnvoll und dringend erforderlich. Insbesonde-
re haben Parallelrechner ihre Berechtigung zur Erreichung eines guten Scaleup,
d. h. Leistungssteigerung durch Parallelitéit, indem in gegebener Zeit grofiere Pro-
bleme gelost werden. Dem Erreichen eines Speedup (gegebene Probleme durch
Parallelitét schneller zu 16sen) sind dagegen ebenfalls natiirliche Grenzen gesetzt.
Daraus folgt auch, dal das Potential von Rechnern der Teraflop-Klasse vor al-
lem der Erschliefung sehr grofler Probleme dient und nicht der noch schnelleren
Erledigung “kleiner” Probleme. Folgendes Problem bleibt bestehen: Es gibt Algo-
rithmen, die inh&drent sequentiell sind und die durch mehr Hardwareeinsatz also
hochstens verlangsamt werden kénnen. Zudem existieren Probleme aus dem Be-
reich der Suche und Optimierung, wo durch Beweis klar ist, dafy die Kosten der
zugehorigen Algorithmen exponentiell mit der Problemgrofie wachsen, wéihrend
ein Parallelrechner bestenfalls einen linearen Speedup erbringen kann, die Liicke
bleibt also prinzipiell bestehen.

Das am hé&ufigsten verwendete Maf} fiir die Leistungsbewertung paralleler Al-
gorithmen ist der Speedup, Formel 1.21. 1967 hat Amdahl [3] das Gesetz des
fixed load Speedup fiir den Spezialfall hergeleitet, dafl der Rechner entweder im
sequentiellen oder im perfekt parallelen Modus am Problem arbeitet. In einer
normalisierten Version mit « als sequentiellen, nicht parallelisierbarem und ent-
sprechend 1 — « als parallelisierbarem Anteil, kann Amdahl’s Gesetz auch in der
Form

1 D
S pr— = 5.1
o+t 14+ (p-1)a (5.1)

geschrieben werden. Der Verlauf dieser Funktion ist wenig ermutigend, denn es
gilt der Amdahl’sche (sequentielle) Flaschenhals, d. h. der Speedup ist nach oben
durch é beschrinkt, unabhéngig von der Anzahl der Prozessorknoten. Es gibt
eine Vielzahl von Messungen, die Amdahl’s Gesetz scheinbar widerlegen. Es wird
ein Speedup nahe p gemessen, ohne daf} der sequentielle Anteil o verschwindend
klein ist. Gustafson [39] schléigt hier den sogenannten scaled Speedup vor und
leitet folgende Formel ab.
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Sp=a+p(l-—a)=p—ap-1) (5.2)

Er betrachtet das Parallelprogramm mit seinem sequentiellen und parallelen
Zeitanteil und skaliert letzteren in linearer Weise, p mal. Dieses nun lineare Gesetz
gilt unter der recht kritischen Annahme, dafl der relative sequentielle Anteil im
Verhéltnis zur Parallelitdt sinkt. Mit anderen Worten, Gustafson’s Voraussetzung
ist, dafy mit steigender Parallelitit auch proportional grofiere Probleme behandelt
werden und dafl in Relation zu den gréfleren Problemen der sequentielle Anteil
des Algorithmus kleiner wird. Auf Grund der problematischen Verschmelzung
der beiden Parameter Parallelitéit und Problemgrofie [80] sollte man fiir Situatio-
nen, wo Parallelitit zur Losung groflerer Probleme statt zur schnelleren Lésung
vorhandener Probleme, das Mafl Scaleup verwenden. Wenn T (m) = T,(n) fiir
n > m, dann ist > der Scaleup bei Parallelitit p. Der Scaleup gibt also an, ein
um welchen Faktor gréfleres Problem man mit Parallelitit p in der selben Zeit
l6sen kann wie im sequentiellen Fall.

5.2 Algorithmus und Architektur

Die Schwierigkeit bei Entwurf und Analyse paralleler Algorithmen ist die im
Vergleich zu sequentiellen Algorithmen stirkere Abhéngigkeit von der zugrun-
deliegenden parallelen Architektur. Die Auswahl moglicher effizienter Algorith-
men wird durch die Architektur beschrénkt. Die Mehrzahl der in der Literatur
dargestellten Algorithmen gehen von hypothetischen Rechnermodellen aus, Vor-
aussetzungen, die natiirlich stark idealisierend sind. Damit bleiben zwei wesentli-
che Problembereiche unberiicksichtigt, die eine entscheidende Auswirkung auf die
Ausfiithrung des Algorithmus haben. Das ist zum Einen die Frage der Organisati-
on des Speichers und der Zugriffskonflikte und zum Anderen die Frage nach der
Kommunikation zwischen den Prozessoren und zwischen Prozessor und Speicher.
Viele Algorithmen sind bedingt durch die Entwicklungen der VLSI-Technik nun
auch hardwarerealisierbar. Damit konnen die beiden Problembereiche nicht mehr
vernachlissigt werden. Die parallel verfiigbaren Prozessoren konnen den inhéren-
ten Parallelismus nur dann ausnutzen, wenn die Operationen zur richtigen Zeit
und ohne Verzug ausgefiihrt werden. Es hat sich gezeigt, dafl die Kommunikati-
onskomplexitéit gleichrangig neben der Zeitkomplexitédt betrachtet werden mufl.
Ziel ist es, eine optimale Anpassung zwischen Algorithmus und Datenkommunika-
tion zu erzielen. Fiir die optimale Matizenmultiplikation mit der Zeitkomplexitét
O(logn) bietet sich so idealerweise eine Baumstruktur an. Es muf} angestrebt wer-
den, dafl ein Kommunikationsnetzwerk fiir eine moglichst grofie Klasse optimal ist
und sich auch in die VLSI- Technologie einbetten 1:f3t. Als Beispiel sei hier schnelle
Fourier-Transformation genannt, die sich als Butterfly-Netz in einem integrierten
Prozessor hardwaremiflig realisieren 14f3t. Der erzielbare Speedup und die Effi-
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zienz solcher Losungen ist bei gleichzeitiger Spezialisierung sehr hoch. In [102]
sind Untersuchungen gemacht worden, Schaltungsmodule (spezialisierte paralle-
le Funktionseinheiten) fiir eine Klasse von Anwendungen einzusetzen (schnelle
Fourier-Transformation, Matrizenmultiplikation, Bildkompressionsalgorithmen).
Eine Vielzahl der betrachteten Algorithmen sind auf einem Transputersystem
implementiert worden. Wenn auch die veraltete Technologie des Transputers ver-
wendet wurde und somit ein Vergleich mit heutigen Rechnerarchitekturen nicht
sinnvoll ist, so konnten doch wichtige Erkenntnisse zu parallelen Algorithmen
gewonnen werden.
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