Institut fiir Mathematik m

Carsten Trunk TECHNISCHE UNIVERSITAT
Philipp Schmitz ILMENAU

Losung zu Ubungsblatt 2
3. November 2015

Analysis 1
im Wintersemester 2015/2016

Aufgabe 8: Es seien n,m € N sowie a;; € Rfiir i =1,...,nund j = 1,...,m. Zeige,
dass

n m m n

YD =) > ay (Q)

i=1 j=1 j=1 i=1

gilt.

Losung: Wir beweisen zu erst das allgemeine Kommutativgesetz der Addition (fiir die
Multiplikation funktioniert der Beweis analog). Dieses besagt, dass es bei der Addition
endlich vieler reeller Zahlen nicht auf die Reihenfolge ankommt, die Summanden somit
beliebig umgeordnet werden kénnen.

Lemma: Fs seien fir n € N, n > 1 reellen Zahlen x1,...,x, sowie eine Permutation
(Umordnung) m: {1,...,n} = {1,...,n} gegeben. Die Permutation © ordnet dabei jedem
Index k € {1,...,n} genau einen Index w(k) € {1,...,n} zu. Dann gilt

Zxk = Zxﬂ(k). (1)
k=1 k=1

Wir beweisen das Lemma mittels vollstdndiger Induktion nach der Anzahl der Summan-
den n.

Induktionsanfang. Fir n = 2 gibt es fiir die Summation zweier Zahlen z;,25, € R ge-
nau zwei Summationsreihenfolgen xy + x5 und x5 + x1, wobei beide Summen nach dem
Kommutativgesetz (A.2) gleich sind.

Induktionsvoraussetzung. Es gibt eine Anzahl von Summanden n € N, n > 1, sodass die
Summationsreihenfolge beliebig vertauscht werden kann.

Induktionsbehauptung. Unter der Induktionsvoraussetzung kann man auch bei Hinzunah-
me eines weiteren Summenden die Summationsreihenfolge beliebig verdndern.

Induktionsbeweis. Es seien Summanden x4, . .., x,, € R und eine Permutation 7 : {1,...,n+
1} = {1,...,n+ 1} gegeben. Fiir den Fall, dass m(n + 1) = n + 1, bildet die Permuation
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7 die Menge {1,...,n} auf sich selbst ab. Somit folgt direkt aus der Induktionsvorausset-
zung (IV)

n+1 n+1

Zxk = (Z xk> + Ty & (Z mﬂ(k> + Tr(ni) Zxﬁ

Sei also nun 7(n + 1) # n + 1. Dann gibt es ein ¢ € {1...,n} mit 7(n + 1) = i sowie
ein j € {1,...,n} mit 7(j) = n + 1. Wir definieren eine Abbildung 7*: {1,...,n+ 1} —
{1,...,n+ 1} mit

n(k), falls ke{l,...,n}\{j}
(k) =< 1, falls k=
n+1, falls k=n+1.
Man macht sich leicht klar, dass 7* ebenfalls eine Permutation ist, also jedem Element

der Menge {1,...,n+ 1} genau ein Element in {1,...,n + 1} zuordnet. Nach dem oben
betrachteten Fall gilt nun

n+1 n+1

Z T = Z x,,*(k)
k=1 k=1

Die beiden Summen >3] @) und Y30 @ r) unterscheidet sich offenbar in der Sum-
mationsreihenfolge nur im j-ten und im (n + 1)-ten Summanden. Es gilt somit mittels
(A.1) (beziehungsweise dem allgemeinen Assoziativgesetz) und (A.2) (dreimal)

n+1 n
Z:L'Tr <Z T* (k > + Zpx(i) + < Z xw*(k)) + Tax(n41)
k=1

k=i+1
i—1
k=1 k=i+1
n+1
=D it
k=1

O

Die Aussage von Aufgabe 8 folgt nun auf einfach Weise aus dem obigen Lemma. In beiden
Summen tauchen offenbar jeweils alle Summanden nur jeweils in anderer Reihenfolge auf.
Es gilt

Zzazg— aptaigt - Fay)+o (A1 o+ F Anm)
i=1 j=1
und

DN iy =(ar1+asi+- A+ ann) o F (@ Qo o F )
=1 i=1

Da die Summanden einfach nur umsortiert sind, gilt mit dem Lemma die Gleichheit der
beiden Summen.



