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Besprechung am 10.10.18 um 9:00 Uhr in C 113.

Aufgabe 1
Es sei A = (a;;) € R™" eine Markoffmatriz, d. h.

Vi#k:iajp>0 A Vke{l,...,n}iza]’k:o-
j=1

Weiterhin sei fir ¢ € R

Zeigen Sie:
vt eR:eH. C H.,.

(Mit anderen Worten: Jede Losung der Differentialgleichung #(t) = Ax(t) mit Anfangs-
wert x(0) € H, verbleibt fiir alle Zeiten in H..)

Im Folgenden sei £ ein Banachraum, A € L(E)und [ : E — E, x> x.

Aufgabe 11
Beweisen Sie: Fiir A € K mit Re A > || A]| gilt

(M — A)! = / o~tOT=4) g,
0
Aufgabe III
Zeigen Sie:
tA _ 1 ot -1

¢t = Jm [ =S
Aufgabe IV
Beweisen Sie, dass fiir C' C E konvex und abgeschlossen folgende Aussagen dquivalent

sind:
(i) Vte R:e1C C C,
(i) VA € Kmit ReX > [JA]| : (\[ — A)~1C C C.
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Besprechung am 10.10.18 um 9:00~Uhr in C~113.

\begin{aufgabe}
Es sei~\(A=(a_{ij})\in\mathbb{R}^{n\times n}\) eine \emph{Markoffmatrix}, d.\,h.
\begin{equation*}
	\forall j\neq k: a_{jk}\geq0 \quad\land\quad \forall k\in\{1,\dots,n\}: \sum_{j=1}^n a_{jk}=0.
\end{equation*}
Weiterhin sei für \(c\in\mathbb{R}\)
\begin{equation*}
	H_c := \bigl\{ (x^1,\dots,x^n)\in\mathbb{R}^n \,\bigm|\, \sum_{j=1}^n x^j=c \bigr\}.
\end{equation*}
Zeigen Sie:
\begin{equation*}
	\forall t\in\mathbb{R}: \e^{t A} H_c \subseteq H_c.
\end{equation*}
(Mit anderen Worten: Jede Lösung der Differentialgleichung~\(\dot{x}(t)=A x(t)\) mit Anfangswert~\(x(0)\in H_c\) verbleibt für alle Zeiten in~\(H_c\).)
\end{aufgabe}

\medskip

Im Folgenden sei~\(E\) ein Banachraum, \(A\in\mathcal{L}(E)\) und \(I: E\to E,\ x\mapsto x\).

\begin{aufgabe}
Beweisen Sie: Für \(\lambda\in\mathbb{K}\) mit~\(\re \lambda>\norm{A}\) gilt
\begin{equation*}
	(\lambda I-A)^{-1} = \int_0^\infty \e^{-t (\lambda I-A)}\,\mathrm{d} t.
\end{equation*}
\end{aufgabe}

\begin{aufgabe}
Zeigen Sie:
\begin{equation*}
	\e^{t A} = \lim_{n\to\infty} \bigl[(I-\tfrac{t}{n} A)^{-1}\bigr]^n.
\end{equation*}
\end{aufgabe}

\begin{aufgabe}
Beweisen Sie, dass für \(C\subseteq E\) konvex und abgeschlossen folgende Aussagen äquivalent sind:
\begin{enumerate}
\item \(\forall t\in\mathbb{R}: \e^{t A} C\subseteq C\),
\item \(\forall \lambda\in\mathbb{K} \text{ mit } \re \lambda>\norm{A}: (\lambda I-A)^{-1} C\subseteq C\).
\end{enumerate}
\end{aufgabe}
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